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第 2版前言

本书自 １９８９年出版以来 ，被一些高等学校选作教学参考书 ，作者本人也在研究生学

位课“最优化方法”和“运筹学”的教学中使用了本教材 ．经多年教学实践 ，收到比较满意的

效果 ，总体反映良好 ，但也发现一些有待改进之处 ．为了改进教材的不足 ，拓宽使用范围 ，

更好地适应教学和自学的需要 ，作者认真听取关心教材建设的专家和读者的建议 ，决定

再版 ．

第 ２版教材保持第 １版的理论体系和写作特点 ．增加了基本数学概念介绍 、强互补松

弛定理 、含参数线性规划 、运输问题 、线性规划路径跟踪法 、信赖域方法 、二次规划路径跟

踪法 、整数规划 、动态规划等内容 ．删除一些原有算法 ，改写了部分章节 ．与第 １版相比 ，本

版教材算法更加丰富 ，理论有所深入 ，在一定程度上反映出近些年运筹学一些分支的新

进展 ．

本书由预备知识 、线性规划 、非线性规划 、整数规划和动态规划等五部分组成 ．使用本

教材时 ，可根据需要决定取舍 ．一般来讲 ，要求较多的专业 ，可用 ６４学时讲授去掉带 倡号

章节后的全部内容 ；要求较少的专业 ，可用 ３２学时讲授线性规划和动态规划部分 ；标有 倡

号的章节可酌情选用 ．

责任编辑刘颖为本书付出了辛勤劳动 ，部分插图是清华大学建筑设计研究院陈若光

所绘 ，在此向两位年轻专家表示衷心感谢 ．

作 　者

２００５年 ５月



第 1版前言

枟最优化理论与算法枠是为高等院校开设“线性规划与非线性规划”课程提供的教材 ．

本书包括凸集凸函数 、线性规划和非线性规划三方面的内容 ．有完整的理论系统 ，关

于凸集凸函数的一些基本定理 、线性规划的原理 、最优性条件 、对偶理论及算法收敛性定

理等都做了适度的介绍 ．书中不仅有大量的实用算法 ，还介绍了一些最新研究成果 ，

Karmarkar算法就是一例 ．为了使具有大学本科程度的读者能够自学 ，定理的证明和算法

的推导主要以数学分析和线性代数为基础 ，尽可能少地涉及更为高深的知识 ．本书内容比

较丰富 ，算法比较齐全 ，有一定的理论深度 ，层次清晰 ，叙述简明 ，便于应用 ，可作为高等院

校教学参考书 ，也可供应用数学工作者和工程技术人员参考 ．

本书在编写过程中 ，得到郑乐宁同志的大力支持 ，他审阅了原稿 ，提出了宝贵意见 ．谭

泽光 、祁力群和施妙根等同志也给予了满腔热情的帮助 ．在此表示衷心感谢 ．

由于作者水平有限 ，缺点和错误在所难免 ，敬请批评指教 ．

作 　者

１９８９年 ８月
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第 1章 　引 　 　言

1 ．1 　学 科 简 述
　 　最优化理论与算法是一个重要的数学分支 ，它所研究的问题是讨论在众多的方案中

什么样的方案最优以及怎样找出最优方案 ．这类问题普遍存在 ．例如 ，工程设计中怎样选

择设计参数 ，使得设计方案既满足设计要求又能降低成本 ；资源分配中 ，怎样分配有限资

源 ，使得分配方案既能满足各方面的基本要求 ，又能获得好的经济效益 ；生产计划安排中 ，

选择怎样的计划方案才能提高产值和利润 ；原料配比问题中 ，怎样确定各种成分的比例 ，

才能提高质量 ，降低成本 ；城建规划中 ，怎样安排工厂 、机关 、学校 、商店 、医院 、住户和其他

单位的合理布局 ，才能方便群众 ，有利于城市各行各业的发展 ；农田规划中 ，怎样安排各种

农作物的合理布局 ，才能保持高产稳产 ，发挥地区优势 ；军事指挥中 ，怎样确定最佳作战方

案 ，才能有效地消灭敌人 ，保存自己 ，有利于战争的全局 ；在人类活动的各个领域中 ，诸如

此类 ，不胜枚举 ．最优化这一数学分支 ，正是为这些问题的解决 ，提供理论基础和求解方

法 ，它是一门应用广泛 、实用性强的学科 ．

最优化是个古老的课题 ．长期以来 ，人们对最优化问题进行着探讨和研究 ．早在 １７世

纪 ，英国科学家 New ton发明微积分的时代 ，就已提出极值问题 ，后来又出现 Lagrange乘
数法 ．１８４７年法国数学家 Cauchy 研究了函数值沿什么方向下降最快的问题 ，提出最速下

降法 ．１９３９年前苏联数学家 Л ．B ．Канторович提出了解决下料问题和运输问题这两种线

性规划问题的求解方法 ．人们关于最优化问题的研究工作 ，随着历史的发展不断深入 ．但

是 ，任何科学的进步 ，都受到历史条件的限制 ，直至 ２０世纪 ３０年代 ，最优化这个古老课题

并未形成独立的有系统的学科 ．

２０世纪 ４０年代以来 ，由于生产和科学研究突飞猛进地发展 ，特别是电子计算机日益

广泛应用 ，使最优化问题的研究不仅成为一种迫切需要 ，而且有了求解的有力工具 ．因此

最优化理论和算法迅速发展起来 ，形成一个新的学科 ．至今已出现线性规划 、整数规划 、非

线性规划 、几何规划 、动态规划 、随机规划 、网络流等许多分支 ．最优化理论和算法在实际

应用中正在发挥越来越大的作用 ．



1 ．2 　线性与非线性规划问题
线性与非线性规划有着广泛的实际背景 ，许多实际问题抽象成数学模型后 ，可归结为

求解这类问题 ，本书重点介绍线性与非线性规划 ．下面先来研究几个例题 ．

例 1 ．2 ．1 　生产计划问题
设某工厂用 ４种资源生产 ３种产品 ，每单位第 j种产品需要第 i种资源的数量为 aij ，

可获利润为 cj ，第 i种资源总消耗量不能超过 bi ，由于市场限制 ，第 j 种产品的产量不超
过 d j ，试问如何安排生产才能使总利润最大 ？

解析 　下面分析怎样建立数学模型 ．设 ３种产品的产量分别为 x１ ，x２ ，x３ ，这是决策
变量 ，目标函数是总利润 c１ x１ ＋ c２ x２ ＋ c３ x３ ，约束条件有资源限制 ai１ x１ ＋ ai２ x２ ＋ ai３ x３ ≤ bi
（i ＝ １ ，２ ，３ ，４） ，市场销量限制 ，xj ≤ dj （ j ＝ １ ，２ ，３） ，及产量非负限制 x j ≥ ０（ j ＝ １ ，２ ，３） ．问

题概括为 ，在一组约束条件下 ，确定一个最优生产方案 x倡
＝ （x 倡

１ ，x 倡
２ ，x 倡

３ ） ，使目标函数值

最大 ．数学模型如下 ：

max 　 ∑
３

j ＝ １

cj x j 　 　 　

s ．t ．　 ∑
３

j ＝ １

aij x j ≤ bi ， i ＝ １ ，⋯ ，４ ，

　 　 　 xj ≤ dj ， j ＝ １ ，２ ，３ ，

　 　 　 xj ≥ ０ ， j ＝ １ ，２ ，３ ，

其中 max 表示 maximize ，读作“极大化” ，s ．t ．表示 subject to ，读作“约束条件是” ．

例 1 ．2 ．2 　食谱问题
设市场上可买到 n种不同的食品 ，第 j种食品单位售价为 c j ．每种食品含有 m种基本

营养成分 ，第 j种食品每一个单位含第 i种营养成分为 aij ．又设每人每天对第 i种营养成
分的需要量不少于 bi ．试确定在保证营养要求条件下的最经济食谱 ．

解析 　建立食谱问题的数学模型 ．设每人每天需要各种食品的数量分别为 x１ ，

x２ ，⋯ ，xn ．我们的目标是使伙食费用最少 ，即使 c１ x１ ＋ c２ x２ ＋ ⋯ ＋ cn x n 最小 ．条件是保证
用餐者对各种营养成分的基本需要 ，即满足 ai１ x１ ＋ ai２ x２ ＋ ⋯ ＋ ain x n ≥ bi （i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m） ．

数学模型是

min 　 ∑
n

j ＝ １

cj x j 　 　 　

s ．t ．　 ∑
n

j ＝ １

aij x j ≥ bi ， i ＝ １ ，⋯ ，m ，

　 　 　 xj ≥ ０ ， j ＝ １ ，⋯ ，n ，
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其中 min表示 minimize ，读作“极小化” ．

例 1 ．2 ．3 　结构设计问题
以两个构件组成的对称桁架为例（参见图 １ ．２ ．１） ．

图 　 １ ．２ ．１

已知桁架的跨度 ２L ，高度 x２ 的上限 H ，承受

负荷 ２ P ，钢管的厚度 T ，材料比重 ρ ，纵向弹性模量

E及容许应力 σy ．试确定钢管的平均直径 x１ 及桁
架的高度 x２ ，使桁架的重量最小 ．

解析 　桁架的重量

G ＝ ２πρTx１ （L２
＋ x２２ ）

１
２ ，

它是平均直径 x１ 和高度 x２ 的函数 ．x１ 和 x２ 的选择
不是任意的 ，必须满足以下几个条件 ：

（１）由于空间限制 ，要求 x２ 不能超过高度上
限 H ，即

x２ ≤ H ．

　 　 （２）钢管上的压应力不能超过材料的容许应力 σy ．在负荷 ２ P作用下 ，钢管承受的压

力为

F ＝
Pcosθ ＝

P（L２
＋ x２２ ）

１
２

x２ ，

钢管的横截面面积

S ≈ π Tx１ ，

由此可知 ，钢管上的压应力为

σ（x１ ，x２ ） ＝
P（L２

＋ x２２ ）
１
２

π Tx１ x２ ，

因此要求

P（L２
＋ x２２ ）

１
２

π Tx１ x２ ≤ σy ．

　 　 （３）参数的选择还必须保证在负荷 ２ P的作用下钢管不发生弯曲 ，这就要求压应力不

超过临界应力 σl ．临界应力可由 Euler公式算出 ：

σl ＝
π
２ E（x２１ ＋ T２

）

８（L２
＋ x２２ ） ，

其中 E是已知的弹性模量 ．按此要求应有

P（L２
＋ x２２ ）

１
２

πTx１ x２ ≤
π
２ E（x２１ ＋ T２

）

８（L２
＋ x２２ ） ．

根据以上分析 ，桁架的最优设计问题 ，就是求重量函数 G在上述 ３ 个约束条件下的极小

3１ ．２ 　线性与非线性规划问题



点问题 ．它的数学模型是

min 　 ２πρT x１ （L２
＋ x２２ ）

１
２

s ．t ．　 x２ ≤ H ，

P（L２
＋ x２２ ）

１
２

π Tx１ x２ ≤ σy ，

P（L２
＋ x２２ ）

１
２

π Tx１ x２ ≤
π
２ E（x２１ ＋ T２

）

８（L２
＋ x２２ ） ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

　 　例 1 ．2 ．4 　选址问题
设有 n个市场 ，第 j个市场的位置为（aj ，bj ） ，对某种货物的需要量为 qj （ j ＝ １ ，⋯ ，n） ．

现计划建立 m个货栈 ，第 i个货栈的容量为 ci （i ＝ １ ，⋯ ，m） ．试确定货栈的位置 ，使各货栈

到各市场的运输量与路程乘积之和最小 ．

解析 　现在来建立数学模型 ．设第 i个货栈的位置为（xi ，yi ）（i ＝ １ ，⋯ ，m） ．第 i个货
栈供给第 j 个市场的货物量为 W ij （i ＝ １ ，⋯ ，m ；j ＝ １ ，⋯ ，n） ．第 i个货栈到第 j 个市场的
距离为 dij ，一般定义为

dij ＝ （xi － aj ）
２
＋ （yi － bj ）

２
（１ ．２ ．１）

或

dij ＝ | xi － aj | ＋ | yi － bj | ， （１ ．２ ．２）

我们的目标是使运输量与路程乘积之和最小 ，如果距离按（１ ．２ ．１）式定义 ，就是使

∑
m

i ＝ １
∑
n

j ＝ １

W ij （xi － aj ）
２
＋ （yi － bj ）２

最小 ．约束条件是 ：

（１）每个货栈向各市场提供的货物量之和不能超过它的容量 ；

（２）每个市场从各货栈得到的货物量之和应等于它的需要量 ；

（３）运输量不能为负数 ．

　 　因此 ，问题的数学模型如下 ：

min 　 ∑
m

i ＝ １
∑
n

j ＝ １

W ij （xi － aj ）
２
＋ （yi － bj ）２

s ．t ． ∑
n

j ＝ １

W ij ≤ ci ， i ＝ １ ，⋯ ，m ，

∑
m

i ＝ １

W ij ＝ qj ， j ＝ １ ，⋯ ，n ，

W ij ≥ ０ ， i ＝ １ ，⋯ ，m ，j ＝ １ ，⋯ ，n ．
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　 　在上述例 １ ．２ ．１和例 １ ．２ ．２的数学模型中 ，目标函数和约束函数都是线性的 ，称之为

线性规划问题 ；而例 １ ．２ ．３和例 １ ．２ ．４的数学模型中含有非线性函数 ，因此称为非线性规

划问题 ．

在线性规划与非线性规划中 ，满足约束条件的点称为可行点 ，全体可行点组成的集合

称为可行集或可行域 ．如果一个问题的可行集是整个空间 ．那么此问题就称为无约束

问题 ．

下面给出最优解概念 ．

定义 1 ．2 ．1 　设 f （x）为目标函数 ，S为可行域 ，珔x ∈ S ，若对每个 x ∈ S ，成立 f （x） ≥
f （珔x） ，则称 珔x为 f （x）在 S上的全局极小点 ．

定义 1 ．2 ．2 　设 f （x）为目标函数 ，S为可行域 ，若存在 珔x ∈ S的 ε ＞ ０邻域 N（珔x ，ε）＝

｛x｜‖ x － 珔x ‖ ＜ ε｝ ，使得对每个 x ∈ S ∩ N（珔x ，ε）成立 f （x） ≥ f （珔x） ，则称 珔x为 f （x）在 S上的
一个局部极小点 ．

对于极大化问题 ，可类似地定义全局极大点和局部极大点 ，这里不再叙述 ．

根据上述定义 ，全局极小点也是局部极小点 ，而局部极小点不一定是全局极小点 ．但

是对于某些特殊情形 ，如将在后面介绍的凸规划 ，局部极小点也是全局极小点 ．

倡 1 ．3 　几个数学概念

1 ．3 ．1 　向量范数和矩阵范数
　 　定义 1 ．3 ．1 　若实值函数 ‖ · ‖ ：Rn

→ R满足下列条件 ：

（１） ‖ x ‖ ≥ ０ ，橙 x ∈ Rn
；‖ x ‖ ＝ ０当且仅当 x＝ 0 ；

（２） ‖ αx ‖ ＝ ｜α｜‖ x ‖ ，橙 α∈ R ，x ∈ Rn
；

（３） ‖ x＋ y ‖ ≤ ‖ x ‖ ＋ ‖ y ‖ ，橙 x ，y ∈ Rn
．

则称 ‖·‖为向量范数 ．其中Rn表示 n维向量空间 ．

设 x＝ （x１ ，x２ ，⋯ ，xn）
T
∈ Rn

，常用的向量范数有 L１ 范数 ，L２ 范数和 L ∞ 范数 ，分别为

‖ x ‖ １ ＝ ∑
n

j ＝ １

| xj | ，

‖ x ‖ ２ ＝ ∑
n

j ＝ １

x２j
１
２

，

‖ x ‖ ∞ ＝ max
j

| x j | ．
一般地 ，对于 １ ≤ p ＜ ∞ ，L p 范数为

‖ x ‖ p ＝ ∑
n

j ＝ １

| x j | p
１
p
．
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　 　关于范数的等价性 ，有下列定义 ．

定义 1 ．3 ．2 　设 ‖ · ‖ α 和 ‖ · ‖ β 是Rn上任意两个范数 ，如果存在正数 c１ 和 c２ ，使

得对每个 x ∈ Rn成立 c１ ‖ x ‖ α ≤ ‖ x‖ β ≤ c２ ‖ x‖ α ，则称范数 ‖ x ‖ α 和范数 ‖ x‖ β 等价 ．

在Rn中任何两种范数均等价 ．

这里应指出 ，上述向量范数中 ，‖ x ‖ ２ 称为 Euclid范数 ，如无特殊指明 ，后面将用Rn

表示 n维 Euclid空间 ．

关于矩阵范数 ，定义如下 ．

定义 1 ．3 ．3 　设 A为 m × n矩阵 ，‖ · ‖ α 是Rm上向量范数 ，‖ · ‖ β 是Rn上向量范

数 ，定义矩阵范数 ‖ A ‖ ＝ max
‖ x ‖

β
＝ １

‖ Ax‖ α ．

根据矩阵范数定义 ，对于单位矩阵 I ，总有 ‖ I ‖ ＝ １ ．关于矩阵范数有下列结论 ．

定理 1 ．3 ．1 　矩阵范数具有下列性质 ：

（１） ‖ Ax‖ α ≤ ‖ A ‖ ‖ x ‖ β ；

（２） ‖ λA ‖ ＝ ｜λ｜‖ A ‖ ；

（３） ‖ A＋ B‖ ≤ ‖ A ‖ ＋ ‖ B‖ ；

（４） ‖ AD‖ ≤ ‖ A ‖ ‖ D‖ ．

其中 A ，B为 m × n矩阵 ，D是 n × p矩阵 ，λ为实数 ，x ∈ Rn
．

设矩阵 A ＝ （aij ）m × n ，下面给出 ３ 种常用的矩阵范数 ，分别记作 ‖ A ‖ １ ，‖ A ‖ ２ ，

‖ A ‖ ∞ ：

（１） ‖ A‖ １ ＝ max
j ∑

m

i ＝ １

| aij | ；

（２） ‖ A ‖ ２ ＝ λAT A ；

（３） ‖ A‖ ∞ ＝ max
i ∑

n

j ＝ １

| aij | ．

其中 λAT A表示 ATA的最大特征值 ．‖ A ‖ ２ 称为 A的谱范数 ．

1 ．3 ．2 　序列的极限
定义 1 ．3 ．4 　设｛x（k）｝是Rn中一个向量序列 ，珔x ∈ Rn

，如果对每个任给的 ε＞ ０存在正

整数 Kε ，使得当 k ＞ Kε时就有 ‖ x（k） － 珔x ‖ ＜ ε ，则称序列收敛到 珔x ，或称序列以 珔x为极限 ，

记作lim
k → ∞

x（k） ＝ 珔x ．

按此定义 ，序列若存在极限 ，则任何子序列有相同的极限 ，即序列的极限是惟一的 ．

定义 1 ．3 ．5 　 设 ｛ x（k） ｝是Rn中一个向量序列 ，如果存在一个子序列 ｛ x（k j ） ｝ ，使

lim
k j → ∞

x（k j ） ＝ x^ ，则称 x^是序列｛x（k） ｝的一个聚点 ．

根据定义易知 ，如果无穷序列有界 ，即存在正数 M ，使得对所有 k均有 ‖ x（k） ‖ ≤ M ，
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则这个序列必有聚点 ．

定义 1 ．3 ．6 　设｛x（k）｝是Rn中一个向量序列 ，如果对任意给定的 ε＞ ０ ，总存在正整数

Kε ，使得当 m ，l＞ Kε时 ，就有 ‖ x（m） － x（ l） ‖ ＜ ε ，则｛x（k） ｝称为 Cauchy序列 ．

在Rn中 ，Cauchy序列有极限 ．

定理 1 ．3 ．2 　设｛x（ j） ｝ 炒 Rn为 Cauchy 序列 ，则｛x（ j） ｝的聚点必为极限点 ．（证明从略）

后面算法介绍和理论分析中 ，还常涉及闭集 、开集 、紧集等概念 ．定义如下 ：设 S为Rn

中一个集合 ，如果 S中每个收敛序列的极限均属于 S ，则称 S为闭集 ．如果对每一点 x^ ∈
S ，存在正数 ε ，使得 x^的ε邻域 N （x^ ，ε）＝ x ‖ x － x^ ‖ ＜ ε 炒 S ，则称 S为开集 ．如果 S是
有界闭集 ，则称 S为紧集 ．

1 ．3 ．3 　梯度 、Hesse矩阵 、Taylor展开式
设集合 S 炒 Rn非空 ，f （x）为定义在 S上的实函数 ．如果 f 在每一点 x ∈ S连续 ，则称 f

在 S上连续 ，记作 f ∈ C（S） ．再设 S为开集 ，如果在每一点 x ∈ S ，对所有 j ＝ １ ，⋯ ，n ，偏导

数抄 f （x）
抄 xj

存在且连续 ，则称 f 在开集 S 上连续可微 ，记作 f ∈ C１
（S） ．如果在每一点x∈ S ，

对所有 i ＝ １ ，⋯ ，n和 j ＝ １ ，⋯ ，n ，二阶偏导数抄
２ f （x）
抄 xi抄 xj

存在且连续 ，则称 f 在开集 S 上二次

连续可微 ，记作 f ∈ C２
（S） ．

函数 f 在 x处的梯度为 n维列向量 ：

Δ f （x） ＝
抄 f （x）
抄 x１ ，

抄 f （x）
抄 x２ ，⋯ ，

抄 f （x）
抄 xn

T
． （１ ．３ ．１）

　 　 f 在 x处的 Hesse矩阵为 n× n矩阵Δ
２ f （x） ，第 i行第 j 列元素为

［Δ
２ f （x）］ij ＝

抄
２ f （x）
抄 xi抄 xj

，　 　 １ ≤ i ，j ≤ n ． （１ ．３ ．２）

当 f （x）为二次函数时 ，梯度及 Hesse矩阵很容易求得 ．二次函数可以写成下列形式 ：

f （x） ＝
１
２
xT Ax ＋ bT x ＋ c ，

其中 A是 n阶对称矩阵 ，b是 n 维列向量 ，c是常数 ．函数 f （x）在 x处的梯度 Δ f （x） ＝
Ax＋ b ，Hesse矩阵Δ

２ f （x）＝ A ．

假设在开集 S 炒 Rn上 f ∈ C１
（S） ，给定点 珔x ∈ S ，则 f 在点 珔x的一阶 Taylor展开式为

f （x） ＝ f （珔x） ＋ Δ f （珔x）T （x － 珔x） ＋ o ‖ x － 珔x ‖ ，

其中 o ‖ x － 珔x ‖ 当 ‖ x － 珔x ‖ → ０时 ，关于 ‖ x － 珔x ‖是高阶无穷小量 ．

假设在开集 S 炒 Rn上 f ∈ C２
（S） ，则 f 在 珔x ∈ S的二阶 Taylor展开式为

f （x） ＝ f （珔x） ＋ Δ f （珔x）T （x － 珔x） ＋
１
２
（x － 珔x）T

Δ
２ f （珔x）（x － 珔x） ＋ o ‖ x － 珔x ‖ ２

，
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其中 o ‖ x － 珔x ‖ ２ 当 ‖ x － 珔x ‖ ２
→ ０时 ，关于 ‖ x － 珔x ‖ ２ 是高阶无穷小量 ．

1 ．3 ．4 　 Jacobi矩阵 、链式法则和隐函数存在定理

1 ．Jacobi矩阵

　 　考虑向量值函数

h（x） ＝ h１ （x） ，h２ （x） ，⋯ ，hm （x） T
，

其中每个分量 hi （x）为 n元实值函数 ，假设对所有 i ，j 偏导数抄hi （x）
抄 xj

存在 ．h在点 x 的

Jacobi矩阵为
抄h１ （x）
抄 x１

抄h１ （x）
抄 x２ ⋯

抄h１ （x）
抄 xn

抄h２ （x）
抄 x１

抄h２ （x）
抄 x２ ⋯

抄h２ （x）
抄 xn

… … …

抄hm （x）
抄 x１

抄hm （x）
抄 x２ ⋯

抄hm （x）
抄 xn

， （１ ．３ ．３）

这个矩阵称为向量值函数 h在 x的导数 ，记作 h′（x）或Δ h（x）T ，其中Δ h（x） ＝ Δ h１ （x） ，

Δ h２ （x） ，⋯ ，Δ hm （x） ．

例 1 ．3 ．1 　设有向量值函数

f（x） ＝ f（x１ ，x２ ） ＝

sin x１ ＋ cos x２
e２ x１ ＋ x

２

２ x２１ ＋ x１ x２
，

则 f （x）在任一点（x１ ，x２ ）的 Jacobi矩阵 ，即导数为

f′（x） ＝

cos x１ － sin x２
２e２ x１ ＋ x

２ e２ x１ ＋ x
２

４ x１ ＋ x２ x１
．

2 ．链式法则

设有复合函数 h（x）＝ f（g（x）） ，其中向量值函数 f（g）和 g（x）均可微 ，x ∈ Dn
炒 Rn

，

g ：Dn
→ Dm

１ ，f ：Dm
２ → Rk

，其中 Dm
１ 炒 Dm

２ ，h ：Dn
→ Rk

．根据复合函数求导数的链式法则 ，必有

h′（x） ＝ f′（g（x））g′（x） ，　 　 x ∈ Dn
， （１ ．３ ．４）

其中 f′和 g′分别为 k × m和 m × n矩阵 ，h′为 k × n矩阵 ．若记Δ f ＝ （Δ f１ ，Δ f２ ，⋯ ，Δ f k ） ，

Δ g＝ （Δ g１ ，Δ g２ ，⋯ ，Δ gm ） ，由于 h′＝ Δ hT ，f′＝ Δ fT 和 g′＝ Δ gT ，可将（１ ．３ ．４）式改写为
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Δ h（x） ＝ Δ g（x） Δ f（g（x）） ， （１ ．３ ．５）

式中Δ h为 n × k矩阵 ，第 j列Δ hj （x）为 hj （x）的梯度 ．

例 1 ．3 ．2 　设有复合函数 h（x）＝ f（u（x）） ，其中

f（u） ＝
f１ （u）
f２ （u）

＝
u２１ － u２
u１ ＋ u２２

，　 　 u（x） ＝
u１ （x）
u２ （x）

＝
x１ ＋ x３
x２２ － x３

，

试求复合函数 h（x）＝ f（u（x））的导数 ．

解 　 h′（x）＝ f′（u（x））u′（x）

＝
２u１ － １

１ ２u２
１ ０ １

０ ２ x２ － １
＝

２u１ － ２ x２ ２u１ ＋ １

１ ４u２ x２ １ － ２u２ ，

将 u用 x表示 ，得到

抄h１ （x）
抄 x１

抄h１ （x）
抄 x２

抄h１ （x）
抄 x３

抄h２ （x）
抄 x１

抄h２ （x）
抄 x２

抄h２ （x）
抄 x３

＝
２（x１ ＋ x３ ） － ２ x２ ２（x１ ＋ x３ ） ＋ １

１ ４ x２ （x２２ － x３ ） １ － ２（x２２ － x３ ）
．

3 ．隐函数定理

考虑有 m个方程的 n元方程组
hi （x） ＝ ０ ，　 　 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m ． （１ ．３ ．６）

　 　问题是 ，用这组方程能否确定 m个变量 ，比如 x１ ，x２ ，⋯ ，xm 为另外 n － m个变量
x m ＋ １ ，⋯ ，xn 的隐函数 ，即是否存在满足方程组（１ ．３ ．６）的函数 xi ＝ 矱i （xm ＋ １ ，xm ＋ ２ ，⋯ ，xn ）

（i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m） ．下列隐函数定理回答了这个问题 ．

定理 1 ．3 ．3 　设 x（０） ∈ Rn满足下列条件 ：

（１） hi （x（０） ） ＝ ０ （i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m） ；

（２）在 x（０）的某个邻域内函数 hi ∈ C１
（i ＝ １ ，⋯ ，m） ；

（３）方程组关于变元 x１ ，x２ ，⋯ ，xm 的 Jacobi式
抄h１ （x（０） ）

抄 x１
抄h１ （x（０） ）

抄 x２ ⋯
抄h１ （x（０） ）

抄 xm

抄h２ （x（０） ）
抄 x１

抄h２ （x（０） ）
抄 x２ ⋯

抄h２ （x（０） ）
抄 xm

… … …

抄hm （x（０） ）
抄 x１

抄hm （x（０） ）
抄 x２ ⋯

抄hm （x（０） ）
抄 xm

≠ ０ ．

则存在 x^（０）
＝ （x（０）

m ＋ １ ，⋯ ，x（０）
n ） ∈ Rn － m的一个邻域 ，使得对于邻域中的点 x^ ＝ （xm ＋ １ ，⋯ ，xn ）

存在函数 矱i （x^）（i＝ １ ，⋯ ，m） ，满足

（１） 矱i ∈ C１
（i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m） ；
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（２） x（０）
i ＝ 矱i （x^（０）

） （i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m） ；

（３） hi （矱１ （x^） ，⋯ ，矱m （x^） ，^x） ＝ ０ （i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m） ．

1 ．4 　凸集和凸函数
凸集和凸函数是线性规划和非线性规划都要涉及的基本概念 ．关于凸集和凸函数的

一些定理在最优化问题的理论证明及算法研究中具有重要作用 ．本书对凸集和凸函数只

作一般性介绍 ，要想对这方面的知识有更深入的了解 ，可参见文献［１］ ～ ［３］ ．

1 ．4 ．1 　凸集
定义 1 ．4 ．1 　设 S为 n维欧氏空间Rn中一个集合 ．若对 S中任意两点 ，联结它们的线

段仍属于 S ；换言之 ，对 S中任意两点 x（１）
，x（２）及每个实数 λ∈ ［０ ，１］ ，都有

λx（１）
＋ （１ － λ）x（２） ∈ S ，

则称 S为凸集 ．

λx（１）
＋ （１ － λ）x（２）称为 x（１）和 x（２）的凸组合 ．图 １ ．４ ．１中 ，（a）为凸集 ，（b）为非凸集 ．

图 　 １ ．４ ．１

例 1 ．4 ．1 　验证集合 H ＝ ｛ x｜pT x ＝ α｝为凸集 ，其

中 ，p为 n维列向量 ，α为实数 ．

解 　由于对任意两点 x（１） ，x（２） ∈ H 及每个实数
λ ∈ ［０ ，１］都有

pT
［λx（１）

＋ （１ － λ）x（２） ］ ＝ α ，

因此

λx（１）
＋ （１ － λ）x（２） ∈ H ．

根据定义 １ ．４ ．１知 H为凸集 ．

例 １ ．４ ．１中定义的集合 H称为Rn中的超平面 ，故超平面为凸集 ．

例 1 ．4 ．2 　验证集合 H －
＝ ｛x｜pT x ≤ α｝为凸集 ．

解 　这是因为对任意的 x（１） ，x（２） ∈ H －及每一个实数 λ∈ ［０ ，１］ ，都有

pT
［λx（１）

＋ （１ － λ）x（２） ］ ＝ λpT x（１） ＋ （１ － λ）pT x（２） ≤ α ，

所以 λx（１）
＋ （１ － λ）x（２） ∈ H －

．根据定义 １ ．４ ．１知 H －为凸集 ．

集合 H －
＝ ｛x｜pT x ≤ α｝称为半空间 ，故半空间为凸集 ．

例 1 ．4 ．3 　验证集合 L ＝ ｛x｜x ＝ x（０） ＋ λd ，λ≥ ０｝为凸集 ，其中 d是给定的非零向量 ，

x（０）是定点 ．

解 　因为对任意两点 x（１） ，x（２） ∈ L及每一个数 λ ∈ ［０ ，１］ ，必有 x（１） ＝ x（０） ＋ λ１ d ，x（２） ＝
x（０） ＋ λ２ d ，λ１ 和 λ２ 是两个非负数 ，以及
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λx（１）
＋ （１ － λ）x（２） ＝ λ（x（０） ＋ λ１ d） ＋ （１ － λ）（x（０） ＋ λ２ d）

＝ x（０） ＋ ［λλ１ ＋ （１ － λ）λ２ ］d ．

由于 λλ１ ＋ （１ － λ）λ２ ≥ ０ ，因此有λx（１）
＋ （１ － λ）x（２） ∈ L ，根据定义 １ ．４ ．１知 L为凸集 ．

集合 L ＝ ｛x｜x＝ x（０） ＋ λd ，λ≥ ０｝称为射线 ，x（０）为射线的顶点 ．故射线为凸集 ．

运用定义 １ ．４ ．１不难验证下列命题 ：

设 S１ 和 S２ 为Rn中两个凸集 ，β是实数 ，则

（１） βS１ ＝ ｛βx｜x ∈ S１ ｝为凸集 ；

（２） S１ ∩ S２ 为凸集 ；

（３） S１ ＋ S２ ＝ ｛x（１） ＋ x（２） ｜x（１） ∈ S１ ，x（２） ∈ S２ ｝为凸集 ；

（４） S１ － S２ ＝ ｛x（１） － x（２） ｜x（１） ∈ S１ ，x（２） ∈ S２ ｝为凸集 ．

在凸集中 ，比较重要的特殊情形有凸锥和多面集 ．

定义 1 ．4 ．2 　设有集合 C 炒 Rn
，若对 C中每一点 x ，当 λ取任何非负数时 ，都有λx ∈ C ，

则称 C为锥 ，又若 C为凸集 ，则称 C为凸锥 ．

例 1 ．4 ．4 　向量集 α
（１）

，α
（２）

，⋯ ，α
（k）的所有非负线性组合构成的集合

∑
k

i ＝ １

λiα
（ i）

λi ≥ ０ ，i ＝ １ ，⋯ ，k

为凸锥 ．

定义 1 ．4 ．3 　有限个半空间的交
｛x | Ax ≤ b｝

称为多面集 ，其中 A为 m × n矩阵 ，b为 m维向量 ．

例 1 ．4 ．5 　集合
S ＝ x x１ ＋ ２ x２ ≤ ４ ，x１ － x２ ≤ １ ，x１ ≥ ０ ，x２ ≥ ０

图 　 １ ．４ ．２

为多面集 ．其几何表示如图 １ ．４ ．２画斜线部分 ．

在多面集的表达式中 ，若 b ＝ 0 ，则多面集

｛x｜Ax ≤ 0｝也是凸锥 ，称为多面锥 ．

在有关凸集的理论及应用中 ，极点和极方向

的概念有着重要作用 ．

定义 1 ．4 ．4 　设 S为非空凸集 ，x ∈ S ，若 x不
能表示成 S 中两个不同点的凸组合 ；换言之 ，若假

设 x＝ λx（１）
＋ （１ － λ）x（２） （λ∈ （０ ，１）） ，x（１） ，x（２） ∈ S ，

必推得 x＝ x（１） ＝ x（２） ，则称 x是凸集 S 的极点 ．

按此定义 ，图 １ ．４ ．３ 中 ，图（a）中多边形的顶点 x（１） ，x（２） ，x（３） ，x（４）和 x（５）是极点 ，而

x（６）和 x（７）不是极点 ．图（b）中圆周上的点均为极点 ．

由图 １ ．４ ．３可以看出 ，在给定的两个凸集中 ，任何一点都能表示成极点的凸组合 ．这
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图 　 １ ．４ ．３

个论断对于紧凸集总是正确的 ，但是对于无界集并不成立 ．为处理无界集 ，需引入极方向

的概念 ．

定义 1 ．4 ．5 　设 S为Rn中的闭凸集 ，d为非零向量 ，如果对 S中的每一个 x ，都有射线

｛x ＋ λd | λ ≥ ０｝ 炒 S ，

则称向量 d为 S 的方向 ．又设 d（１）和 d（２）是 S的两个方向 ，若对任何正数 λ ，有 d（１） ≠ λd（２）
，

则称 d（１）和 d（２）是两个不同的方向 ．若 S的方向 d不能表示成该集合的两个不同方向的正
的线性组合 ，则称 d为 S 的极方向 ．

显然 ，有界集不存在方向 ，因而也不存在极方向 ．对于无界集才有方向的概念 ．

图 　 １ ．４ ．４

例 1 ．4 ．6 　对于集合 S ＝ （x１ ，x２ ） | x２ ≥ | x１ | ，凡是

与向量（０ ，１）
T 夹角小于或等于 ４５°的向量 ，都是它的方向 ．

其中（１ ，１）
T 和（ － １ ，１）

T 是 S的两个极方向 ．S的其他方向
都能表示成这两个极方向的正线性组合 ．如图 １ ．４ ．４所示 ．

例 1 ．4 ．7 　设 S ＝ ｛x | Ax ＝ b ，x ≥ 0｝为非空集合 ，

d是非零向量 ．证明 d为 S 的方向的充要条件是 d ≥ 0且
Ad ＝ 0 ．

证明 　按照定义 ，d为 S 的方向的充要条件是 ：对每一个 x∈ S ，有

｛x ＋ λd | λ ≥ ０｝ 炒 S ． （１ ．４ ．１）

根据集合 S的定义 ，（１ ．４ ．１）式即

A（x ＋ λd） ＝ b ， （１ ．４ ．２）

x ＋ λd ≥ 0 ． （１ ．４ ．３）

　 　由于 Ax＝ b ，x ≥ 0及 λ可取任意非负数 ，因此由（１ ．４ ．２）式和（１ ．４ ．３）式知 Ad＝ 0及
d ≥ 0 ．

下面给出多面集的一个重要性质 ，这就是所谓的表示定理 ．

定理 1 ．4 ．1（表示定理） 　设 S ＝ ｛x | Ax ＝ b ，x ≥ 0｝为非空多面集 ，则有 ：

（１）极点集非空 ，且存在有限个极点 x（１） ，⋯ ，x（k） ．

（２）极方向集合为空集的充要条件是 S 有界 ．若 S 无界 ，则存在有限个极方向
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d（１） ，⋯ ，d（ l） ．

（３） x ∈ S的充要条件是 ：

x ＝ ∑
k

j ＝ １

λj x（ j）
＋ ∑

l

j ＝ １

μj d（ j）
， （１ ．４ ．４）

∑
k

j ＝ １

λj ＝ １ ，

λj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，k ，

μj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l ．
　 　关于上述定理的证明可参见文献［４］ ．

1 ．4 ．2 　凸集分离定理
凸集的另一个重要性质是分离定理 ．在最优化理论中 ，有些重要结论可用凸集分离定

理来证明 ．

所谓集合的分离 ，是指对于两个集合 S１ 和 S２ ，存在一个超平面 H ，使 S１ 在 H 的一
边 ，S２ 在 H的另一边 ．如果超平面的方程为 pT x ＝ α ，那么对位于 H 某一边的点 x ，必有

pT x≥ α ，而对位于 H另一边的点 x ，必有 pT x ≤ α ．

定义 1 ．4 ．6 　设 S１ 和 S２ 是Rn中两个非空集合 ，H ＝ ｛x｜pT x ＝ α｝为超平面 ．如果对每

个 x ∈ S１ ，都有 pT x ≥ α ，对于每个 x ∈ S２ ，都有 pT x ≤ α（或情形恰好相反） ，则称超平面 H
分离集合 S1 和 S2 ．

为给后面证明凸集分离定理做好准备 ，我们先给出闭凸集的一个显然的性质 ．

定理 1 ．4 ．2 　设 S为Rn中的闭凸集 ，y 臭 S ，则存在惟一的点 珔x ∈ S ，使得

‖ y － 珔x ‖ ＝ inf
x ∈ S

‖ y － x ‖ ．

　 　证明 　令

inf
x ∈ S

‖ y － x ‖ ＝ r ＞ ０ ．

由下确界的定义可知 ，存在序列｛x（k） ｝ ，x（k） ∈ S ，使得 ‖ y － x（k） ‖ → r ．先证｛x（k） ｝存在极限
珔x ∈ S ．为此只需证明｛x（k） ｝为 Cauchy 序列 ．根据平行四边形定律（对角线的平方和等于一

组邻边平方和的二倍）有

　 　 　 　 ‖ x（k） － x（m） ‖ ２
＝ ２ ‖ x（k） － y ‖ ２

＋ ２ ‖ x（m） － y ‖ ２
－ ４

x（k） ＋ x（m）
２

－ y
２

≤ ２ ‖ x（k） － y ‖ ２
＋ ２ ‖ x（m） － y ‖ ２

－ ４ r２ ．

由此可知 ，当 k和 m充分大时 ，‖ x（k） － x（m） ‖充分接近零 ．因此｛x（k） ｝为 Cauchy 序列 ，必

存在极限 珔x ，又因为 S为闭集 ，所以 珔x ∈ S ．

再证惟一性 ．设存在 x^ ∈ S ，使

‖ y － 珔x ‖ ＝ ‖ y － x^ ‖ ＝ r ， （１ ．４ ．５）
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由于 S为凸集 ，珔x ，^x ∈ S ，因此（珔x ＋ x^）／２ ∈ S ，根据 Schwartz不等式得出
‖ y － （珔x ＋ x^）／２ ‖ ≤

１
２
‖ y － 珔x ‖ ＋

１
２
‖ y － x^ ‖ ＝ r ， （１ ．４ ．６）

由 r的定义及（１ ．４ ．６）式可知

y －
珔x ＋ x^
２

＝
１
２
‖ y － 珔x ‖ ＋

１
２
‖ y － x^ ‖ ，

此式表明

y － 珔x ＝ λ（y － x^） ， （１ ．４ ．７）

因此有

‖ y － 珔x ‖ ＝ | λ | ‖ y － x^ ‖ ． （１ ．４ ．８）

考虑到（１ ．４ ．５）式 ，可知｜λ｜＝ １ ．若 λ＝ － １ ，则由（１ ．４ ．７）式可推出 y ∈ S ，与假设矛盾 ，所以

λ≠ － １ ，故 λ＝ １ ．从而由（１ ．４ ．７）式得到 珔x ＝ x^ ．

下面利用定理 １ ．４ ．２证明点与凸集分离定理 ．为此先给出点与闭凸集分离的一种表

达式 ．

设 S为闭凸集 ，y 臭 S ，H ＝ ｛x｜pT x ＝ α｝为超平面 ．根据定义 １ ．４ ．６ ，H 分离点 y 与集
合 S 意味着 ，若 pT y ＞ α ，则 pT x ≤ α ，橙 x ∈ S ．令 pT y － α＝ ε ，于是 y与 S 的分离可表示为

pT y ≥ ε ＋ pT x ，　 　 橙 x ∈ S ．

　 　定理 1 ．4 ．3 　设 S是Rn中的非空闭凸集 ，y 臭 S ，则存在非零向量 p及数 ε＞ ０ ，使得对

每个点 x ∈ S ，成立 pT y ≥ ε＋ pT x ．

证明 　由于 S为闭凸集 ，y 臭 S ，则由定理 １ ．４ ．２知 ，存在 珔x ∈ S ，使

‖ y － 珔x ‖ ＝ inf
x ∈ S

‖ y － x ‖ ． （１ ．４ ．９）

令 p＝ y － 珔x ，ε＝ pT
（y － 珔x） ．下面证明 ，这样确定 p和 ε后 ，对每一点 x ∈ S ，必然满足

pT y ≥ ε＋ pT x ，即 pT
（y － x） ≥ ε ．

　 　由于

pT
（y － x） ＝ pT

（y － 珔x ＋ 珔x － x）
＝ pT

（y － 珔x） ＋ pT
（珔x － x）

＝ ε ＋ （y － 珔x）T （珔x － x） ． （１ ．４ ．１０）

因此需证明（y － 珔x）T （珔x － x） ≥ ０ ．

在 珔x与 x连线上取一点 λx ＋ （１ － λ）珔x ，则

‖ y － 珔x ‖ ２
≤ ‖ y － ［λx ＋ （１ － λ）珔x］ ‖ ２

＝ ‖ （y － 珔x） ＋ λ（珔x － x） ‖ ２

＝ ‖ y － 珔x ‖ ２
＋ λ

２
‖ 珔x － x ‖ ２

＋ ２λ（y － 珔x）T （珔x － x） ，

由此可知

（y － 珔x）T
（珔x － x） ＋

λ
２
‖ 珔x － x ‖ ２

≥ ０ ． （１ ．４ ．１１）
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令 λ→ ０ ，则由（１ ．４ ．１１）式得出

（y － 珔x）T
（珔x － x） ≥ ０ ， （１ ．４ ．１２）

由（１ ．４ ．１０）式和（１ ．４ ．１２）式知 pT
（y － x） ≥ ε ，即

pT y ≥ ε ＋ pT x ，　 　 橙 x ∈ S ．

　 　定理 １ ．４ ．３表明 ，当 S为闭凸集 ，y 臭 S时 ，y与 S 是可分离的 ．显然 ，当 S为非空凸
集 ，不一定为闭集 ，y 臭 cl S时 ，定理结论也是成立的 ．这里 cl S表示集合 S 的闭包（由 S的
内点和边界点组成的集合） ．进而可以证明 ，当 S为非空凸集 ，y ∈ 抄 S（抄 S表示 S 的边界）

时 ，下列定理成立 ．

定理 1 ．4 ．4 　设 S是Rn中一个非空凸集 ，y ∈ 抄 y ，则存在非零向量 p ，使得对每一点

x ∈ cl S ，有 pT y ≥ pT x成立 ．

证明 　由于 y ∈ 抄S ，则存在序列｛y（k） ｝ ，y（k） 臭 cl S ，使得 y（k） → y ．对于每一点 y（k） ，由定

理 １ ．４ ．３可知 ，存在单位向量 p（k）
，使得对每个点 x ∈ cl S ，有 p（k） T y（k） ＞ p（k） T x成立 ．由于

序列｛p（k）
｝有界 ，必存在收敛子序列｛p（k j ） ｝ ，其极限为单位向量 p ．对于该子序列当然成立

p（k j ） T y（k j ） ＞ p（k j ） T x ，橙 x ∈ cl S ．固定 x ∈ cl S ，令 kj → ∞ ，得到 pT y ≥ pT x ，橙 x∈ cl S ．

根据定理 １ ．４ ．３和定理 １ ．４ ．４可以得到下列推论 ．

推论 　设 S是Rn中的非空凸集 ，y 臭 S ，则存在非零向量 p ，使得对每一点 x ∈ cl S ，有

pT
（x － y） ≤ ０ ．

下面介绍关于两个非空凸集的分离定理 ．

定理 1 ．4 ．5 　设 S１ 和 S２ 是Rn中两个非空凸集 ，S１ ∩ S２ ＝ 碬 ，则存在非零向量 p ，使

inf｛pT x | x ∈ S１ ｝ ≥ sup｛pT x | x ∈ S２ ｝ ．

　 　证明 　令

S ＝ S２ － S１ ＝ ｛z | z ＝ x（２） － x（１） ，x（１） ∈ S１ ，x（２） ∈ S２ ｝ ，

由于 S１ 和 S２ 为非空凸集 ，因此 S是非空凸集 ．由于 S１ ∩ S２ ＝ 碬 ，则零元素 0 臭 S ．根据定

理 １ ．４ ．４的推论 ，存在非零向量 p ，使得对每一个 z ∈ S ，成立 pT z ≤ ０ ，即

pT x（１） ≥ pT x（２） ，　 　 橙 x（１） ∈ S１ ，　 　 x（２） ∈ S２ ．

　 　作为凸集分离定理的应用 ，下面介绍两个定理 ，Farkas 定理和 Gordan定理 ，它们在

最优化理论中是很有用的 ．

定理 1 ．4 ．6（Farkas定理） 　设 A为 m × n矩阵 ，c为 n维向量 ，则 Ax≤ 0 ，cT x＞ ０有解

的充要条件是 AT y ＝ c ，y ≥ 0无解 ．

证明 　先证必要性 ．设 Ax ≤ 0 ，cT x＞ ０有解 ，即存在 珔x ，使 A珔x ≤ 0且 cT 珔x ＞ ０ ．现在证明

AT y ＝ c ，y ≥ 0无解 ．用反证法 ．设存在 y ≥ 0 ，使

AT y ＝ c ， （１ ．４ ．１３）

将（１ ．４ ．１３）式两端转置 ，并右乘 珔x ，得到

yT A珔x ＝ cT 珔x ． （１ ．４ ．１４）
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由于 y ≥ 0 ，A珔x ≤ 0 ，因此 yT A珔x ≤ ０ ，从而由（１ ．４ ．１４）式得到 cT 珔x ≤ ０ ，与 cT 珔x＞ ０的假设矛盾 ．

再证充分性 ．设 AT y ＝ c ，y ≥ 0无解 ，证明 Ax ≤ 0 ，cT x＞ ０有解 ．令

S ＝ ｛z | z ＝ AT y ，y ≥ 0｝ ，

则 S为闭凸集 ．由假设 c 臭 S ，根据定理 １ ．４ ．３ ，存在非零向量 x及数 ε ＞ ０ ，使得对每一点

z ∈ S ，有

xT c ≥ ε ＋ xT z ． （１ ．４ ．１５）

由于 ε＞ ０ ，根据（１ ．４ ．１５）式 ，必有

xT c ＞ xT z ，
上式两端转置 ，并考虑到集合 S的定义 ，有

cT x ＞ yT Ax ． （１ ．４ ．１６）

在（１ ．４ ．１６）式中 ，令 y ＝ 0 ，得出

cT x ＞ ０ ． （１ ．４ ．１７）

由于 cT x为某个确定的数 ，y ≥ 0 ，y的分量可取得任意大 ，因此由（１ ．４ ．１６）式又可得出

Ax ≤ 0 ． （１ ．４ ．１８）

由（１ ．４ ．１７）式和（１ ．４ ．１８）式知非零向量 x是 Ax ≤ 0 ，cT x＞ ０的解 ．

定理 1 ．4 ．7（Gordan定理） 　设 A为 m × n矩阵 ，那么 ，Ax＜ 0有解的充要条件是不存
在非零向量 y ≥ 0 ，使 AT y ＝ 0 ．

证明 　先证必要性 ．设 Ax＜ 0 有解 ，即存在 珔x ，使 A珔x ＜ 0 ，下面证明不存在非零向量

y ≥ 0 ，使 AT y ＝ 0 ．设某个非零向量 y使 AT y ＝ 0 ，即

yT A ＝ 0 ．

上式两端右乘 珔x ，得到

yT A珔x ＝ ０ ． （１ ．４ ．１９）

在（１ ．４ ．１９）式中 ，由假设 A珔x ＜ 0 ，因此 y的诸分量不可能全为非负数 ，即 y ≥／ 0 ．

再证充分性 ．设不存在非零向量 y ≥ 0 ，使 AT y ＝ 0 ，来证明 Ax＜ 0有解 ．我们来证明它

的等价命题 ，即证若 Ax＜ 0无解 ，则存在非零向量 y ≥ 0使 AT y ＝ 0 ．设 Ax＜ 0无解 ．令

S１ ＝ ｛z | z ＝ Ax ，x ∈ Rn
｝ ，

以及

S２ ＝ ｛z | z ＜ 0｝ ．

　 　由于 Ax＜ 0 无解 ，因此 S１ ∩ S２ ＝ 碬 ．根据定理 １ ．４ ．５ ，存在非零向量 y ，使得对所有

x ∈ Rn及 z ∈ S２ ，有

yT Ax ≥ yT z ． （１ ．４ ．２０）

特别地 ，当 x＝ 0时有
yT z ≤ ０ ． （１ ．４ ．２１）

由于 z ＜ 0 ，它的分量可取任何负数 ，因此由（１ ．４ ．２１）式知
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y ≥ 0 ， （１ ．４ ．２２）

在（１ ．４ ．２０）式中 ，令 z → 0 ，得到对每个 x ∈ Rn均有

yT Ax ≥ ０ ． （１ ．４ ．２３）

令 x＝ － AT y ，代入（１ ．４ ．２３）式 ，则 － ‖ AT y ‖ ≥ ０ ，因此

AT y ＝ 0 ， （１ ．４ ．２４）

由（１ ．４ ．２２）式和（１ ．４ ．２４）式可知存在非零向量 y ≥ 0 ，使 AT y ＝ 0 ．

1 ．4 ．3 　凸函数
定义 1 ．4 ．7 　设 S为Rn中的非空凸集 ，f 是定义在 S上的实函数 ．如果对任意的 x（１） ，

x（２） ∈ S及每个数 λ ∈ （０ ，１） ，都有

f （λx（１）
＋ （１ － λ）x（２） ） ≤ λf （x（１） ） ＋ （１ － λ） f （x（２） ） ，

则称 f 为 S 上的凸函数 ．

如果对任意互不相同的 x（１） ，x（２） ∈ S ，及每一个数 λ∈ （０ ，１） ，都有

f （λx（１）
＋ （１ － λ）x（２） ） ＜ λf （x（１） ） ＋ （１ － λ） f （x（２） ） ，

则称 f 为 S 上的严格凸函数 ．

如果 － f 为 S 上的凸函数 ，则称 f 为 S 上的凹函数 ．

凸函数的几何解释如图 １ ．４ ．５ （a）所示 ．设 x（１）和 x（２）是凸集上任意两点 ，λx（１）
＋

（１ － λ）x（２）是这两点连线上的一点 ，则在 λx（１）
＋ （１ － λ） x（２） 处的函数值 f （λx（１）

＋

（１ － λ）x（２） ）不大于 f （x（１） ）和 f （x（２） ）的加权平均值 λ f （x（１） ） ＋ （１ － λ） f （x（２） ） ．用几何语

言 ，就是连接函数曲线上任意两点的弦不在曲线的下方 ．图 １ ．４ ．５（b）所示为凹函数 ．

图 　 １ ．４ ．５

例 1 ．4 ．8 　一元函数 f （x）＝ ｜x｜是R１上的凸函数 ．

解 　对任意的 x（１）
，x（２）

∈ R１及每个数 λ∈ （０ ，１） ，均有

f （λx （１）
＋ （１ － λ）x（２）

） ＝ | λx （１）
＋ （１ － λ）x（２） |

≤ λ | x（１） | ＋ （１ － λ） | x（２） |
＝ λf （x（１）

） ＋ （１ － λ） f （x（２）
） ，

因此 ，由定义 １ ．４ ．７知 ，f （x）＝ ｜x｜为凸函数 ．
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利用凸函数的定义不难验证下面的一些性质 ．

定理 1 ．4 ．8 　设 f 是定义在凸集 S 上的凸函数 ，实数 λ≥ ０ ，则 λ f 也是定义在 S 上的
凸函数 ．

定理 1 ．4 ．9 　设 f１ 和 f２ 是定义在凸集 S上的凸函数 ，则 f１ ＋ f２ 也是定义在 S上的
凸函数 ．

推论 　 设 f１ ，f２ ，⋯ ，f k 是定义在凸集 S 上的凸函数 ，实数 λ１ ，λ２ ，⋯ ，λk ≥ ０ ，则

∑
k

i ＝ １

λi f i 也是定义在 S上的凸函数 ．

定理 1 ．4 ．10 　设 S是Rn中一个非空凸集 ，f 是定义在 S 上的凸函数 ，α是一个实数 ，

则水平集 Sα ＝ ｛x｜x ∈ S ，f （x） ≤ α｝是凸集 ．

证明 　对于任意的 x（１） ，x（２） ∈ Sα ，根据 Sα 的定义 ，有 f （x（１） ） ≤ α ，f （x（２） ） ≤ α ．由于 S
为凸集 ，因此对每个数 λ∈ ［０ ，１］ ，必有

λx（１）
＋ （１ － λ）x（２） ∈ S ．

又由于 f （x）是 S上的凸函数 ，则有

f （λx（１）
＋ （１ － λ）x（２） ） ≤ λf （x（１） ） ＋ （１ － λ） f （x（２） ）

≤ λα ＋ （１ － λ）α ＝ α ，

因此 λx（１）
＋ （１ － λ）x（２） ∈ Sα ，故 Sα 为凸集 ．

关于凸函数的连续性 ，有下列结论 ．

定理 1 ．4 ．11 　设 S是Rn中一个凸集 ，f 是定义在 S 上的凸函数 ，则 f 在 S 的内部
连续 ．

关于上述定理的证明及对凸函数连续性的进一步研究 ，可参见文献［１ ，２ ，５］ ．

下面简单介绍凸函数的方向导数 ．为此先给出一般函数的方向导数的概念 ．

定义 1 ．4 ．8 　设 S是Rn中一个集合 ，f 是定义在 S 上的实函数 ，珔x ∈ int S ，d是非零向
量 ，f 在 珔x处沿方向 d的方向导数 D f （珔x ；d）定义为下列极限 ：

D f （珔x ；d） ＝ lim
λ→ ０

f （珔x ＋ λd） － f （珔x）
λ

， （１ ．４ ．２５）

这里假设上述极限存在 ．定义中所用 int S表示集合 S 的内部 ．

f 在 珔x处沿方向 d的右侧导数定义为

D＋ f （珔x ；d） ＝ lim
λ→ ０

＋

f （珔x ＋ λd） － f （珔x）
λ

，

假设上述极限存在 ．

f 在 珔x处沿方向 d的左侧导数定义为

D － f （珔x ；d） ＝ lim
λ→ ０

－

f （珔x ＋ λd） － f （珔x）
λ

，

这里也假设上述极限存在 ．
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根据以上定义 ，显然有

－ D＋ f （珔x ；－ d） ＝ D － f （珔x ；d） ． （１ ．４ ．２６）

一般来说 ，D ＋ f （珔x ；d）与 D － f （珔x ；d）不一定相等 ．如果对某个 珔x及方向 d有
D＋ f （珔x ；d） ＝ D － f （珔x ；d） ，

则存在（１ ．４ ．２５）式所定义的方向导数 ．

在（１ ．４ ．２５）式中 ，若方向 d＝ （０ ，⋯ ，０ ，１ ，０ ，⋯ ，０）
T
，其中第 j 个分量是 １ ，其余 n － １

个分量全是零 ，则 f 在 珔x处沿方向 d的方向导数正好等于 f 对 x j 的偏导数 ，即

D f （珔x ；d） ＝
抄 f （珔x）
抄 xj

．

　 　如果 f 在 珔x可微 ，则 f 在 珔x处沿任何方向 d的方向导数是有限的 ，并由下式给定［２］
：

D f （珔x ；d） ＝ dT Δ f （珔x） ， （１ ．４ ．２７）

其中Δ f （珔x）是 f 在 珔x的梯度 ．

下面给出关于凸函数的方向导数的一个定理 ，其中允许极限值取为 ＋ ∞或 － ∞ ．

定理 1 ．4 ．12 　设 f是一个凸函数 ，x ∈ Rn
，在 x处 f （x）取有限值 ，则 f 在 x处沿任何

方向 d的右侧导数及左侧导数都存在 ．

证明 　令 λ２ ＞ λ１ ＞ ０ ，由于 f 为凸函数 ，则有

f （x ＋ λ１ d） ＝ f λ１

λ２
（x ＋ λ２ d） ＋ １ －

λ１

λ２
x ≤

λ１

λ２
f （x ＋ λ２ d） ＋ １ －

λ１

λ２
f （x） ．

将 f （x）移到不等号左端 ，两端除以 λ１ ，得到

f （x ＋ λ１ d） － f （x）
λ１

≤
f （x ＋ λ２ d） － f （x）

λ２
，

由此可知 ，差商

f （x ＋ λd） － f （x）
λ

是 λ＞ ０的非减函数 ，因此极限存在 ，并且

lim
λ→ ０

＋

f （x ＋ λd） － f （x）
λ

＝ inf
λ＞ ０

f （x ＋ λd） － f （x）
λ

，

从而 D ＋ f （x ；d）必存在 ．这里 D ＋ f （x ；d）有可能不是有限值 ．

由于 D ＋ f （x ；d）对任何方向 d都存在 ，因此由（１ ．４ ．２６）式即知 D － f （x ；d）也存在 ．

凸函数的根本重要性在于下面的基本性质 ．

定理 1 ．4 ．13 　设 S是Rn中非空凸集 ，f 是定义在 S 上的凸函数 ，则 f 在 S 上的局部
极小点是全局极小点 ，且极小点的集合为凸集 ．

证明 　设 珔x是 f 在 S上的局部极小点 ，即存在 珔x的 ε＞ ０邻域 Nε （珔x） ，使得对每一点

x ∈ S ∩ Nε （珔x） ，成立 f （x） ≥ f （珔x） ．

假设 珔x不是全局极小点 ，则存在 x^ ∈ S ，使 f （x^）＜ f （珔x） ．由于 S是凸集 ，因此对每一个
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数 λ∈ ［０ ，１］ ，有 λ^x ＋ （１ － λ）珔x ∈ S ．由于 x^与 珔x是不同的两点 ，可取 λ∈ （０ ，１） ．又由于 f 是
S 上的凸函数 ，因此有

f （λ^x ＋ （１ － λ）珔x） ≤ λf （x^） ＋ （１ － λ） f （珔x）
＜ λf （珔x） ＋ （１ － λ） f （珔x）
＝ f （珔x） ．

当 λ取得充分小时 ，可使

λ^x ＋ （１ － λ）珔x ∈ S ∩ Nε （珔x） ，

这与 珔x为局部极小点矛盾 ．故 珔x是 f 在 S 上的全局极小点 ．

由以上证明可知 ，f 在 S 上的极小值也是它在 S 上的最小值 ．设极小值为 α ，则极小

点的集合可以写作

Γα ＝ ｛x | x ∈ S ， f （x） ≤ α｝ ，

根据定理 １ ．４ ．１０ ，Γα 为凸集 ．

1 ．4 ．4 　凸函数的判别
利用凸函数的定义及有关性质可以判别一个函数是否为凸函数 ，但有时计算比较复

杂 ，使用很不方便 ，因此需要进一步研究凸函数的判别问题 ．

定理 1 ．4 ．14 　设 S是Rn中非空开凸集 ，f （x）是定义在 S上的可微函数 ，则 f （x）为凸
函数的充要条件是对任意两点 x（１） ，x（２） ∈ S ，都有

f （x（２） ） ≥ f （x（１） ） ＋ Δ f （x（１） ）T （x（２） － x（１） ） ，

而 f （x）为严格凸函数的充要条件是对任意的互不相同的 x（１） ，x（２） ∈ S ，成立

f （x（２） ） ＞ f （x（１） ） ＋ Δ f （x（１） ）T （x（２） － x（１） ） ．

　 　证明 　先证必要性 ．设 f （x）为凸函数 ．根据凸函数的定义 ，对任意的 x（１） ，x（２） ∈ S及
每个数 λ ∈ （０ ，１） ，有

f （λx（２）
＋ （１ － λ）x（１） ） ≤ λf （x（２） ） ＋ （１ － λ） f （x（１） ） ， （１ ．４ ．２８）

将（１ ．４ ．２８）式右端的 f （x（１） ）移至左端 ，两端除以 λ ，得到

f （λx（２）
＋ （１ － λ）x（１） ） － f （x（１） ）

λ
≤ f （x（２） ） － f （x（１） ） ． （１ ．４ ．２９）

令 λ→ ０
＋
，则由（１ ．４ ．２９）式的左端得到 f （x）在 x（１）处沿方向 x（２） － x（１）的右侧导数 ，即

D＋ f （x（１） ；x（２） － x（１） ） ＝ lim
λ→ ０

＋

f （x（１） ＋ λ（x（２） － x（１） ）） － f （x（１） ）
λ

，

从而得出

D＋ f （x（１） ；x（２） － x（１） ） ≤ f （x（２） ） － f （x（１） ） ． （１ ．４ ．３０）

由于 f （x）可微 ，根据（１ ．４ ．２７）式和（１ ．４ ．３０）式 ，则有

Δ f （x（１） ）T （x（２） － x（１） ） ≤ f （x（２） ） － f （x（１） ） ，
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即

f （x（２） ） ≥ f （x（１） ） ＋ Δ f （x（１） ）T （x（２） － x（１） ） ．

　 　再证充分性 ．设对任意的 x（１） ，x（２） ∈ S ，有

f （x（２） ） ≥ f （x（１） ） ＋ Δ f （x（１） ）T （x（２） － x（１） ） ．

令 y是 x（１）与 x（２）连线上某一点 ，即对某一个 λ∈ （０ ，１） ，有

y ＝ λx（２）
＋ （１ － λ）x（１） ． （１ ．４ ．３１）

由于 S为凸集 ，则 y ∈ S ，根据假设 ，对于点 x（１） ，x（２） ，y ∈ S ，下列两式成立 ：

f （x（１） ） ≥ f （y） ＋ Δ f （y）T （x（１） － y） ， （１ ．４ ．３２）

f （x（２） ） ≥ f （y） ＋ Δ f （y）T （x（２） － y） ， （１ ．４ ．３３）

用（１ － λ）乘（１ ．４ ．３２）式两端 ，并用 λ乘（１ ．４ ．３３）式两端 ，再把得到的两个不等式相加 ，则

（１ － λ） f （x（１） ） ＋ λf （x（２） ） ≥ f （y） ＋ Δ f （y）T
［（１ － λ）（x（１） － y） ＋ λ（x（２） － y）］

＝ f （y） ＋ Δ f （y）T
［λx（２）

＋ （１ － λ）x（１） － y］
＝ f （y） ，

即

f （y） ≤ λf （x（２） ） ＋ （１ － λ） f （x（１） ） ．

注意到（１ ．４ ．３１）式 ，上式即

f （λx（２）
＋ （１ － λ）x（１） ） ≤ λf （x（２） ） ＋ （１ － λ） f （x（１） ） ，

由凸函数的定义可知 f （x）是凸函数 ．

关于定理 １ ．４ ．１４的后半部 ，严格凸函数充分条件的证明与上面的证明类似 ，这里不

再重复 ．现在证明严格凸函数的必要条件 ．

设 f （x）是严格凸函数 ，自然 f （x）也是凸函数 ．对于任意两个不同点 x（１） ，x（２） ∈ S ，我

们取一点 y ＝ １
２
（x（１） ＋ x（２） ） ，显然 y ∈ S ．根据本定理的前半部 ，必有

f （y） ≥ f （x（１） ） ＋ Δ f （x（１） ）T （y － x（１） ） ． （１ ．４ ．３４）

又根据严格凸函数的定义 ，有

f （y） ＝ f １
２
x（１） ＋

１
２
x（２） ＜

１
２
f （x（１） ） ＋

１
２
f （x（２） ） ． （１ ．４ ．３５）

由（１ ．４ ．３４）式和（１ ．４ ．３５）式得到

１
２
f （x（１） ） ＋

１
２
f （x（２） ） ＞ f （x（１） ） ＋ Δ f （x（１） ）T （y － x（１） ） ，

经整理得出

f （x（２） ） ＞ f （x（１） ） ＋ Δ f （x（１） ）T （x（２） － x（１） ） ．

　 　由定理的证明过程容易得出下列结论 ．

推论 　设 S是Rn中的凸集 ，珔x ∈ S ，f （x）是定义在Rn上的凸函数 ，且在点 珔x可微 ，则对

任意的 x ∈ S ，有
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f （x） ≥ f （珔x） ＋ Δ f （珔x）T
（x － 珔x） ．

　 　定理 １ ．４ ．１４给出可微函数为凸函数的一阶充要条件 ，它具有明显的几何意义 ，其几

何解释如图 １ ．４ ．６所示 ．

图 　 １ ．４ ．６

下面叙述并证明判别凸函数的二阶条件 ．

定理 1 ．4 ．15 　 设 S 是Rn中非空开凸集 ，

f （x）是定义在 S上的二次可微函数 ，则 f （x）为
凸函数的充要条件是在每一点 x ∈ S处 Hesse
矩阵半正定 ．

证明 　先证必要性 ．设 f （x）是 S上的凸函
数 ．对任一点 珔x ∈ S及每个 x ∈ Rn

，由于 S为开
集 ，必存在 δ＞ ０ ，使得当 λ ∈ ［ － δ ，δ］时 ，有 珔x ＋
λx ∈ S ．根据定理 １ ．４ ．１４ ，下式成立

f （珔x ＋ λx） ≥ f （珔x） ＋ λΔ f （珔x）T x ． （１ ．４ ．３６）

又由于 f （x）在点 珔x处二次可微 ，有

f （珔x ＋ λx） ＝ f （珔x） ＋ λΔ f （珔x）T x ＋ λ
２

２
xT Δ ２ f （珔x）x ＋ o（ ‖ λx ‖ ２

） ， （１ ．４ ．３７）

其中 ，Δ
２ f （珔x）是 f （x）在 珔x处的 Hesse矩阵 ．由（１ ．４ ．３６）和（１ ．４ ．３７）式可以得到

１
２
λ
２ xT Δ ２ f （珔x）x ＋ o（ ‖ λx ‖ ２

） ≥ ０ ，

上式两端除以 λ
２
，并令 λ→ ０ ，可知

xT Δ ２ f （珔x）x ≥ ０ ，

故Δ
２ f （珔x）是半正定的 ．

再证充分性 ．设 Hesse矩阵Δ
２ f （x）在每一点 x ∈ S处半正定 ．对任意的 珔x ，x∈ S ，依中

值定理有

f （x） ＝ f （珔x） ＋ Δ f （珔x）T （x － 珔x） ＋
１
２
（x － 珔x）T

Δ
２ f （x^）（x － 珔x） ， （１ ．４ ．３８）

其中 x^ ＝ λ珔x ＋ （１ － λ）x ，λ是（０ ，１）中某个数 ．由于 S是凸集 ，因此 x^ ∈ S ．根据假设Δ
２ f （x^）

半正定 ，必有

（x － 珔x）T
Δ

２ f （x^）（x － 珔x） ≥ ０ ． （１ ．４ ．３９）

由（１ ．４ ．３８）式和（１ ．４ ．３９）式可知

f （x） ≥ f （珔x） ＋ Δ f （珔x）T
（x － 珔x） ．

根据定理 １ ．４ ．１４ ，f （x）是 S上的凸函数 ．

我们还可以给出严格凸函数的判别条件 ．

定理 1 ．4 ．16 　设 S是Rn中非空开凸集 ，f （x）是定义在 S上的二次可微函数 ，如果在

每一点 x ∈ S ，Hesse矩阵正定 ，则 f （x）为严格凸函数 ．
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定理 １ ．４ ．１６的证明可仿照定理 １ ．４ ．１５ ．值得注意 ，逆定理并不成立 ．若 f （x）是定义
在 S上的严格凸函数 ，则在每一点 x∈ S处 ，Hesse矩阵是半正定的 ．

利用以上几个定理容易判别一个可微函数是否为凸函数 ，特别是对于二次函数 ，用上

述定理判别是很方便的 ．

例 1 ．4 ．9 　给定二次函数
f （x１ ，x２ ） ＝ ２ x２１ ＋ x２２ － ２ x１ x２ ＋ x１ ＋ １

＝
１
２
（x１ ，x２ ） 　 ４ － ２

－ ２ 　 ２

x１
x２

＋ x１ ＋ １ ．

由于在每一点（x１ ，x２ ）处

Δ
２ f （x） ＝

　 ４ － ２

－ ２ 　 ２

是正定的 ，因此 f （x）是严格凸函数 ．

1 ．4 ．5 　凸规划
我们考虑下列极小化问题 ：

　 　 　 　 　 　 　 min 　 f （x）
s ．t ．　 gi （x） ≥ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ，

　 　 　 hj （x）＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l ．
设 f （x）是凸函数 ，gi （x）是凹函数 ，hj （x）是线性函数 ．问题的可行域是

S ＝ ｛x | gi （x） ≥ ０ ，i ＝ １ ，⋯ ，m ；hj （x） ＝ ０ ，j ＝ １ ，⋯ ，l｝ ．

由于 gi （x）是凸函数 ，因此满足 gi （x） ≥ ０ ，即满足 － gi （x） ≤ ０的点的集合是凸集 ，根据凸

函数和凹函数的定义 ，线性函数 hj （x）既是凸函数也是凹函数 ，因此满足 hj （x）＝ ０的点的

集合也是凸集 ．S是 m ＋ l个凸集的交 ，因此也是凸集 ．这样 ，上述问题是求凸函数在凸集

上的极小点 ．这类问题称为凸规划 ．

值得注意 ，如果 hj （x）是非线性的凸函数 ，满足 hj （x）＝ ０的点的集合不是凸集 ，因此

问题就不属于凸规划 ．

凸规划是非线性规划中一种重要的特殊情形 ，它具有很好的性质 ，正如定理 １ ．４ ．１３

给出的结论 ，凸规划的局部极小点就是全局极小点 ，且极小点的集合是凸集 ．如果凸规划

的目标函数是严格凸函数 ，又存在极小点 ，那么它的极小点是惟一的 ．
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１ ．用定义验证下列各集合是凸集 ：

（１） S ＝ ｛（x１ ，x２ ）｜x１ ＋ ２ x２ ≥ １ ，x１ － x２ ≥ １｝ ；
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（２） S ＝ ｛（x１ ，x２ ）｜x２ ≥ ｜x１ ｜｝ ；

（３） S ＝ ｛（x１ ，x２ ）｜x２１ ＋ x２２ ≤ １０｝ ．

２ ．设 C 炒 Rp是一个凸集 ，p是正整数 ．证明下列集合 S是Rn中的凸集 ：

S ＝ ｛x | x ∈ Rn
，x ＝ Aρ ，ρ ∈ C｝ ，

其中 A是给定的 n × p实矩阵 ．

３ ．证明下列集合 S是凸集 ：

S ＝ ｛x | x ＝ Ay ，y ≥ 0｝ ，

其中 A是 n × m矩阵 ，x ∈ Rn
，y ∈ Rm

．

４ ．设 S是Rn中一个非空凸集 ．证明对每一个整数 k ≥ ２ ，若 x（１） ，x（２） ，⋯ ，x（k） ∈ S ，则

∑
k

i ＝ １

λix（ i）
∈ S ，

其中 λ１ ＋ λ２ ＋ ⋯ ＋ λk ＝ １（λi ≥ ０ ，i ＝ １ ，⋯ ，k） ．

５ ．设 A是 m × n矩阵 ，B是 l × n矩阵 ，c∈ Rn
，证明下列两个系统恰有一个有解 ：

系统 １ 　 Ax ≤ 0 ，Bx＝ 0 ，cT x＞ ０ ，对某些 x ∈ Rn
．

系统 ２ 　 AT y ＋ BT z ＝ c ，y ≥ 0 ，对某些 y ∈ Rm和 z ∈ Rl
．

６ ．设 A是 m × n矩阵 ，c∈ Rn
，则下列两个系统恰有一个有解 ：

系统 １ 　 Ax ≤ 0 ，x ≥ 0 ，cT x＞ ０ ，对某些 x ∈ Rn
．

系统 ２ 　 AT y ≥ c ，y ≥ 0 ，对某些 y ∈ Rm
．

７ ．证明 Ax≤ 0 ，cT x＞ ０有解 ．其中

A ＝
　 １ － ２ １

－ １ 　 １ １
，　 c ＝

２

１

０

．

　 　 ８ ．证明下列不等式组无解 ：

x１ ＋ ３ x２ ＜ ０ ，

３ x１ － x２ ＜ ０ ，

１７ x１ ＋ １１ x２ ＞ ０ ．

　 　 ９ ．判别下列函数是否为凸函数 ：

（１） f （x１ ，x２ ） ＝ x２１ － ２ x１ x２ ＋ x２２ ＋ x１ ＋ x２ ；

（２） f （x１ ，x２ ） ＝ x２１ － ４ x１ x２ ＋ x２２ ＋ x１ ＋ x２ ；

（３） f （x１ ，x２ ） ＝ （x１ － x２ ）２ ＋ ４ x１ x２ ＋ ex
１
＋ x

２ ；

（４） f （x１ ，x２ ） ＝ x１ e － （x
１
＋ x

２
）
；

（５） f （x１ ，x２ ，x３ ） ＝ x１ x２ ＋ ２ x２１ ＋ x２２ ＋ ２ x２３ － ６ x１ x３ ．

１０ ．设 f （x１ ，x２ ） ＝ １０ － ２（x２ － x２１ ）２ ，

S ＝ ｛（x１ ，x２ ） | － １１ ≤ x１ ≤ １ ，－ １ ≤ x２ ≤ １｝ ，
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f （x１ ，x２ ）是否为 S上的凸函数 ？

１１ ．证明 f （x）＝ １
２
xT Ax＋ bT x为严格凸函数的充要条件是 Hesse矩阵 A正定 ．

１２ ．设 f是定义在Rn上的凸函数 ，x（１） ，x（２） ，⋯ ，x（k）是Rn中的点 ，λ１ ，λ２ ，⋯ ，λk 是非负

数 ，且满足 λ１ ＋ λ２ ＋ ⋯ ＋ λk ＝ １ ，证明 ：

f （λ１ x（１） ＋ ⋯ ＋ λkx（k）
） ≤ λ１ f （x（１） ） ＋ ⋯ ＋ λk f （x（k） ） ．

　 　 １３ ．设 f 是Rn上的凸函数 ，证明 ：如果 f 在某点 x ∈ Rn处具有全局极大值 ，则对一切

点 x ∈ Rn
，f （x）为常数 ．

１４ ．设 f 是定义在Rn上的函数 ，如果对每一点 x ∈ Rn及正数 t均有 f （tx）＝ t f （x） ，则

称 f 为正齐次函数 ．证明Rn上的正齐次函数 f 为凸函数的充要条件是 ，对任何 x（１） ，

x（２） ∈ Rn
，有

f （x（１） ＋ x（２） ） ≤ f （x（１） ） ＋ f （x（２） ） ．

　 　 １５ ．设 S是Rn中非空凸集 ，f 是定义在 S 上的实函数 ．若对任意的 x（１） ，x（２） ∈ S及每
一个数 λ ∈ （０ ，１） ，均有

f （λx（１）
＋ （１ － λ）x（２） ） ≤ max｛ f （x（１） ） ，f （x（２） ）｝ ，

则称 f 为准凸函数 ．

试证明 ：若 f （x）是凸集 S上的准凸函数 ，珔x是 f （x）在 S上的严格局部极小点 ，则 珔x
也是 f （x）在 S上的严格全局极小点 ．

１６ ．设 S是Rn中一个非空开凸集 ，f 是定义在 S 上的可微实函数 ．如果对任意两点

x（１） ，x（２） ∈ S ，有（x（１） － x（２） ）T Δ f （x（２） ） ≥ ０ 蕴含 f （x（１） ） ≥ f （x（２） ） ，则称 f （x）是伪凸函数
（参见文献［１ ，２ ，６］） ．

试证明 ：若 f （x）是开凸集 S上的伪凸函数 ，且对某个 珔x ∈ S 有 Δ f （珔x） ＝ 0 ，则 珔x是
f （x）在 S上的全局极小点 ．
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第 2章 　线性规划的基本性质

线性规划是数学规划的一个重要分支 ．它在理论和算法上都比较成熟 ，在实践上有着

广泛的应用 ，不仅许多实际课题属于线性规划问题 ，而且运筹学其他分支中的一些问题也

可以转化为线性规划来计算 ，因此线性规划在最优化学科中占有重要地位 ．

本章介绍线性规划的基本性质 ，为下一章关于线性规划计算方法的介绍奠定基础 ，展

开思路 ．

2 ．1 　标准形式及图解法
2 ．1 ．1 　标准形式
　 　一般线性规划问题总可以写成下列标准形式 ：

min ∑
n

j ＝ １

cj x j

s ．t ． ∑
n

j ＝ １

αij x j ＝ bi ， i ＝ １ ，⋯ ，m ，

x j ≥ ０ ， j ＝ １ ，⋯ ，n ，

（２ ．１ ．１）

或用矩阵表示 ：

min cx
s ．t ． Ax ＝ b ，

x ≥ 0 ，

（２ ．１ ．２）

其中 A是 m × n矩阵 ，c是 n维行向量 ，b是 m维列向量 ．

为了计算的需要 ，一般假设 b≥ 0 ，即 b的每个分量是非负数 ．如果不是这样 ，可将方

程两端乘以（ － １） ，从而将右端化为非负 ．

在标准形式中 ，变量具有非负限制 ，这一点有一定的实际背景 ．数学模型是从物理问

题抽象出来的 ，对许多实际问题 ，变量表示某些物理量 ，且必须是非负的 ．若在数学模型

中 ．变量没有非负限制 ，可用变量替换的方法 ，引进非负限制 ．比如 ，若 xj 无非负限制 ，我

们可令 xj ＝ x′j － x″j ，其中 x′j ≥ ０ ，x″j ≥ ０ ，用非负变量 x′j和 x″j替换 x j ．

当变量有上下界 ，不符合标准形式的要求时 ，也可作变量替换 ．比如 ，当 xj ≥ lj 时 ，可



令 x′j ＝ xj － lj ，则取 x′j ≥ ０ ．当 xj ≤ uj 时 ，可令 x′j ＝ uj － x j ，则 x′j ≥ ０ ．

下一章用单纯形方法解线性规划问题时 ，必须用标准形式 ，如果给定的数学模型不是

标准形式时 ，就需要先化成标准形式 ，然后再运用单纯形方法 ．将非标准形式化成标准形

式比较简单 ．如给定问题为

min 　 c１ x１ ＋ c２ x２ ＋ ⋯ ＋ cn x n

s ．t ．　 a１１ x１ ＋ a１２ x２ ＋ ⋯ ＋ α１ n x n ≤ b１ ，

a２１ x１ ＋ a２２ x２ ＋ ⋯ ＋ α２ n x n ≤ b２ ，

　 ⋯

am１ x１ ＋ am２ x２ ＋ ⋯ ＋ αmn x n ≤ bm ，

x１ ，x２ ，⋯ ，xn ≥ ０ ． （２ ．１ ．３）

引进松弛变量 xn＋ １ ，⋯ ，xn ＋ m ，就可把（２ ．１ ．３）式化成下列标准形式 ：

min c１ x１ ＋ c２ x２ ＋ ⋯ ＋ cn x n

s ．t ． a１１ x１ ＋ ⋯ ＋ α１ n x n ＋ xn＋ １ 　 　 　 　 　 　 ＝ b１ ，

a２１ x１ ＋ ⋯ ＋ α２ n x n 　 　 　 ＋ xn＋ ２ 　 　 　 ＝ b２ ，

　 ⋯

am１ x１ ＋ ⋯ ＋ αmn x n 　 　 　 　 　 　 ＋ xn＋ m ＝ bm ，

　 　 　 xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，n ＋ m ．　 　 　 　 　 　 　 　 　

2 ．1 ．2 　图解法
对于某些比较简单的线性规划问题可用图解法求其最优解 ．

例 2 ．1 ．1 　求解下列线性规划问题 ：

min － x１ － ３ x２
s ．t ． 　 x１ ＋ x２ ≤ ６ ，

－ x１ ＋ ２ x２ ≤ ８ ，

　 x１ ，x２ ≥ ０ ．

　 　解 　这个问题的可行域如图 ２ ．１ ．１所示 ，它是平面上一个多边形 ，顶点是

（０ ，０） ，　 （６ ，０） ，　
４
３

，
１４
３

，　 （０ ，４） ．

目标函数等值线的方程是

－ x１ － ３ x２ ＝ α ． （２ ．１ ．４）

当 α取不同数值时得到不同的等值线 ．

等值线的法向量 n＝ （ － １ ，－ ３）
T
，它也是目标函数的梯度 ，指向目标函数增大的方

向 ．因此沿方向 n移动等值线时 ，线上各点目标函数值增大 ，而沿 － n方向移动等值线时 ，

目标函数值减小 ．为求极小点 ，沿 － n方向移动等值线 ，使它达到极限位置 ，即达到如若再
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移动就会出现等值线与可行域的交为空集的位置 ．用上述方法得到极小点（４／３ ，１４／３）
T
．

图 　 ２ ．１ ．１

2 ．2 　基 本 性 质
2 ．2 ．1 　可行域
　 　在线性规划中 ，约束条件均为线性等式及不等式 ，满足这些条件的点的集合是凸集 ．

定理 2 ．2 ．1 　线性规划的可行域是凸集 ．

2 ．2 ．2 　最优极点
观察例 ２ ．１ ．１可以发现 ，极小点（４／３ ，１４／３）

T 是可行域的一个极点 ．这一现象并非偶

然 ，线性规划如果存在最优解 ，那么最优值一定能够在某极点上达到 ，这是线性规划的一

般规律 ．

我们考虑线性规划的标准形式（２ ．１ ．２） ．

设可行域的极点为 x（１） ，x（２） ，⋯ ，x（k） ，极方向为 d（１） ，d（２） ，⋯ ，d（ l） ．根据定理 １ ．４ ．１ ，任

何可行点 x可以表示为

x ＝ ∑
k

j ＝ １

λj x（ j）
＋ ∑

l

j ＝ １

μj d（ j）
， （２ ．２ ．１）

∑
k

j ＝ １

λj ＝ １ ，

λj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，k ，

μj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l ．
把 x的表达式代入（２ ．１ ．２）式 ，得到以 λj ，μj 为变量的等价的线性规划 ：
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min ∑
k

j ＝ １

（cx（ j）
）λj ＋ ∑

l

j ＝ １

（cd（ j）
）μj

s ．t ． ∑
k

j ＝ １

λj ＝ １ ，

λj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，k ，

μj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l ．

（２ ．２ ．２）

　 　由于 μj ≥ ０ ，可以任意大 ，因此若对于某个 j 有 cd（ j）
＜ ０ ，则（cd（ j） ）μj ，随着 μj 的增大

而无限减小 ，从而目标函数值超向 － ∞ ．对于这种情形 ，我们称该问题是无界的 ，或称不存

在有限最优值 ．

如果对于所有 j ，有 cd（ j） ≥ ０ ，这时为极小化目标函数 ，令

μj ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l ， （２ ．２ ．３）

则线性规划（２ ．２ ．２）式简化成

min ∑
k

j ＝ １

（cx（ j）
）λj

s ．t ． ∑
k

j ＝ １

λj ＝ １ ，

λj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，k ，

（２ ．２ ．４）

在上述问题中 ，令

cx（ p）
＝ min

１ ≤ j ≤ k
cx（ j）

． （２ ．２ ．５）

显然 ，当

λp ＝ １ 　 及 　 λj ＝ ０ ，　 j ≠ p （２ ．２ ．６）

时 ，目标函数取极小值 ，即（２ ．２ ．３）式和（２ ．２ ．６）式是线性规划（２ ．２ ．２）的最优解 ．此时必有

cx ＝ ∑
k

j ＝ １

（cx（ j）
）λj ＋ ∑

l

j ＝ １

（cd（ j）
）μj ≥ ∑

k

j ＝ １

（cx（ j）
）λj

≥ ∑
k

j ＝ １

（cx（ p）
）λj ＝ cx（ p）

，

因此极点 x（ p）是线性规划（２ ．１ ．２）的最优解 ．

定理 2 ．2 ．2 　设线性规划（２ ．１ ．２）的可行域非空 ，则有下列结论 ：

（１）线性规划（２ ．１ ．２）存在有限最优解的充要条件是所有 cd（ j）为非负数 ．其中 d（ j）是
可行域的极方向 ．

（２）若线性规划（２ ．１ ．２）存在有限最优解 ，则目标函数的最优值可在某个极点上达到 ．

在本书中 ，以下把存在有限最优解均称为存在最优解 ，而把无界问题归入不存在最优

解的情形 ．
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2 ．2 ．3 　最优基本可行解
极点是个几何概念 ，有直观性强的优点 ，但不便于演算 ，因此需要研究极点的代数含

义 ．为此先给出基本可行解的概念 ．

在线性规划（２ ．１ ．２）中 ，设矩阵 A的秩为 m ，又假设 A ＝ ［B ，N］ ，其中 B是 m 阶可逆
矩阵 ．如果 A的前 m列是线性相关的 ，可以通过列调换 ，使前 m列成为线性无关的 ，因此

关于 B可逆的假设不失一般性 ．同时记作

x ＝
xB

xN
，

其中 xB 的分量与 B中的列对应 ，xN 的分量与 N的列对应 ．这样 ，可把 Ax＝ b写成

（B ，N） xB

xN
＝ b ，

即

BxB ＋ NxN ＝ b ． （２ ．２ ．７）

上式两端左乘 B－ １
，并移项 ，得到

xB ＝ B－１ b － B－１ NxN ， （２ ．２ ．８）

xN 的分量就是线性代数中所谓的自由未知量 ，它们取不同的值 ，就会得到方程组的不同

的解 ．特别地 ，令 xN ＝ 0 ，则得到解

x ＝
xB

xN
＝

B－１ b
　 0 ． （２ ．２ ．９）

　 　定义 2 ．2 ．1 　

x ＝
xB

xN
＝

B－１ b
　 0

称为方程组 Ax＝ b的一个基本解 ．B称为基矩阵 ．简称为基 ．xB 的各分量称为基变量 ，基

变量的全体 xB
１
，xB

２
，⋯ ，xBm称为一组基 ．xN 的各分量称为非基变量 ．又若 B－ １ b≥ 0 ，则称

x ＝
xB

xN
＝

B－１ b
　 0

为约束条件 Ax＝ b ，x≥ 0的基本可行解 ．相应地 ，称 B为可行基矩阵 ，xB
１
，xB

２
，⋯ ，xBm为

一组可行基 ．若 B－ １ b＞ 0 ，即基变量的取值均为正数 ，则称基本可行解是非退化的 ．如果满

足 B－ １ b≥ 0且至少有一个分量是零 ，则称基本可行解是退化的基本可行解 ．

例 2 ．2 ．1 　考虑下列不等式定义的多面集 ：

x１ ＋ ２ x２ ≤ ８ ，

　 　 x２ ≤ ２ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

（２ ．２ ．１０）
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　 　引进松弛变量 x３ ，x４ ，把（２ ．２ ．１０）式化成

x１ ＋ ２ x２ ＋ x３ 　 　 ＝ ８ ，

　 　 x２ 　 　 ＋ x４ ＝ ２ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，４ ．

（２ ．２ ．１１）

试求（２ ．２ ．１１）式的基本可行解 ．

解 　方程组的系数矩阵

A ＝ （p１ ，p２ ，p３ ，p４ ） ＝
１ ２ １ ０

０ １ ０ １
，

由于每确定一个基矩阵 B ，就能解得一个基本解 ，因此下面分别选择不同的基 B ，求出所

有基本解 ，再从中找出基本可行解 ．

令

B ＝ （p１ ，p２ ） ＝
１ ２

０ １
，

解得基本解

x（１） ＝ （x１ ，x２ ，x３ ，x４ ）T ＝ （４ ，２ ，０ ，０）
T
．

令

B ＝ （p１ ，p４ ） ＝
１ ０

０ １
，

解得基本解

x（２） ＝ （x１ ，x２ ，x３ ，x４ ）T ＝ （８ ，０ ，０ ，２）
T
．

令

B ＝ （p２ ，p３ ） ＝
２ １

１ ０
，

解得基本解

x（３） ＝ （x１ ，x２ ，x３ ，x４ ）T ＝ （０ ，２ ，４ ，０）
T
．

令

B ＝ （p２ ，p４ ） ＝
２ ０

１ １
，

解得基本解

x（４） ＝ （x１ ，x２ ，x３ ，x４ ）T
＝ （０ ，４ ，０ ，－ ２）

T
．

令

B ＝ （p３ ，p４ ） ＝
１ ０

０ １
，

解得基本解
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x（５） ＝ （x１ ，x２ ，x３ ，x４ ）T ＝ （０ ，０ ，８ ，２）
T
．

　 　以上对于所有的基都进行了计算 ，得到 ５个基本解 ，其中 x（１） ，x（２） ，x（３） ，x（５）是基本可
行解 ，x（４）则不是 ，因为 x（４）的第 ４个分量是负数 ．

由上例可以看出 ，由于基矩阵的个数有限 ，因此基本解只能存在有限个 ．当然 ，基本可

行解也只能存在有限个 ．一般地 ，当 A是 m × n矩阵 ，A的秩为 m时 ，基本可行解的个数不

会超过

n
m ＝

n ！
m ！（n － m） ！ ．

本例的可行域如图 ２ ．２ ．１所示 ．

图 　 ２ ．２ ．１

观察图 ２ ．２ ．１ ，可以发现 ，每个基本可行解

中 ，x１ 和 x２ 的取值恰好与可行域的极点相对
应 ．这种现象不是偶然的 ．对于线性规划

（２ ．１ ．２） ，基本可行解与可行域的极点之间总

存在着对应关系 ．

定理 2 ．2 ．3 　令 K ＝ ｛x｜Ax ＝ b ，x ≥ 0｝ ，A
是 m × n矩阵 ，A的秩为 m ，则 K 的极点集与
Ax ＝ b ，x ≥ 0的基本可行解集等价 ．

证明 　设 x是 K 的极点 ，下面证明 x必为
Ax＝ b ，x ≥ 0的基本可行解 ．

先证极点 x的正分量所对应的 A的列线性无关 ．不失一般性 ，可设

x ＝ （x１ ，x２ ，⋯ ，xs ，xs＋ １ ，⋯ ，xn ）
T
，

其中 xj ＞ ０（ j ＝ １ ，⋯ ，s） ；xj ＝ ０（ j ＝ s ＋ １ ，⋯ ，n） ．记作

A ＝ （p１ ，⋯ ，ps ，ps＋ １ ，⋯ ，pn ） ．

　 　现在用反证法证明正分量 x１ ，⋯ ，xs 所对应的列 p１ ，⋯ ，ps 线性无关 ．假设 p１ ，⋯ ，ps

线性相关 ，则存在不全为零的数 γ１ ，⋯ ，γs ，使

∑
s

j ＝ １

γj p j ＝ ０ ． （２ ．２ ．１２）

这里定义两点 x（１）和 x（２） ：

x（１）j ＝
xj ＋ λγ j ， j ＝ １ ，⋯ ，s ，
０ ， j ＝ s ＋ １ ，⋯ ，n ；

（２ ．２ ．１３）

x（２）j ＝
xj － λγ j ， j ＝ １ ，⋯ ，s ，
０ ， j ＝ s ＋ １ ，⋯ ，n ．

（２ ．２ ．１４）

由于 xj ＞ ０（ j ＝ １ ，⋯ ，s） ，因此可取足够小的正数 λ ，使得

x（１）
j ≥ ０ ，　 x（２）

j ≥ ０ ，　 　 j ＝ １ ，⋯ ，s ．
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由于

Ax（１）
＝ ∑

n

j ＝ １

x（１）
j p j ＝ ∑

s

j ＝ １

（xj ＋ λγ j ）pj

＝ ∑
s

j ＝ １

xj p j ＋ λ ∑
s

j ＝ １

γj p j ＝ b ，

同理 Ax（２） ＝ b ，因此当 λ充分小时 ，（２ ．２ ．１３）式和（２ ．２ ．１４）式所定义的 x（１）和 x（２）都是可
行点 ，并且 x（１） ≠ x（２） ．由 x（１）和 x（２）的定义可知

x ＝
１
２
x（１） ＋

１
２
x（２） ，

这与极点 x不能表示成两个不同点的凸组合相矛盾 ．因此 p１ ，⋯ ，ps 线性无关 ．

由于 A的秩为 m及 p１ ，⋯ ，ps 线性无关 ，因此 s ≤ m ，并且这个线性无关组可扩充为

基 ，记作

B ＝ （p１ ，p２ ，⋯ ，ps ，pB s＋ １ ，⋯ ，pB m ） ，

从而得到可逆矩阵 B ．

由于 n维向量
x ＝ （x１ ，⋯ ，xs ，０ ，⋯ ，０）

T

是 K 的极点 ，因此满足 Ax＝ b和 x ≥ 0 ，于是有

x１ p１ ＋ ⋯ ＋ xs p s ＋ ０ pBs＋ １ ＋ ⋯ ＋ ０ pBm ＝ b ，

即 BxB ＝ b ，且 xB ＝ B－ １ b≥ 0 ．记其余变量为 xN ，则

x ＝
xB

xN
＝

B－１ b
　 0

为基本可行解 ．

再设 x是 Ax ＝ b ，x ≥ 0的基本可行解 ，证明 x是 K 的极点 ．

　 　记

x ＝
xB

xN
＝

B－１ b
　 0 ≥ 0 ． （２ ．２ ．１５）

假设存在点 x（１） ，x（２） ∈ K 及某个数 λ ∈ （０ ，１） ，使得

x ＝ λx（１）
＋ （１ － λ）x（２） ， （２ ．２ ．１６）

记

x（１） ＝
x（１）B

x（１）N
，　 x（２） ＝

x（２）B

x（２）N
， （２ ．２ ．１７）

由（２ ．２ ．１５）式和（２ ．２ ．１７）式可把（２ ．２ ．１６）式写成
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B－１ b
　 0

＝ λ
x（１）B

x（１）N
＋ （１ － λ）

x（２）B

x（２）N
，

上式即

B－１ b ＝ λx（１）
B ＋ （１ － λ）x（２）B ， （２ ．２ ．１８）

0 ＝ λx（１）
N ＋ （１ － λ）x（２）N ． （２ ．２ ．１９）

由于 λ ，（１ － λ）＞ ０ ，x（１）N ≥ 0 ，x（２）N ≥ 0 ，由（２ ．２ ．１９）式得出 x（１）N ＝ 0 ，x（２）N ＝ 0 ．又由于 x（１）和 x（２）

都是可行点 ，因此 Ax（１）
＝ b ，Ax（２）

＝ b ，并可由此解出
x（１）B ＝ B－１ b － B－１ Nx（１）

N ＝ B－１ b ，
x（２）B ＝ B－１ b － B－１ Nx（２）

N ＝ B－１ b ，
这样 ，由（２ ．２ ．１６）式推得

x ＝ x（１） ＝ x（２） ＝
B－１ b
　 0

，

因此 x是 K 的极点 ．

现在 ，把定理 ２ ．２ ．２ 和定理 ２ ．２ ．３ 联系起来考虑 ．由定理 ２ ．２ ．２ 知 ，当线性规划

（２ ．１ ．２）存在最优解时 ，目标函数的最优值一定能在某个极点上达到 ．根据定理 ２ ．２ ．３ ，可

行域

K ＝ ｛x | Ax ＝ b ，x ≥ 0｝
的极点是基本可行解 ，反之亦然 ．因此 ，当线性规划（２ ．１ ．２）存在最优解时 ，则一定存在一

个基本可行解 ，它是最优解 ．这样 ，线性规划问题的求解 ，可归结为求最优基本可行解 ．这

一思想正是下一章要介绍的单纯形方法的基本出发点 ．

2 ．2 ．4 　基本可行解的存在问题
基本可行解是线性规划中一个基本概念 ．下面 ，研究在什么条件下存在基本可行解 ．

实际上 ，这个问题早已给出结论 ，定理 １ ．４ ．１中已经指出 ，若多面集

S ＝ ｛x | Ax ＝ b ，x ≥ 0｝
非空 ，则存在有限个极点 ．由于定理 １ ．４ ．１未加证明 ，因此这里再以另一种叙述方式提出

来 ，并给出证明 ．

定理 2 ．2 ．4 　如果 Ax＝ b ，x ≥ 0有可行解 ，则一定存在基本可行解 ．其中 A是 m × n
矩阵 ，A的秩为 m ．

证明 　我们将矩阵 A写作
A ＝ （p１ ，p２ ，⋯ ，pn ） ．

设 n维向量 x ＝ （x１ ，x２ ，⋯ ，xs ，０ ，⋯ ，０）
T 是一个可行解 ，其中 xj ＞ ０（ j ＝ １ ，⋯ ，s） ．
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若 x的 s个正分量对应的列 p１ ，⋯ ，ps 线性无关 ，那么这 s个 m 维向量可以扩充为
基 ，因此 x是一个基本可行解 ．否则 ，可通过下列步骤构造出一个基本可行解 ．

设 p１ ，⋯ ，ps 线性相关 ，则存在不全为零的数 γ１ ，⋯ ，γs （其中至少有一个正数） ，使

∑
s

j ＝ １

γj p j ＝ 0 ． （２ ．２ ．２０）

用下式定义一个点 x^ ，令

x^ j ＝ xj － λγ j ，

x^ j ＝ ０ ，
　
j ＝ １ ，⋯ ，s ，
j ＝ s ＋ １ ，⋯ ，n ，

（２ ．２ ．２１）

（２ ．２ ．２２）

由于｛γj｝中至少有一个正数 ，因此可令

λ ＝ min xj

γ j
γ j ＞ ０ ＝

xk

γk
， （２ ．２ ．２３）

这样 ，当 j ＝ １ ，⋯ ，s时 ，有

x^ j ＝ xj －
xk

γk
· γj ≥ ０ ． （２ ．２ ．２４）

特别地 ，有

x^k ＝ xk －
xk

γk
γk ＝ xk － xk ＝ ０ ， （２ ．２ ．２５）

把 x^代入 Ax ＝ b的左端 ，则

Ax^ ＝ ∑
n

j ＝ １

x^ j p j ＝ ∑
s

j ＝ １

xj －
xk

γk
γ j p j ＋ ∑

n

j ＝ s＋ １
０ · pj

＝ ∑
s

j ＝ １

xj p j －
xk

γk ∑
s

j ＝ １

γj p j ＝ b ． （２ ．２ ．２６）

由（２ ．２ ．２２）式 ，（２ ．２ ．２４）式和（２ ．２ ．２６）式知 ，^x是可行解 ．由（２ ．２ ．２２）式和（２ ．２ ．２５）式又

知 ，^x的正分量至少比 x少 １个 ．若 x^的正分量所对应的 A的列线性无关 ，则 x^为基本可
行解 ．否则 ，从 x^出发 ，重复以上步骤 ，直至获得一个基本可行解 ．

习 　 　题

１ ．用图解法解下列线性规划问题 ：

　 　 （１） min 　 ５ x１ － ６ x２
s ．t ．　 x１ ＋ ２ x２ ≤ １０ ，

２ x１ － x２ ≤ ５ ，

x１ － ４ x２ ≤ ４ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

（２） min 　 － x１ ＋ x２
s ．t ．　 ３ x１ － ７ x２ ≥ ８ ，

x１ － x２ ≤ ５ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．
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　 　 （３） min 　 １３ x１ ＋ ５ x２
s ．t ．　 ７ x１ ＋ ３ x２ ≥ １９ ，

１０ x１ ＋ ２ x２ ≤ １１ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

（４） max 　 － ２０ x１ ＋ １０ x２
s ．t ．　 　 　 x１ ＋ x２ ≥ １０ ，

－ １０ x１ ＋ x２ ≤ １０ ，

－ ５ x１ ＋ ５ x２ ≤ ２５ ，

　 　 x１ ＋ ４ x２ ≥ ２０ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

　 　 （５） min 　 － ３ x１ － ２ x２
s ．t ．　３ x１ ＋ ２ x２ ≤ ６ ，

　 x１ － ２ x２ ≤ １ ，

　 x１ ＋ x２ ≥ １ ，

－ x１ ＋ ２ x２ ≤ １ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

（６） max 　 ５ x１ ＋ ４ x２
s ．t ．　 － ２ x１ ＋ x２ ≥ － ４ ，

　 x１ ＋ ２ x２ ≤ ６ ，

　 ５ x１ ＋ ３ x２ ≤ １５ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

　 　 （７） max 　 ３ x１ ＋ x２
s ．t ．　 x１ － x２ ≥ ０ ，

x１ ＋ x２ ≤ ５ ，

６ x１ ＋ ２ x２ ≤ ２１ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

２ ．下列问题都存在最优解 ，试通过求基本可行解来确定各问题的最优解 ．

　 　 （１） max 　 ２ x１ ＋ ５ x２
s ．t ．　 x１ ＋ ２ x２ ＋ x３ 　 　 ＝ １６ ，

２ x１ ＋ x２ 　 　 ＋ x４ ＝ １２ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，４ ．

（２） min 　 － ２ x１ ＋ x２ ＋ x３ ＋ １０ x４
s ．t ．　 － x１ ＋ x２ ＋ x３ ＋ x４ ＝ ２０ ，

２ x１ － x２ 　 　 ＋ ２ x４ ＝ １０ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，４ ．

　 　 （３） min 　 x１ － x２
s ．t ．　 　 x１ ＋ x２ ＋ x３ ≤ ５ ，

－ x１ ＋ x２ ＋ ２ x３ ≤ ６ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

３ ．设 x（０） ＝ （x（０）
１ ，x（０）

２ ，⋯ ，x（０）n ）
T 是 Ax ＝ b的一个解 ，其中 A ＝ （p１ ，p２ ，⋯ ，pn ）是

m × n矩阵 ，A的秩为 m ．证明 x（０）是基本解的充要条件为 x（０）的非零分量 x（０）
i
１

，x（０）
i
２

，⋯ ，

x（０）
is ，对应的列 pi

１
，pi

２
，⋯ ，pis线性无关 ．

４ ．设 S ＝ ｛x｜Ax ≥ b｝ ，其中 A是 m × n矩阵 ，m ＞ n ，A的秩为 n ．证明 x（０）是 S的极点
的充要条件是 A和 b可作如下分解 ：

A ＝
A１

A２

，　 b ＝
b１
b２ ，

其中 A１ 有 n个行 ，且 A１ 的秩为 n ，b１ 是 n维列向量 ，使得 A１ x（０） ＝ b１ ，A２ x（０） ≥ b２ ．
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第 3章 　单纯形方法

这一章介绍线性规划问题的计算方法 ．

目前 ，应用最广的就是著名的单纯形方法 ．这种方法是 G ．B ．Dantzig［７］在 １９４７年提

出的 ，后来人们又进行一些改进 ，形成许多变种 ．几十年的实践证明 ，单纯形方法的确是一

种使用方便 、行之有效的重要算法 ．今天 ，它已成为线性规划的中心内容 ．

3 ．1 　单纯形方法原理
3 ．1 ．1 　基本可行解的转换
　 　第 ２章已经证明 ，若线性规划（标准形式）有最优解 ，则必存在最优基本可行解 ．因此

求解线性规划问题归结为找最优基本可行解 ．单纯形方法的基本思想 ，就是从一个基本可

行解出发 ，求一个使目标函数值有所改善的基本可行解 ；通过不断改进基本可行解 ，力图

达到最优基本可行解 ．下面 ，分析怎样实现这种基本可行解的转换 ．

考虑问题

min 　 f
def

cx
s ．t ．　 Ax ＝ b ， （３ ．１ ．１）

　 　 　 x ≥ 0 ，

其中 A是 m × n矩阵 ，秩为 m ，c是 n维行向量 ，x是 n维列向量 ，b ≥ 0是 m维列向量 ．符

号“
def
”表示右端的表达式是左端的定义式 ，即目标函数 f 的具体形式就是 cx ，以后其他

章节遇到此符号时 ，其含义作同样规定 ．

记

A ＝ （p１ ，p２ ，⋯ ，pn ） ．

现将 A分解成（B ，N）（可能经列调换） ，使得其中 B是基矩阵 ，N是非基矩阵 ，设

x（０） ＝
B－１ b
0

是基本可行解 ，在 x（０）处的目标函数值

f０ ＝ cx（０）
＝ （cB ，cN ） B－１ b

0
＝ cBB－１ b ， （３ ．１ ．２）



其中 cB 是 c中与基变量对应的分量组成的 m维行向量 ．cN 是 c中与非基变量对应的分量
组成的 n － m维行向量 ．

现在分析怎样从基本可行解 x（０）出发 ，求一个改进的基本可行解 ．

设 x＝ xB

xN

是任一个可行解 ，则由 Ax＝ b得到
xB ＝ B－１ b － B－１ NxN ， （３ ．１ ．３）

在点 x处的目标函数值

f ＝ cx ＝ （cB ，cN） xB

xN

＝ cBxB ＋ cNxN

＝ cB（B－１ b － B－１ NxN ） ＋ cNxN

＝ cBB－１ b － （cBB－１ N － cN ）xN

＝ f ０ － ∑
j ∈ R

（cBB－１ pj － cj ）xj

＝ f ０ － ∑
j ∈ R

（z j － cj ）xj ， （３ ．１ ．４）

其中 R是非基变量下标集 ，

z j ＝ cBB－１ pj ． （３ ．１ ．５）

由（３ ．１ ．４）式可知 ，适当选取自由未知量 xj （ j ∈ R）的数值就有可能使得

∑
j ∈ R

（z j － cj ）xj ＞ ０ ，

从而得到使目标函数值减少的新的基本可行解 ．为此 ，在原来的 n － m个非基变量中 ，使

得 n － m － １个变量仍然取零值 ，而令一个非基变量 ，比如 xk 增大 ，即取正值 ，以便实现我

们的目的 ．那么怎样确定下标 k呢 ？根据（３ ．１ ．４）式 ，当 xj （ j ∈ R）取值相同时 ，z j － cj （正

数）越大 ，目标函数值下降越多 ，因此选择 xk ，使

z k － ck ＝ max
j ∈ R

z j － cj ， （３ ．１ ．６）

这里假设 zk － ck ＞ ０ ．xk 由零变为正数后 ，得到方程组 Ax ＝ b的解
xB ＝ B－１ b － B－１ pk x k ＝ 珔b － yk x k ， （３ ．１ ．７）

其中 珔b和 y k 是 m维列向量 ，珔b＝ B－ １ b ，yk ＝ B－ １ pk ，把 xB 按分量写出 ，即

xB ＝

xB
１

xB
２

…

xBm

＝

珔b１
珔b２
…

珔bm

－

y１ k
y２ k
…

ymk

x k ， （３ ．１ ．８）
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xN ＝ （０ ，⋯ ，０ ，xk ，０ ，⋯ ，０）
T
， （３ ．１ ．９）

在新得到的点 ，目标函数值是

f ＝ f０ － （zk － ck ）xk ． （３ ．１ ．１０）

再来分析怎样确定 xk 的取值 ．一方面 ，根据（３ ．１ ．１０）式 ，xk 取值越大函数值下降越多 ；另

一方面 ，根据（３ ．１ ．８）式 ，xk 的取值受到可行性的限制 ，它不能无限增大（当 yk ≤｜ 0时） ．对

某个 i ，当 yik ≤ ０时 ，xk 取任何正值时 ，总成立 xBi ≥ ０ ，而当 yik ＞ ０时 ，为保证

xBi ＝ 珔bi － yik x k ≥ ０ ，

就必须取值

xk ≤
珔bi

y i k
．

因此 ，为使 xB ≥ 0 ，应令

xk ＝ min 珔bi

y i k
y ik ＞ ０ ＝

珔br

y r k
， （３ ．１ ．１１）

xk 取值珔b r ／yrk后 ，原来的基变量 xBr ＝ ０ ，得到新的可行解

x ＝ （xB
１ ，⋯ ，xBr －１ ，０ ，xBr＋ １ ，０ ，⋯ ，xk ，０ ，⋯ ，０）

T
，

这个解一定是基本可行解 ．这是因为原来的基

B ＝ （pB
１
，⋯ ，pBr ，⋯ ，pBm ）

中的 m个列是线性无关的 ，其中不包含 pk ．由于 yk ＝ B－ １ pk ，故

pk ＝ By k ＝ ∑
m

i ＝ １

yik pBi ，

即 pk 是向量组 pB
１
，⋯ ，pBr ，⋯ ，pBm的线性组合 ，且系数 yrk ≠ ０ ．因此用 pk 取代 pBr后 ，得

到的向量组

pB
１
，⋯ ，pk ，⋯ ，pBm ，

也是线性无关的 ．因此新的可行解 x的正分量对应的列线性无关 ，故 x为基本可行解 ．

经上述转换 ，xk 由原来的非基变量变成基变量 ，而原来的基变量 xBr变成非基变量 ．

在新的基本可行解处 ，目标函数值比原来减少了（zk － ck ）xk ．重复以上过程 ，可以进一步

改进基本可行解 ，直到在（３ ．１ ．４）式中所有 z j － cj 均非正数 ，以致任何一个非基变量取正

值都不能使目标函数值减少时为止 ．

定理 3 ．1 ．1 　若在极小化问题中 ，对于某个基本可行解 ，所有 z j － cj ≤ ０ ，则这个基本

可行解是最优解 ；若在极大化问题中 ，对于某个基本可行解 ，所有 z j － cj ≥ ０ ，则这个基本

可行解是最优解 ．其中

z j － cj ＝ cBB－１ pj － cj ， j ＝ １ ，⋯ ，n ．

　 　在线性规划中 ，通常称 z j － cj 为判别数或检验数 ．
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3 ．1 ．2 　单纯形方法计算步骤
我们以极小化问题为例给出计算步骤 ．首先要给定一个初始基本可行解 ．设初始基为

B ，然后执行下列主要步骤 ：

　 　 （１）解 BxB ＝ b ，求得 xB ＝ B－ １ b＝ 珔b ，令 xN ＝ 0 ，计算目标函数值 f ＝ cBxB ．

（２）求单纯形乘子 w ，解 wB＝ cB ，得到 w ＝ cBB － １
．对于所有非基变量 ，计算判别数

z j － cj ＝ wpj － cj ．令
z k － ck ＝ max

j ∈ R
z j － cj ．

若 zk － ck ≤ ０ ，则对于所有非基变量 z j － cj ≤ ０ ，对应基变量的判别数总是零 ，因此停止计

算 ，现行基本可行解是最优解 ．否则 ，进行下一步 ．

（３）解 Byk ＝ pk ，得到 yk ＝ B－ １ pk ，若 yk ≤ 0 ，即 yk 的每个分量均非正数 ，则停止计算 ，

问题不存在有限最优解 ．否则 ，进行步骤（４） ．

（４）确定下标 r ，使
珔br

y r k
＝ min 珔bi

y i k
y ik ＞ ０ ，

xBr为离基变量 ，xk 为进基变量 ．用 pk 替换 pBr ，得到新的基矩阵 B ，返回步骤（１） ．

对于极大化问题 ，可给出完全类似的步骤 ，只是确定进基变量的准则不同 ．对于极大

化问题 ，应令

zk － ck ＝ min
j ∈ R

z j － cj ．

　 　例 3 ．1 ．1 　用单纯形方法解下列问题 ：

min － ４ x１ － x２
s ．t ． － x１ ＋ ２ x２ ≤ ４ ，

２ x１ ＋ ３ x２ ≤ １２ ，

　 x１ － x２ ≤ ３ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

　 　解 　为了用单纯形方法求解上述问题 ，先要引入松弛变量 x３ ，x４ ，x５ ，把问题化成如

下标准形式 ：

min － ４ x１ － x２
s ．t ． － x１ ＋ ２ x２ ＋ x３ 　 　 　 　 ＝ ４ ，

２ x１ ＋ ３ x２ 　 　 ＋ x４ 　 　 ＝ １２ ，

　 x１ － x２ 　 　 　 　 ＋ x５ ＝ ３ ，

xj ≥ ０ ， j ＝ １ ，⋯ ，５ ，

系数矩阵
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A ＝ （p１ ，p２ ，p３ ，p４ ，p５ ） ＝

－ １ ２ １ ０ ０

２ ３ ０ １ ０

１ － １ ０ ０ １

．

　 　第 １次迭代 ．

B ＝ （p３ ，p４ ，p５ ） ＝

１ ０ ０

０ １ ０

０ ０ １

，

B－１
＝

１ ０ ０

０ １ ０

０ ０ １

，

xB ＝

x３
x４
x５

＝

４

１２

３

，

xN ＝
x１
x２

＝
０

０
，

f１ ＝ cBxB ＝ （０ ，０ ，０）（４ ，１２ ，３）
T
＝ ０ ，

w ＝ cBB－１
＝ （０ ，０ ，０）

１ ０ ０

０ １ ０

０ ０ １

＝ （０ ，０ ，０） ，

z１ － c１ ＝ wp１ － c１ ＝ （０ ，０ ，０）（－ １ ，２ ，１）
T
＋ ４ ＝ ４ ，

z２ － c２ ＝ wp２ － c２ ＝ （０ ，０ ，０）（２ ，３ ，－ １）
T
＋ １ ＝ １ ．

又知对应基变量的判别数均为零 ，因此最大判别数是 z１ － c１ ＝ ４ ，下标 k ＝ １ ．计算 y１ ，有

y１ ＝ B－１ p１ ＝

１ ０ ０

０ １ ０

０ ０ １

－ １

２

１

＝

－ １

２

１

，

珔b ＝ xB ＝ （４ ，１２ ，３）
T
．

根据（３ ．１ ．１１）式确定下标 r ，有
珔br

y r１
＝ min 珔b２

y２１ ，
珔b３
y３１ ＝ min １２

２
，
３
１

＝
３
１

，

因此 r ＝ ３ ．xB 中第 ３个分量 x５ 为离基变量 ，x１ 为进基变量 ，

x１ ＝ 珔b３ ／y３１ ＝ ３ ．

用 p１ 替换 p５ ，得到新基 ，进行下一次迭代 ．

第 ２次迭代 ．
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B ＝ （p３ ，p４ ，p１ ） ＝

１ ０ － １

０ １ ２

０ ０ １

，

B－１
＝

１ ０ １

０ １ － ２

０ ０ １

，

xB ＝

x３
x４
x１

＝

７

６

３

＝

珔b１
珔b２
珔b３

，

xN ＝
x２
x５

＝
０

０
，

f２ ＝ １２ ，

w ＝ cBB－１
＝ （０ ，０ ，－ ４）

１ ０ １

０ １ － ２

０ ０ １

＝ （０ ，０ ，－ ４） ，

z２ － c２ ＝ wp２ － c２ ＝ （０ ，０ ，－ ４）（２ ，３ ，－ １）
T
＋ １ ＝ ５ ，

z５ － c５ ＝ wp５ － c５ ＝ （０ ，０ ，－ ４）（０ ，０ ，１）
T
－ ０ ＝ － ４ ．

　 　最大判别数为 z２ － c２ ＝ ５ ，指标 k ＝ ２ ．计算 y２ ，有

y２ ＝ B－１ p２ ＝

１ ０ １

０ １ － ２

０ ０ １

２

３

－ １

＝

１

５

－ １

，

珔br

y r２
＝ min ７

１
，
６
５

＝
６
５

＝
珔b２
y２２ ．

因此 ，xBr ＝ x４ 为离基变量 ．x２为进基变量 ．用 p２ 替换 p４ ，得到新基 ．进行下一次迭代 ．

第 ３次迭代 ．

B ＝ （p３ ，p２ ，p１ ） ＝

１ ２ － １

０ ３ ２

０ － １ １

，

B－１
＝

１ －
１
５

７
５

０
１
５

－
２
５

０
１
５

３
５

，
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xB ＝

x３

x２

x１

＝

２９
５

６
５

２１
５

，　 　 xN ＝
x４
x５

＝
０

０
，

f３ ＝ － １８ ．

w ＝ cBB－１
＝ （０ ，－ １ ，－ ４）

１ －
１
５

７
５

０
１
５

－
２
５

０
１
５

３
５

＝ （０ ，－ １ ，－ ２） ，

z４ － c４ ＝ wp４ － c４ ＝ （０ ，－ １ ，－ ２）（０ ，１ ，０）
T
＝ － １ ，

z５ － c５ ＝ wp５ － c５ ＝ （０ ，－ １ ，－ ２）（０ ，０ ，１）
T
＝ － ２ ．

由于所有 z j － cj ≤ ０ ，因此得到最优解

x１ ＝
２１
５

， x２ ＝
６
５

，

目标函数的最优值

fmin ＝ － １８ ．

　 　

3 ．1 ．3 　收敛性
现在分析用单纯形方法解一般线性规划能否求出最优解的问题 ．我们仍以极小化问

题为例 ．令

zk － ck ＝ max z j － cj ．

每次迭代必出现下列三种情形之一 ：

（１） zk － ck ≤ ０ ．这时现行基本可行解就是最优解 ．

（２） zk － ck ＞ ０且 yk ≤ ０ ．对于此种情形 ，由（３ ．１ ．８）式可知 ，xk 取任何正数 ，总能得到

可行解 ．又由（３ ．１ ．１０）式知 ，当 xk 无限增大时 ，目标函数值 f → － ∞ ，因此问题属于无界

情形 ．

（３） zk － ck ＞ ０且 yk ≤／ ０ ．这时可求出新的基本可行解 ．若

xk ＝
珔br

y rk
＞ ０ ，

则经迭代 ，目标函数值下降 ．

综合以上分析 ，当极小化线性规划问题存在最优解时 ，对于非退化情形 ，在每次迭代
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中 ，均有

xB ＝ B－１ b ＝ 珔b ＞ 0 ，

自然

xk ＝ 珔br ／yr k ＞ ０ ，

因此经迭代 ，目标函数值减小 ，并且由此可知 ，各次迭代得到的基本可行解互不相同 ．由于

基本可行解的个数有限 ，因此经有限次迭代必能达到最优解 ．对于退化情形 ，我们在后面

将要证明 ，如果最优解存在 ，只要采取一定的措施 ，也能做到有限步收敛 ．

定理 3 ．1 ．2 　对于非退化问题 ，单纯形方法经有限次迭代或达到最优基本可行解 ，或

得出无界的结论 ．

3 ．1 ．4 　使用表格形式的单纯形方法
用单纯形方法求解线性规划问题的过程 ，实际上就是解线性方程组 ．只是在每次迭代

中 ，要按一定规则选择自由未知量 ，以便能够得到改进的基本可行解 ．这个求解过程可以

通过变换单纯形表来实现 ．我们先分析怎样构造单纯形表 ．

考虑线性规划问题（３ ．１ ．１） ，设 b≥ 0 ，现将 A写作（B ，N） ，其中 B为 m阶可逆矩阵 ．相

应地 ，记作

x ＝
xB

xN
，　 c ＝ （cB ，cN ） ．

把（３ ．１ ．１）式写成等价形式 ：

min 　 f
s ．t ．　 f － cBxB － cNxN ＝ ０ ， （３ ．１ ．１２）

　 　 BxB ＋ NxN ＝ b ， （３ ．１ ．１３）

xB ≥ 0 ，　 xN ≥ 0 ．

（３ ．１ ．１３）式两端左乘 B－ １
，得到

xB ＋ B－１ NxN ＝ B－１ b ， （３ ．１ ．１４）

即对方程组（３ ．１ ．１３）进行行变换 ，把基变量的系数矩阵化为单位矩阵 ，得到（３ ．１ ．１４）式 ．

再用 cB 左乘（３ ．１ ．１４）式两端 ，然后加到（３ ．１ ．１２）式 ，得到

f ＋ ０ · xB ＋ （cBB－１ N － cN ）xN ＝ cBB－１ b ， （３ ．１ ．１５）

这样 ，得到（３ ．１ ．１２）式和（３ ．１ ．１３）式的等价方程组（３ ．１ ．１４）和（３ ．１ ．１５） ．线性规划问题

（３ ．１ ．１）也就等价于下列问题 ：

min 　 f
s ．t ． xB ＋ B－１ NxN ＝ B－１ b ，

f ＋ ０ · xB ＋ （cBB－１ N － cN ）xN ＝ cBB－１ b ，

xB ≥ 0 ，　 xN ≥ 0 ．　 　 　 　 　
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把上述约束方程的系数置于表中 ，得到所谓的单纯形表 ，如表 ３ ．１ ．１所示 ．

表 　 3 ．1 ．1

f xB xN 右端

xB

f

０ MIm B－ １ N B－ １ b

１ M０ 镲cBB － １ N － cN cBB － １ b

　 　表的上半部包含 m个行 ，其中 B－ １ N有 n － m个列即
B－１ N＝ B－１

（pN
１
，pN

２
，⋯ ，pNn－m ）

＝ （B－１ pN
１
，B－１ pN

２
，⋯ ，B－１ pNn－m ）

＝ （yN
１
，yN

２
，⋯ ，yNn－m ） ，

它们对应非基变量 ．B－ １ b是 m维列向量 ，记作

B－１ b ＝ （珔b１ ，珔b２ ，⋯ ，珔bm ）
T

令非基变量 xN ＝ ０ ，则基变量 xB ＝ B－ １ b ．表的下半部只有 １行 ．其中

cBB－１ N － cN ＝ cBB－１
（pN

１ ，⋯ ，pNn－m ） － （cN１ ，⋯ ，cNn－m ）

＝ （zN
１
，⋯ ，zNn－m ） － （cN

１
，⋯ ，cNn－m ）

＝ （zN
１
－ cN

１
，⋯ ，zNn－m － cNn－m ） ，

各分量是对应非基变量的判别数 ，cBB － １ b是在现行基本可行解处的目标函数值 ．

把表 ３ ．１ ．１（略去左端列）详细写出 ，即得到表 ３ ．１ ．２ ．

表 　 3 ．1 ．2

xB
１

…

xBr

…

xBm
f

xB
１ ⋯ xBr ⋯ xBm ⋯ 　 xj 　 　 　⋯ 　 　 　 　 　xk 　 　 　 　 　

１ 6⋯ ０ d⋯ ０ 拻⋯ y１ j ⋯ y１ k ⋯ b１ 3

… … … … … …

０ 6⋯ １ d⋯ ０ 拻⋯ yrj ⋯ yrk ⋯ br

… … … … … …

０ 6⋯ ０ d⋯ １ 拻⋯ ymj ⋯ ymk ⋯ bm

０ 6⋯ ０ d⋯ ０ 拻⋯ z j － cj ⋯ zk － ck ⋯ cBb

　 　显然 ，在单纯形表中包含了单纯形方法所需要的全部数据 ．下面介绍怎样用单纯形表

求解线性规划问题 ．这里假设

珔b ＝ B－１ b ≥ 0 ．

　 　由于单纯形表中包含 m阶单位矩阵 ，因此已经给出一个基本可行解 ，即
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xB ＝ 珔b ，　 　 xN ＝ 0 ．

　 　若 cBB － １ N － cN ≤ 0 ，则现行基本可行解是最优解 ．

若 cBB － １ N － cN ≤／ 0 ，则需用主元消去法求改进的基本可行解 ．先根据（３ ．１ ．６）式选择

进基变量 ．如果在表的最后一行中 ，有

zk － ck ＝ max z j － cj ，

则选择 xk ，它所对应的列作为主列 ．再根据（３ ．１ ．１１）式确定离基变量 xBr ，令

珔br

y rk
＝ min 珔bi

y ik
y i k ＞ ０ ，

则第 r行作为主行 ．主列和主行交叉处的元素 yrk称为主元 ．然后进行主元消去 ．所谓主元

消去 ，就是用主元 yrk除第 r行（主行） ，再把 r行的若干倍分别加到各行 ，使主列中各元素

（r行除外）化为零 ，即把主列化为单位向量 ．经主元消去 ，实现了基的转换 ．xk由非基变量

变成基变量 ，xBr由基变量变成非基变量 ．由于基变量的系数矩阵在表中总是单位矩阵 ，因

此右端列 珔b就是新的基变量的取值 ，此外 ，不难验证 ，主元消去前后在两个不同基下判别

数及目标函数值分别有下列关系 ：

（z j － cj ）′ ＝ （z j － cj ） － （yrj ／yr k ）（z k － ck ） ， （３ ．１ ．１６）

其中（z j － cj ）′是在新基下的判别数 ．（z j － cj ）是主元消去前在旧基下的判别数 ．

（cBB－１ b）′ ＝ cBB－１ b － （珔br ／yr k ）（zk － ck ） ， （３ ．１ ．１７）

其中（cBB － １ b）′是主元消去后在新基下的目标函数值 ，cBB － １ b是主元消去前在旧基下的
目标函数值 ．（３ ．１ ．１６）式和（３ ．１ ．１７）式表明 ，新基下的判别数和目标函数值恰好是主行的

－ （z k － ck ）／yr k倍加到最后一行所得到的结果 ．因此 ，主元消去后 ，最后一行仍然是判别数

和目标函数值 ．

例 3 ．1 ．2 　用单纯形方法解下列问题
min x１ － ２ x２ ＋ x３
s ．t ． x１ ＋ x２ － ２ x３ ＋ x４ ＝ １０ ，

２ x１ － x２ ＋ ４ x３ ≤ ８ ，

－ x１ ＋ ２ x２ － ４ x３ ≤ ４ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，４ ．　

　 　解 　引进松弛变量 x５ ，x６ ，把上述问题化成标准形式 ：

min x１ － ２ x２ ＋ x３
s ．t ． x１ ＋ x２ － ２ x３ ＋ x４ ＝ １０ ，

２ x１ － x２ ＋ ４ x３ ＋ x５ ＝ ８ ，

－ x１ ＋ ２ x２ － ４ x３ ＋ x６ ＝ ４ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，６ ．　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　 　下面先建立单纯形表 ，然后根据（３ ．１ ．６）式和（３ ．１ ．１１）式确定主列和主行 ，并用框号
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指明主元 ，再用主元消去法变换单纯形表 ，实现基转换 ．初表中 ，判别数由定义式 z j －

cj ＝ cBB － １ pj － cj确定 ．表的左侧标出现行基变量 ．上述问题的初始单纯形表如下 ：

x４  

x５  

x６  

　 x１  　 x２ 悙　 x３  x４ Ix５ 浇x６ 1

　 １  　 １ {－ ２ 镲１ 5０ ┅０  １０ 3
　 ２  － １ {　 ４ 镲０ 5１ ┅０  ８ 3
－ １  　 ２ － ４ 镲０ 5０ ┅１  ４ 3
－ １  　 ２ {－ １ 镲０ 5０ ┅０  ０ 3

　 　由于 z２ － c２ ＝ max ｛ z j － cj ｝ ＝ ２ ，因此取第 ２ 列作为主列 ．由于
珔b３
y３２ ＝ min １０

１
，
４
２

＝

４
２

，因此取第 ３行作为主行 ．主元是 y３２ ．进行主元消去 ．第 ３行除以 ２ ，然后 ，把第 ３行加到

第 ２行 ，第 ３行的（ － １）倍加到第 １行 ，第 ３行的（ － ２）倍加到第 ４行 ．这样 ，把第 ２列化为

单位向量 ．完成第 １次迭代 ，x２变为基变量 ，x６ 离基 ，变为非基变量 ．新的基变量是 x４ ，x５ ，

x２ ，它们的取值由下表右端列给出 ．

x４  

x５  

x２  

　 x１  x２ a　 x３  x４ Ix５ 浇　 x６ `

　
３  
２

０ M　 ０ 镲１ 5０ ┅－
１ K
２

８ 3
　

３  
２

０ M　 ２ ０ 5１ ┅　
１ K
２

１０ 3
－

１  
２

１ M－ ２ 镲０ 5０ ┅　
１ K
２

２ 3
　 ０  ０ M　 ３ 镲０ 5０ ┅－ １ K－ ４ J

　 　现在进行第 ２次迭代 ．上表中 ，最大判别数是 z３ － c３ ＝ ３ ，因此第 ３列作为主列 ．由于

右端列 珔b的元素与主列中相应正元素的比值中 ，有
珔b２
y２３ ＝ min １０

２
＝
１０
２

，因此 y２３为主元 ．

进行主元消去 ，得到下表 ．

x４  

x３  

x２  

x１ 眄x２ ax３ 照x４ Ix５ 浇x６ 1

　
３  
２

０ M　 ０ 镲１ 5　 ０ 鬃－
１ K
２

８ 3
　

３  
４

０ M１ 亮０ 5　
１ 鬃
２

　
１ K
４

５ 3
　 １  １ M０ 亮０ 5　 １ 鬃　 １ K１２ 3
－

９  
４

０ M０ 亮０ 5－
３ 鬃
２

－
７ K
４

－ １９ a
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　 　本表中 ，所有判别数 z j － cj ≤ ０ ，因此达到最优解 ．由最后的单纯形表可知 ，所得到的

最优解是

（x１ ，x２ ，x３ ，x４ ） ＝ （０ ，１２ ，５ ，８） ，

目标函数的最优值

fmin ＝ － １９ ．

　 　例 3 ．1 ．3 　用单纯形方法解下列问题 ：

max 　 ２ x１ ＋ x２ － x３
s ．t ． x１ ＋ x２ ＋ ２ x３ ≤ ６ ，

x１ ＋ ４ x２ － x３ ≤ ４ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

　 　解 　引进松弛变量 x４ ，x５ ，把上述问题化成标准形式 ：

max 　 ２ x１ ＋ x２ － x３
s ．t ． x１ ＋ x２ ＋ ２ x３ ＋ x４ 　 　 ＝ ６ ，

x１ ＋ ４ x２ － x３ 　 　 ＋ x５ ＝ ４ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，５ ．

　 　建立初始单纯形表

x４  

x５  

x１ èx２ 3x３ 揪x４ Ix５ 栽

　 １ 侣　 １ M　 ２ 刎１ 4０ 靠６ J
　 １ 　 ４ M－ １ 刎０ 4１ 靠４ J
－ ２ 侣－ １ M　 １ 刎０ 4０ 靠０ J

　 　初表中的判别数用定义式

z j － cj ＝ cBB－１ pj － cj
算出 ．由于此例是极大化问题 ，判别数中有负数 ，因此可求改进的基本可行解 ．由于最小判

别数

z１ － c１ ＝ min z j － cj ＝ － ２ ，

因此取第 １列作为主列 ．根据最小比值规则 ，取第 ２行作为主行 ．以 y２１为主元 ，进行主元

消去 ，得下表 ：

x４  

x１  

x１ è　 x２ a　 x３ 祆x４ Ix５ 栽

０ 摀－ ３ M　 ３ １ 4－ １ 铑２ J
１ 摀　 ４ M－ １ 刎０ 4　 １ 铑４ J
０ 摀　 ７ M－ １ 刎０ 4　 ２ 铑８ J
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　 　再以 y１３ ＝ ３为主元 ，进行主元消去 ，得到

x３  

x１  

x１ èx２ 3x３ 揪x４ Ix５ 栽

０ 摀－ １ M１ ┅１ 4
３

－
１ 铑
３

２ J
３

１ 摀　 ３ M０ ┅１ 4
３

　
２ 铑
３

１４ a
３

０ 摀　 ６ M０ ┅１ 4
３

　
５ 铑
３

２６ a
３

判别数均非负 ，达到最优 ．最优解

（x１ ，x２ ，x３ ） ＝
１４
３

，０ ，
２
３

，

目标函数的最优值

fmax ＝
２６
３

．

　 　例 3 ．1 ．4 　用单纯形法解下列问题 ：

min 　 － ３ x１ ＋ x２
s ．t ．　 x１ － x２ ＋ x３ ≤ ５ ，

－ ２ x１ ＋ x２ －２ x３ ≤ １０ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

　 　解 　引进松弛变量 x４ ，x５ ，把上述问题化成标准形式 ：

min 　 － ３ x１ ＋ x２
s ．t ．　 x１ － x２ ＋ x３ ＋ x４ ＝ ５ ，

－ ２ x１ ＋ x２ －２ x３ ＋ x５ ＝ １０ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，５ ．

初始的和经 １次迭代得到的单纯形表如下 ：

x４  

x５  

　 x１ 种　 x２ a　 x３ 祆x４ Ix５ 栽

　 １ － １ M　 １ 刎１ 4０ 靠５ a
－ ２ 侣　 １ M－ ２ 刎０ 4１ 靠１０ a
　 ３ 侣－ １ M　 ０ 刎０ 4０ 靠０ a

x１  

x５  

１ 摀－ １ M　 １ 刎　 １ c０ 靠　 ５ 悙
０ 摀－ １ M　 ０ 刎　 ２ c１ 靠　 ２０ 悙
０ 摀　 ２ M－ ３ 刎－ ３ c０ 靠－ １５ 悙
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上表还不是最优表 ．最大判别数 z２ － c２ ＝ ２ ，由于表中第 ２列 y２ ＜ ０ ，因此目标函数不存在

有限最优值 ．这种情形也可以从另一个角度解释 ．如果我们固定非基变量 x３ ＝ ０ ，x４ ＝ ０ ，

而令 x２ 取正值 ，根据（３ ．１ ．８）式则有

x１
x５

＝
５

２０
－

－ １

－ １
x２ ，

因此得到可行解

x１
x２
x３
x４
x５

＝

５

０

０

０

２０　

＋

１

１

０

０

１

x２ ，

x２ 取任何正数时总能保持可行性 ．向量

d ＝ （１ ，１ ，０ ，０ ，１）
T

是可行域的一个方向 ，而且是极方向（这个结论作为习题留给读者去证明） ．由于

cd ＝ （－ ３ ，１ ，０ ，０ ，０）

１

１

０

０

１

＝ － ２ ＜ ０ ，

根据定理 ２ ．２ ．２ ，不存在有限最优解 ．

3 ．2 　两阶段法与大 M法
3 ．2 ．1 　两阶段法
　 　使用单纯形方法 ，需要给定一个初始基本可行解 ，以便从这个基本可行解出发 ，求改

进的基本可行解 ．下面介绍怎样求初始基本可行解 ．我们考虑具有标准形式的线性规划

问题

min cx
s ．t ． Ax ＝ b ，

x ≥ 0 ，

（３ ．２ ．１）

其中 A是 m 创 n矩阵 ，b≥ 0 ．若 A中含有 m 阶单位矩阵 ，则初始基本可行解立即得到 ．比
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如 ，A＝ Im ，N ，那么

x ＝
xB
xN

＝
b
0

就是一个基本可行解 ．若 A中不包含 m 阶单位矩阵 ，就需要用某种方法求出一个基本可

行解 ．下面介绍的两阶段法 ，其第一阶段提供了求初始基本可行解的方法 ．

介绍两阶段法之前 ，先引入人工变量的概念 ．设 A中不包含 m阶单位矩阵 ，为使约束

方程的系数矩阵中含有 m阶单位矩阵 ，把每个方程增加一个非负变量 ，令

Ax ＋ xa ＝ b ， （３ ．２ ．２）

x ≥ 0 ，　 xa ≥ 0 ，

即

（A ，Im ）
x
xa

＝ b ， （３ ．２ ．３）

x ≥ 0 ，　 xa ≥ 0 ．

显然 ，

x
xa

＝
0
b

是（３ ．２ ．３）式的一个基本可行解 ．

当然 ，（３ ．２ ．３）式已经不再是原来的约束 ，构造（３ ．２ ．３）式的意义在于 ：若从（３ ．２ ．３）式

的已知的基本可行解出发 ，能够求出一个使 xa ＝ 0的基本可行解 ，那么就可得到（３ ．２ ．１）

式的一个基本可行解 ．关于这一点 ，下面还要详细分析 ．

向量 xa ≥ 0是人为引入的 ，它的每个分量称为人工变量 ．人工变量与前面介绍过的松

弛变量是两个不同的概念 ．松弛变量的作用是把不等式约束改写成等式约束 ，改写前后的

两个问题是等价的 ．松弛变量的取值能够表达现行的可行点是在可行域的内部还是在其

边界 ，也就是说 ，在此可行解处 ，原来的约束是成立严格不等式还是等式 ．因此 ，松弛变量

是“合法”的变量 ．而人工变量的引入 ，改变了原来的约束条件 ，从这个意义上讲 ，它们是

“不合法”的变量 ．这两种变量不可混为一谈 ．

两阶段法的第一阶段是用单纯形方法消去人工变量（如果可能的话） ，即把人工变量

都变换成非基变量 ，求出原来问题的一个基本可行解 ．消去人工变量的一种方法是解下列

第一阶段问题 ：

min eT xa

s ．t ． Ax ＋ xa ＝ b ，

x ≥ 0 ，　 xa ≥ 0 ．

（３ ．２ ．４）
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其中 e＝ （１ ，１ ，⋯ ，１）
T 是分量全是 １的 m维列向量 ，xa ＝ （xn＋ １ ，⋯ ，xn＋ m ）

T 是人工变量构

成的 m维列向量 ．

由于 x＝ 0 ，xa ＝ b是线性规划（３ ．２ ．４）的一个基本可行解 ，目标函数值在可行域上有

下界 ，因此问题（３ ．２ ．４）必存在最优基本可行解 ．

求解线性规划（３ ．２ ．４） ，设得到的最优基本可行解是（珔xT ，珔xTa ）T ，此时必有下列三种情

形之一 ：

（１） 珔xa ≠ 0 ．这时线性规划（３ ．２ ．１）无可行解 ．因为如果线性规划（３ ．２ ．１）存在可行解

x^ ，则

x
xa

＝
x^
0

是线性规划（３ ．２ ．４）的可行解 ．在此点 ，问题（３ ．２ ．４）的目标函数值

f ＝ 0 · x^ ＋ eT · 0 ＝ ０ ＜ eT 珔xa ，

而 eT 珔xa 是目标函数的最优值 ，矛盾 ．

（２） 珔xa ＝ 0且 xa 的分量都是非基变量 ．这时 ，m个基变量都是原来的变量 ，又知

x
xa

＝
珔x
0

是线性规划（３ ．２ ．４）的基本可行解 ，因此 x＝ 珔x是线性规划（３ ．２ ．１）的一个基本可行解 ．

（３） 珔xa ＝ 0且 xa 的某些分量是基变量 ．这时 ，可用主元消去法 ，把原来变量中的某些

非基变量引进基 ，替换出基变量中的人工变量 ，再开始两阶段法的第二阶段 ．应指出 ，为替

换出人工变量而采用的主元消去 ，在主元的选择上 ，并不要求遵守单纯形法确定离进基变

量的规则 ，这个问题在后面的例题中还要说明 ．

两阶段法的第二阶段 ，就是从得到的基本可行解出发 ，用单纯形方法求线性规划

（３ ．２ ．１）的最优解 ．

例 3 ．2 ．1 　用两阶段法求下列问题的最优解 ：

max 　 ２ x１ － x２
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ≥ ２ ，

x１ － x２ ≥ １ ， （３ ．２ ．５）

x１ 　 　 ≤ ３ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

　 　先引进松弛变量 x４ ，x５ ，x６ ，把问题化成标准形式 ．由于此标准形式中约束方程的系

数矩阵并不包含 ３阶单位矩阵 ，因此还要引进人工变量 x６ ，x７ ．下面先求解一阶段问题 ：
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min x６ ＋ x７
s ．t ． x１ ＋ x２ － x３ ＋ x６ ＝ ２ ，

x１ － x２ － x４ ＋ x７ ＝ １ ，

x１ ＋ x５ ＝ ３ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，７ ．　 　 　

　 　仍然用主元消去法 ，主元用框号标出 ．迭代过程如下 ：

x６  

x７  

x５  

x１ 3　 x２ 种　 x３ J　 x４ 揪x５  x６ wx７ 腚

１  　 １ 亮－ １ 5　 ０ ┅０ 镲１ c０ 鬃２  
１ － １ 亮　 ０ 5－ １ ┅０ 镲０ c１ 鬃１  
１  　 ０ 亮　 ０ 5　 ０ ┅１ 镲０ c０ 鬃３  
２  　 ０ 亮－ １ 5－ １ ┅０ 镲０ c０ 鬃３  

x６  

x１  

x５  

０  　 ２ － １ 5　 １ ┅０ 镲１ c－ １  １  
１  － １ 亮　 ０ 5－ １ ┅０ 镲０ c　 １  １  
０  　 １ 亮　 ０ 5　 １ ┅１ 镲０ c－ １  ２  
０  　 ２ 亮－ １ 5　 １ ┅０ 镲０ c－ ２  １  

x２  

x１  

x５  

０  １ 摀－
１ 5
２

　
１ ┅
２

０ 镲１ c
２

－
１  
２

１  
２

１  ０ 摀－
１ 5
２

－
１ ┅
２

０ 镲　
１ 憫
２

　
１  
２

３  
２

０  ０ 摀　
１ 5
２

　
１ ┅
２

１ 镲－
１ 憫
２

－
１  
２

３  
２

０  ０ 摀　 ０ 5　 ０ ┅０ 镲－ １ 憫－ １  ０  
　 　由于所有判别数 z j － cj ≤ ０ ，因此达到最优解 ．在一阶段问题的最优解中 ，人工变量

x６ ，x７ 都是非基变量 ．这样 ，我们得到初始基本可行解

（x１ ，x２ ，x３ ，x４ ，x５ ） ＝
３
２

，
１
２

，０ ，０ ，
３
２

．

　 　第一阶段结束后 ，修改最后的单纯形表 ．去掉人工变量 x６ 和 x７ 下面的列（也可保留 ，

但人工变量不能再进基） ，把最后的判别数行按原来问题进行修正 ．其他不变 ．然后开始第

二阶段迭代 ，即极大化目标函数 f ＝ ２ x１ － x２ ．迭代过程如下 ：
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x２  

x１  

x５  

x１ èx２ 3x３ 揪x４ Ix５ 栽

０ 摀１  －
１ 刎
２

　
１ c
２

０ 靠１ J
２

１ 摀０  －
１ 刎
２

－
１ c
２

０ 靠３ J
２

０ 摀０  　
１ 刎
２

　
１ c
２

１ 靠３ J
２

０ 摀０  －
１ 刎
２

－
３ c
２

０ 靠５ J
２

x４  

x１  

x５  

０ 摀　 ２ M－ １ 刎１ 4０ 靠１ J
１ 摀　 １ M－ １ 刎０ 4０ 靠２ J
０ 摀－ １ M　 １ ０ 4１ 靠１ J
０ 摀　 ３ M－ ２ 刎０ 4０ 靠４ J

x４  

x１  

x３  

０ 摀　 １ M０ ┅１ 4１ 靠２ J
１ 摀　 ０ M０ ┅０ 4１ 靠３ J
０ 摀－ １ M１ ┅０ 4１ 靠１ J
０ 摀　 １ M０ ┅０ 4２ 靠６ J

得到线性规划（３ ．２ ．５）的最优解（x１ ，x２ ） ＝ （３ ，０） ，目标函数最优值 fmax ＝ ６ ．

例 3 ．2 ．2 　用两阶段法求解下列问题 ：

min 　 x１ － x２
s ．t ． － x１ ＋ ２ x２ ＋ x３ ≤ ２ ，

－ ４ x１ ＋ ４ x２ － x３ ＝ ４ ，

　 x１ － x３ ＝ ０ ，

　 　 x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

　 　解 　引进松弛变量 x４ ，把上述问题化成标准形式 ，再引进人工变量 x５ ，x６ ，得到下列

一阶段问题 ：

min x５ ＋ x６
s ．t ． － x１ ＋ ２ x２ ＋ x３ ＋ x４ ＝ ２ ，

－ ４ x１ ＋ ４ x２ － x３ ＋ x５ ＝ ４ ，

　 x１ 　 － x３ ＋ x６ ＝ ０ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，６ ．　 　 　

　 　先用单纯形法解一阶段问题 ，迭代如下 ：

45 第 ３章 　单纯形方法



x４  

x５  

x６  

x１ 眄x２ ax３ 照x４ Ix５ 浇x６ 1

－ １  ２ 　 １ 镲１ 5０ ┅０  ２  
－ ４  ４ M－ １ 镲０ 5１ ┅０  ４  
　 １  ０ M－ １ 镲０ 5０ ┅１  ０  
－ ３  ４ M－ ２ 镲０ 5０ ┅０  ４  

x２  

x５  

x６  

－
１  
２

１ M　
１ 镲
２

　
１ c
２

０ ┅０  １  
－ ２  ０ M－ ３ 镲－ ２ c１ ┅０  ０  
　 １ ０ M－ １ 镲　 ０ c０ ┅１  ０  
－ １  ０ M－ ４ 镲－ ２ c０ ┅０  ０  

　 　一阶段问题经一次迭代即达最优解 ．此时人工变量 x５ ，x６ 以零值出现在基变量中 ．在

开始第二阶段的迭代以前 ，可用原来变量（即非人工变量）把人工变量从基中驱赶出去 ．在

进行这样步骤时 ，判别数行可以略去 ．原来变量中的非基变量有 x１ ，x３ 和 x４ ，我们的目的

是用它们替换人工变量 x５ 和 x６ ．先驱赶 x６ 离基 ．那么用哪个非基变量替换 x６ 呢 ？由于

x６ 仅出现在第 ３个方程中 ，从上表看 ，在第 ３行中 x６ 的系数不为零 ，而在其他行中 x６ 的
系数均为零 ．因此可用第 ３ 个方程所含有的（即系数不为零的）任何一个非基变量替换

x６ ．由表可见 ，第 ３行中 x１ 和 x３ 的系数不为零 ，它们分别是 １和（ － １） ，而 x４ 的系数为
零 ．因此可用 x１ 和 x３ 中任一个替换 x６ ，即主元可以先为 y３１ ＝ １或 y３３ ＝ － １ ．由于当人工

变量以零值出现在基中时 ，相应行的右端为零 ，因此主元取负值时也不会破坏可行性 ．这

就是驱赶具有零值的人工基变量时主元选择不要求遵守单纯形法的某些规则的原因 ．现

在用 x１ 从基中替换出 x６ ，取主元 y３１ ＝ １ ，经主元消去得到下表 ：

x２  

x５  

x１  

x１ 眄x２ a　 x３  　 x４ xx５ 浇x６ 1

０ 儋１ M　 ０ 镲　
１ c
２

０ ┅１  
２

１  
０ 儋０ M－ ５ － ２ c１ ┅２  ０  
１ 儋０ M－ １ 镲　 ０ c０ ┅１  ０  

　 　再以 y２３ ＝ － ５为主元 ，进行主元消去 ，得到

55３ ．２ 　两阶段法与大 M法



x２  

x３  

x１  

x１ 眄x２ ax３ 照x４ Ix５ 浇x６ 1

０ 儋１ M０ 亮１ 5
２

　 ０ 鬃　
１ K
２

１  

０ 儋０ M１ 亮２ 5
５

－
１ 鬃
５

－
２ K
５

０  

１ 儋０ M０ 亮２ 5
５

－
１ 鬃
５

　
３ K
５

０  

　 　这样 ，基变量均为原来的变量 ，得到原来问题的一个基本可行解

（x１ ，x２ ，x３ ，x４ ） ＝ （０ ，１ ，０ ，０） ．

再把表中人工变量对应的列去掉（也可保留 ，但人工变量不能再进基） ，并把判别数行增加

进去 ．正如前面曾经指出过的那样 ，初表中的判别数和目标函数值利用定义来计算 ，即

z j － cj ＝ cBB－１ pj － cj ＝ cBy j － cj ，
f ＝ cBxB ＝ cBB－１ b ＝ cB珔b ，

其中 cB 是目标函数中基变量的系数构成的 m 维行向量 ，y j 是上表中的第 j 列 ，珔b是上表
中的右端列 ．

第二阶段的初表如下 ：

x２  

x３  

x１  

x１ Jx２ xx３ Ζx４ 栽

０ 6１ d０ 拻　
１ 铑
２

　 １ J

０ 6０ d１ 拻　
２ 铑
５

　 ０ J

１ 6０ d０ 拻　
２ 铑
５

　 ０ J

０ 6０ d０ 拻－
１ 铑
１０

－ １ J

此表已是最优表 ．最优解是

（x１ ，x２ ，x３ ） ＝ （０ ，１ ，０） ，

目标函数的最优值

fmin ＝ － １ ．

　 　这里还应指出 ，在第一阶段的最优单纯形表中 ，若以零值出现的人工基变量 xj 所对

应的行中 ，属于非人工变量的系数均为零 ，则无法用非基变量驱赶 xj 离基 ．然而 ，在这种

情形下 ，原来问题中相应的约束方程是多余的 ，因此可将 xj 对应的行去掉 ，再进行第二

阶段 ．
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例 3 ．2 ．3 　用两阶段法求解下列问题

max ３ x１ ＋ x２ － ２ x３
s ．t ． ２ x１ － x２ ＋ x３ ＝ ４ ，

x１ ＋ x２ ＋ x３ ＝ ６ ，

x１ ＋ x４ ＝ ２ ，

３ x１ ＋ ２ x３ ＝ １０ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，４ ．　 　

　 　解 　引进人工变量 x５ ，x６ ，x７ ．解一阶段问题 ：

min x５ ＋ x６ ＋ x７
s ．t ． ２ x１ － x２ ＋ x３ ＋ x５ ＝ ４ ，

x１ ＋ x２ ＋ x３ ＋ x６ ＝ ６ ，

x１ ＋ x４ ＝ ２ ，

３ x１ ＋ ２ x３ ＋ x７ ＝ １０ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，７ ．　 　 　 　

　 　下面以表格形式给出迭代过程 ：

x５  

x６  

x４  

x７  

x１ 3x２ Ёx３  x４ 弿x５  x６ wx７ 腚

２  － １ 亮１  ０ {１ 镲０ c０ 鬃４  
１  　 １ 亮１  ０ {０ 镲１ c０ 鬃６  
１ 　 ０ 亮０  １ {０ 镲０ c０ 鬃２  
３  　 ０ 亮２  ０ {０ 镲０ c１ 鬃１０ 3
６  　 ０ 亮４  ０ {０ 镲０ c０ 鬃２０ 3

x５  

x６  

x１  

x７  

０  － １ 亮１ － ２ ┅１ 镲０ c０ 鬃０  
０  　 １ 亮１  － １ ┅０ 镲１ c０ 鬃４  
１  　 ０ 亮０  　 １ ┅０ 镲０ c０ 鬃２  
０  　 ０ 亮２  － ３ ┅０ 镲０ c１ 鬃４  
０  　 ０ 亮４  － ６ ┅０ 镲０ c０ 鬃８  
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x３  

x６  

x１  

x７  

０  － １ 亮１  － ２ ┅　 １  ０ c０ 鬃０  
０  　 ２ ０  　 １ ┅－ １  １ c０ 鬃４  
１  　 ０ 亮０  　 １ ┅　 ０  ０ c０ 鬃２  
０  　 ２ 亮０  　 １ ┅－ ２  ０ c１ 鬃４  
０  　 ４ 亮０  　 ２ ┅－ ４  ０ c０ 鬃８  

x３  

x２  

x１  

x７  

０  ０ 摀１  －
３ ┅
２

　
１  
２

　
１ 憫
２

０ 鬃２  

０  １ 摀０  　
１ ┅
２

－
１  
２

　
１ 憫
２

０ 鬃２  
１  ０ 摀０  　 １ ┅　 ０  　 ０ 憫０ 鬃２  
０  ０ 摀０  　 ０ ┅－ １  － １ 憫１ 鬃０  
０  ０ 摀０  　 ０ ┅－ ２  － ２ 憫０ 鬃０  

　 　第一阶段问题已经达到最优解 ．人工变量均取零值 ，但人工变量 x７ 是基变量 ，应从基

中替换出去 ．由于 x７ 对应的行（第 ４行）中 ，原来变量的系数均为零 ，不能进行基转换 ．然

而 ，这种情形恰好说明第 ４个约束方程是多余的 ．因此去掉表中第 ４行 ，得到初始基本可

行解

（x１ ，x２ ，x３ ，x４ ） ＝ （２ ，２ ，２ ，０） ．

　 　现在修正表中判别数行 ．由于 x１ ，x２ 和 x３ 是基变量 ，相应的判别数均为零 ，只需计

算非基变量对应的判别数

z４ － c４ ＝ cBy４ － c４ ＝ （－ ２ ，１ ，３）

－
３
２

１
２

１

－ ０ ＝
１３
２

，

在现行基本可行解处的目标函数值

f０ ＝ cB珔b ＝ （－ ２ ，１ ，３）

２

２

２

＝ ４ ，

去掉人工变量下面的列 ，得到第二阶段的初始单纯形表 ：
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x３  

x２  

x１  

x１ yx２  x３ 弿x４  

０ d０ 镲１ z－
３ 4
２

２ 种
０ d１ 镲０ z　

１ 4
２

２ 种
１ d０ 镲０ z　 １ 4２ 种
０ d０ 镲０ z　

１３ K
２

４ 种

此表已是最优表 ．得到最优解

（x１ ，x２ ，x３ ，x４ ） ＝ （２ ，２ ，２ ，０） ，

目标函数的最优值

fmax ＝ ４ ．

　 　在两阶段法的第二阶段 ，可以保留人工变量下面的列 ，好处在于 ：最初单位矩阵所在

的位置 ，在以后的每个单纯形表中 ，总是存放现行基的逆 ．但必须注意 ，正如前面指出的 ，

人工变量绝不可再进基 ．

3 ．2 ．2 　大 M法
初始基本可行解未知的情况下 ，也可以采用另外一种求解方法 ———大 M法 ．这种方

法的基本思想是 ：在约束中增加人工变量 xa ，同时修改目标函数 ，加上罚项 MeT xa ，其中

M是很大的正数 ，这样 ，在极小化目标函数的过程中 ，由于大 M的存在 ，将迫使人工变量

离基 ．

我们仍考虑线性规划问题

min cx
s ．t ． Ax ＝ b ，

x ≥ 0 ．

（３ ．２ ．６）

　 　引进人工变量 xa ，研究下列问题 ：

min cx ＋ MeT xa

s ．t ． Ax ＋ xa ＝ b ，

x ≥ 0 ，　 xa ≥ 0 ，

（３ ．２ ．７）

其中 A是 m 创 n矩阵 ，b≥ 0 ，M ＞ ０很大 ，e＝ （１ ，⋯ ，１）
T 是 m维列向量 ，分量全为 １ ．

我们希望通过求解线性规划（３ ．２ ．７）而获得线性规划（３ ．２ ．６）的最优解 ．显然 ，线性规

划（３ ．２ ．７）是可行的 ，比如 x ＝ 0 ，xa ＝ b就是一个可行解 ．用单纯形方法求解线性规划

（３ ．２ ．７） ，其结果必为下列几种情形之一 ：

（１）达到线性规划（３ ．２ ．７）的最优解 ，且 xa ＝ 0 ．此时 ，得到的 x即为问题（３ ．２ ．６）的最
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优解 ．

（２）达到线性规划（３ ．２ ．７）的最优解 ，且 eT xa ＞ ０ ．这时 ，线性规划（３ ．２ ．６）无可行解 ．

因为如果线性规划（３ ．２ ．６）有可行解 ，比如说 x^ ，则 x ＝ x^ ，xa ＝ 0是线性规划（３ ．２ ．７）的可

行解 ．线性规划（３ ．２ ．７）在这一点的目标函数值

Z ＝ cx^ ＋ MeT 0 ＝ c^x ． （３ ．２ ．８）

设线性规划（３ ．２ ．７）的最优解是

珔x
xa

，

则最优值

珚Z ＝ c珔x ＋ MeT xa ． （３ ．２ ．９）

由于 M是很大的正数 ，eT xa ＞ ０ ，因此 MeT xa 可以很大 ，从而由（３ ．２ ．８）式和（３ ．２ ．９）式推

知 Z＜ 珚Z ，这与 珚Z为最优值矛盾 ．

（３）线性规划（３ ．２ ．７）不存在有限最优值 ，在单纯形表中 ，

zk － ck ＝ max z j － cj ＞ ０ ，

yk ≤ 0 ，　 xa ＝ 0 ，

这时 ，线性规划（３ ．２ ．６）无界 ．理由如下 ：

在此情形下 ，原来的问题必存在一个可行解 ．由于线性规划（３ ．２ ．７）式的可行域

x
xa

Ax ＋ xa ＝ b ，x ≥ 0 ，xa ≥ 0

是无界多面集 ，根据定理 １ ．４ ．１和定理 ２ ．２ ．２ ，存在方向

d
da

≥ 0 ，

使得

（c ，MeT ） d
da

＝ cd ＋ MeT da ＜ ０ ． （３ ．２ ．１０）

由于 M可取任意大的正数 ，因此由上式可推知 da ＝ 0 ，cd＜ ０ ．d是原来问题的可行域
x Ax ＝ b ，x ≥ 0

的方向 ，根据定理 ２ ．２ ．２ ，线性规划（３ ．２ ．６）无界 ．

（４）线性规划（３ ．２ ．７）不存在有限最优值 ，在单纯形表中 ，

zk － ck ＝ max z j － cj ＞ ０ ，　 yk ≤ 0 ，

有些人工变量不等于零 ，即 eT xa ＞ ０ ．这时 ，线性规划（３ ．２ ．６）无可行解 ．为说明此结论 ，不

妨假设经迭代得到下列单纯形表 ３ ．２ ．１ ：
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　 　 表 　 3 ．2 ．1

x１  

…

xp

xp ＋ １

…

xm

x１ è⋯ xp xp ＋ １ ⋯ xm ⋯ xk ⋯ xj ⋯

１ 摀⋯ ０ 亮０ 刎⋯ ０  ⋯ y１k ⋯ y１ j ⋯ b－ １ 技
… … … … … … …

０ 摀⋯ １ 亮０ 刎⋯ ０  ⋯ ypk ⋯ yp ，j ⋯ b－ p

０ 摀⋯ ０ 亮１ 刎⋯ ０  ⋯ yp ＋ １ ，k ⋯ yp ＋ １ ，j ⋯ b－ p ＋ １

… … … … … … …

０ 摀⋯ ０ 亮０ 刎⋯ １  ⋯ ymk ⋯ ymj ⋯ b－ m

０ 摀⋯ ０ 亮０ 刎⋯ ０  ⋯ zk － ck ⋯ z j － cj ⋯ cB b－

　 　表中 x１ ，⋯ ，xp 是原来问题的变量 ，xp ＋ １ ，⋯ ，xm 是人工变量 ，根据人工变量不全为零

的假设 ，必有

∑
m

i ＝ p＋ １
珔bi ＞ ０ ． （３ ．２ ．１１）

　 　易证在表 ３ ．２ ．１中必有

∑
m

i ＝ p＋ １
yij ≤ ０ ，　 　 j ＝ m ＋ １ ，⋯ ，n ． （３ ．２ ．１２）

当 j ＝ k时 ，由假设 ，（３ ．２ ．１２）式显然成立 ．如果

j ≠ k ，　 j ∈ m ＋ １ ，⋯ ，n ，

相应的判别数

z j － cj ＝ cBy j － cj ＝ ∑
p

i ＝ １

cj y ij ＋ M ∑
m

i ＝ p＋ １
yij － cj ．

假设 ∑
m

i ＝ p＋ １
yij ＞ ０ ，由于 M是很大的正数 ，必导致 z j － cj ＞ zk － ck ，这与

z k － ck ＝ max z j － cj

相矛盾 ．因此（３ ．２ ．１２）式成立 ．

现将最后 m － p个方程（它们都以表中数据为系数）相加 ，得到

∑
m

j ＝ p＋ １
xj ＋ ∑

n

j ＝ m＋ １
∑
m

i ＝ p＋ １
yij x j ＝ ∑

m

i ＝ p＋ １
珔bi ． （３ ．２ ．１３）

若原来问题（３ ．２ ．６）有可行解 x^ ≥ ０ ，则

x
xa

＝
x^
0

是线性规划（３ ．２ ．７）的可行解 ，代入（３ ．２ ．１３）式 ，注意到 xj （ j ＝ p ＋ １ ，⋯ ，m）是人工变量 ，

得出等号左端

16３ ．２ 　两阶段法与大 M法



∑
n

j ＝ m＋ １
∑
m

i ＝ p＋ １
yij x j ≤ ０ ，

而等号右端大于零 ，相矛盾 ．因此线性规划（３ ．２ ．６）无可行解 ．

例 3 ．2 ．4 　用大 M法求解下列问题 ：

min 　 x１ ＋ x２ － ３ x３
s ．t ．　 x１ －２ x２ ＋ x３ ≤ １１ ，

２ x１ ＋ x２ － ４ x３ ≥ ３ ，

x１ 　 － ２ x３ ＝ １ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

　 　解 　引进松弛变量 x４ ，x５ 和人工变量 x６ ，x７ ，用单纯形方法解下列问题 ：

min 　 x１ ＋ x２ － ３ x３ ＋ M（x６ ＋ x７ ）
s ．t ．　 x１ －２ x２ ＋ x３ ＋ x４ ＝ １１ ，

２ x１ ＋ x２ －４ x３ － x５ ＋ x６ ＝ ３ ，

x１ 　 －２ x３ ＋ x７ ＝ １ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，７ ．

　 　在下面的迭代中 ，选择最大判别数时要注意 M 是很大的正数 ，它的数值可超过每个

已知的正数 ．迭代过程如下 ：

x４  

x６  

x７  

x１ 悙　 x２ 3x３ xx４ 祆x５ `x６ 栽x７ H

１ |－ ２  　 １ 拻１ 刎　 ０ z０ 览０ 4１１ 悙
２ |　 １  － ４ 拻０ 刎－ １ z１ 览０ 4３ 悙
１ 　 ０  － ２ 拻０ 刎　 ０ z０ 览１ 4１ 悙

３M － １ 觋M － １ G－ ６M ＋ ３  ０ 刎－ M ０ 览０ 4４M

x４  

x６  

x１  

０ |－ ２  　 ３ 拻１ 刎　 ０ z０ 览－ １ b１０ 悙
０ |　 １ 　 ０ 拻０ 刎－ １ z１ 览－ ２ b１ 悙
１ |　 ０  － ２ 拻０ 刎　 ０ z０ 览　 １ b１ 悙
０ |M － １ G　 １ 拻０ 刎－ M ０ 览　 １ － ３M １ ＋ M

x４  

x２  

x１  

０ |０ 痧　 ３ １ 刎－ ２ z２ 览－ ５ b１２ 悙
０ |１ 痧　 ０ 拻０ 刎－ １ z１ 览－ ２ b１ 悙
１ |０ 痧－ ２ 拻０ 刎　 ０ z０ 览　 １ b１ 悙
０ |０ 痧　 １ 拻０ 刎－ １ z１ － M － １ － M ２ 悙
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x３  

x２  

x１  

０ |０ 痧１ d　
１  
３

－
２ z
３

２ 览
３

－
５ b
３

　 ４ Ё

０ |１ 痧０ d　 ０  － １ z１ 览－ ２ b　 １ Ё

１ |０ 痧０ d　
２  
３

－
４ z
３

４ 览
３

－
７ b
３

　 ９ Ё

０ |０ 痧０ d－
１  
３

－
１ z
３

１ h
３

－ M ２ 苘
３

－ M － ２ Ё

　 　由于 M是很大的正数 ，因此所有的判别数 z j － cj ≤ ０ ，达到最优解 ．人工变量 x６ ＝ ０ ，

x７ ＝ ０ ．原来问题的最优解

（x１ ，x２ ，x３ ） ＝ （９ ，１ ，４） ，

目标函数最优值

fmin ＝ － ２ ．

3 ．2 ．3 　单个人工变量技巧
前面介绍的两阶段法和大 M法需要引进若干个人工变量 ，下面介绍只利用一个人工

变量的方法 ．

考虑线性规划

min cx
s ．t ． Ax ＝ b ，

x ≥ 0 ，

（３ ．２ ．１４）

其中 A是 m × n矩阵 ．假设 A可分解成 A ＝ B ，N ，B为基矩阵 ，不要求是可行基 ．将约束

方程写成

xB ＋ B－１ NxN ＝ 珔b ， （３ ．２ ．１５）

其中 珔b＝ B－ １ b ．

如果 珔b ≥ 0 ，则得到一个基本可行解

xB

xN
＝

珔b
0 ，

可由此出发 ，用单纯形方法求最优解 ．

如果 珔b ≥／ 0 ，这正是我们要研究的情形 ，就引进一个人工变量 xa ，考虑约束条件

xB ＋ B－１ NxN － xae ＝ 珔b ， （３ ．２ ．１６）

x ≥ 0 ，　 xa ≥ ０

其中 e＝ （１ ，１ ，⋯ ，１）
T 为分量全是 １的 m维列向量 ，记作
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珔b ＝ （珔b１ ，⋯ ，珔bm ）
T
．

　 　下面将 xa 转换成基变量 ．令

珔br ＝ min 珔bi ＜ ０ ．

以第 r行为主行 ，经主元消去 ，将 xa 引进基 ．这时 ，约束方程的右端变为

珔b′r ＝ － 珔br ＞ ０ ，

珔b′i ＝ 珔bi － 珔br ≥ ０ ，　 i ≠ r ．
于是得到（３ ．２ ．１６）式的一个基本可行解（基中包含人工变量） ．再由此基本可行解出发 ，用

两阶段法或大 M法求解 ．

例 3 ．2 ．5 　求解下列线性规划问题 ：

min 　 x１ ＋ ２ x２
s ．t ．　 　 x１ － x２ ≥ １ ，

－ x１ ＋ ２ x２ ≥ ２ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

　 　解 　先引进松弛变量 x３ ，x４ ，把约束写成等式 ，然后再用（ － １）乘每个方程的两端 ，使

系数矩阵包含二阶单位矩阵 ，即确定 xB ，再引进人工变量 x５ ，得到

－ x１ ＋ x２ ＋ x３ 　 　 － x５ ＝ － １ ，

　 x１ － ２ x２ 　 　 ＋ x４ － x５ ＝ － ２ ，
（３ ．２ ．１７）

x j ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，５ ．

把方程组（３ ．２ ．１７）的增广矩阵置于表中 ：

x３  

x４  

　 x１ J　 x２  x３ 揪x４ 弿x５ `

－ １ 6　 １  １ ┅０ z－ １ z－ １ y
　 １ 6－ ２  ０ ┅１ z－ １ － ２ y

以第 ２行第 ５列元素（ － １）为主元 ，经主元消去 ，得到

x３  

x５  

－ ２ 6３ 刎１ ┅－ １ ┅０ K１ J
－ １ 6２ 刎０ ┅－ １ ┅１ K２ J

也即得到了（３ ．２ ．１７）式的一个基本可行解 ．再用两阶段法或大 M 法求解 ，现在用两阶段

法 ，求解一阶段问题

min x５
s ．t ． － ２ x１ ＋ ３ x２ ＋ x３ － x４ ＝ １ ，

－ x１ ＋ ２ x２ － x４ ＋ x５ ＝ ２ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，５ ．
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迭代过程如下表 ：

x３  

x５  

x１  x２ 眄x３ 揪x４ 弿x５ `

－ ２ 6３ １ ┅－ １ ┅０ K１ J
－ １ 6２ 刎０ ┅－ １ ┅１ K２ J
－ １ 6２ 刎０ ┅－ １ ┅０ K２ J

x２  

x５  

－
２ 6
３

１ 刎１ ┅
３

－
１ ┅
３

０ K１ J
３

　
１ 6
３

０ 刎－
２ 刎
３

－
１ ┅
３

１ K４ J
３

　
１ 6
３

０ 刎－
２ 刎
３

－
１ ┅
３

０ K４ J
３

x２  

x１  

０  １ 刎－ １ 刎－ １ ┅　 ２ z３ J
１  ０ 刎－ ２ 刎－ １ ┅　 ３ z４ J
０  ０ 刎　 ０ 刎　 ０ ┅－ １ z０ J

　 　得到原来问题的一个基本可行解

xB ＝
x２
x１

＝
３

４
，　 xN ＝

x３
x４

＝
０

０
，

由此基本可行解开始 ，进行两阶段法的第二阶段 ，本阶段的起始单纯形表为

x２  

x１  

x１ Jx２ xx３ Ζx４ 栽

０ 6１ d－ １ 览－ １ 铑３  
１ 6０ d－ ２ 览－ １ 铑４  
０ 6０ d－ ４ 览－ ３ 铑１０ 3

判别数均非正 ，已达到原来问题的最优解 ．这个最优解是

（x１ ，x２ ） ＝ （４ ，３） ，

目标函数的最优值 fmin ＝ １０ ．

利用单个人工变量时 ，关于原来问题的解的状况的讨论 ，与前面关于两阶段法和大

M法的讨论类似 ，这里不再重复 ．
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3 ．3 　退 化 情 形
3 ．3 ．1 　循环现象
　 　我们曾经指出 ，当线性规划存在最优解时 ，在非退化的情形下 ，单纯形方法经有限次

迭代必达最优解 ，然而 ，对于退化情形 ，当最优解存在时 ，用前面介绍的方法 ，有可能经有

限次迭代求不出最优解 ，即出现循环现象 ．事实上 ，已经有人给出循环的例子 ．

下面的例题是 Beale给出的 ．

例 3 ．3 ．1 　用单纯形方法解下列问题 ：

min 　 －
３
４

x４ ＋ ２０ x５ －
１
２

x６ ＋ ６ x７

　 　 　 　 s ．t ． x１ ＋
１
４

x４ － ８ x５ － x６ ＋ ９ x７ ＝ ０ ，

x２ ＋
１
２

x４ － １２ x５ － １
２

x６ ＋ ３ x７ ＝ ０ ，

x３ ＋ x６ ＝ １ ，

　 　 　 xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，７ ．　 　 　

　 　解 　下面列出迭代情况 ：

x１  

x２  

x３  

x１ 3x２ Ёx３  x４ 弿x５  x６ wx７ 腚

１  ０ 摀０  １ {
４

－ ８  － １ 憫　 ９  ０  
０  １ 摀０  １ {

２
－ １２ 4－

１ 憫
２

　 ３  ０  
０  ０ 摀１  ０ {　 ０  　 １ 憫　 ０  １  
０  ０ 摀０  ３ {

４
－ ２０ 4　

１ 憫
２

－ ６  ０  

x４  

x２  

x３  

　 ４ M０ 摀０  １ {－ ３２ 4－ ４ 憫　 ３６  ０  
－ ２ M１ 摀０  ０ {　 ４ 　

３ 憫
２

－ １５  ０  
　 ０ M０ 摀１  ０ {　 ０  　 １ 憫　 ０  １  
－ ３ M０ 摀０  ０ {　 ４  　

７ 憫
２

－ ３３  ０  
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x４  

x５  

x３  

　 ４ M　 ８ 亮０  １ {０ 镲８ － ８４  ０  
－

１ M
２

　
１ 亮
４

０  ０ {１ 镲３ c
８

－
１５  
４

０  
　 ０ M　 ０ 亮１  ０ {０ 镲１ c　 ０  １  
－ １ M－ １ 亮０  ０ {０ 镲２ c－ １８  ０  

x６  

x５  

x３  

－
３ M
２

　 １ 亮０  　
１ ┅
８

０ 镲１ c－
２１  
２

０  
　

１ M
１６

－
１ 亮
８

０  －
３ ┅
６４

１ 镲０ c　
３  
１６

０  
　

３ M
２

－ １ 亮１  －
１ ┅
８

０ 镲０ c　
２１  
２

１  
　 ２ M－ ３ 亮０  －

１ ┅
４

０ 镲０ c　 ３  ０  

x６  

x７  

x３  

　 ２ － ６ 亮０  －
５ ┅
２

　 ５６ 4１ c０ 鬃０  
　

１ M
３

－
２ 亮
３

０  －
１ ┅
４

　
１６ 4
３

０ c１ 鬃０  
－ ２ M　 ６ 亮１  　

５ ┅
２

－ ５６ 4０ c０ 鬃１  
　 １ M－ １ 亮０  　

１ ┅
２

－ １６ 4０ c０ 鬃０  

x１  

x７  

x３  

１  － ３ 亮０  －
５ ┅
４

　 ２８ 4　
１ 憫
２

０ 鬃０  
０  　

１ 侣
３

０  　
１ ┅
６

－ ４  －
１ 憫
６

１ 鬃０  
０  　 ０ 亮１  　 ０ ┅　 ０  　 １ 憫０ 鬃１  
０  　 ２ 亮０  　

７ ┅
４

－ ４４ 4－
１ 憫
２

０ 鬃０  

x１  

x２  

x３  

１  ０ 摀０  １ {
４

－ ８  － １ 憫　 ９  ０  
０  １ 摀０  １ {

２
－ １２ 4－

１ 憫
２

　 ３  ０  
０  ０ 摀１  ０ {　 ０  　 １ 憫　 ０  １  
０  ０ 摀０  ３ {

４
－ ２０ 4　

１ 憫
２

－ ６  ０  

　 　经 ６次迭代 ，得到的单纯形表与第 １个单纯形表相同 ．做下去将无限循环 ．用以前介
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绍的单纯形方法得不出结论 ．实际上 ，这个问题的确存在最优解 ．对于这类退化情形 ，需要

设法避免循环发生 ．这是完全可以办到的 ，早在 １９５２ 年 ，A ．Charnes提出了摄动法 ，已经

解决了这个问题 ．后来人们又做了进一步研究 ．下面就来介绍摄动法 ．

3 ．3 ．2 　摄动法
我们考虑下列线性规划问题 ：

min cx
s ．t ． Ax ＝ b ，

x ≥ 0 ，

（３ ．３ ．１）

其中 A是 m 创 n矩阵 ，A的秩为 m ，b≥ 0 ．

现在使右端向量 b摄动 ，令

b（ε） ＝ b ＋ ∑
n

j ＝ １

ε
j p j ， （３ ．３ ．２）

其中 ε是充分小的正数 ，ε
j 表示ε的 j 次方 ，pj 是矩阵A的第 j 列 ．得到线性规划（３ ．３ ．１）

的摄动问题 ：

min cx
s ．t ． Ax ＝ b（ε） ，

x ≥ 0 ．

（３ ．３ ．３）

下面证明 ，当 ε取某些数值时 ，线性规划（３ ．３ ．３）是非退化问题 ，并且可以通过求解线性规

划（３ ．３ ．３）来确定线性规划（３ ．３ ．１）的最优解或得出其他结论 ．

定理 3 ．3 ．1 　对于线性规划问题（３ ．３ ．１） ，存在实数 ε１ ＞ ０ ，使得当 ０ ＜ ε＜ ε１ 时 ，摄动

问题（３ ．３ ．３）是非退化的 ．

证明 　由于 A的秩为 m ，因此它能分解成 B ，N ，其中 B是可逆矩阵 ．这种分解不失

一般性 ，如果 A的前 m列线性相关 ，那么可经列调换 ，使前 m列线性无关 ．相应地记

x ＝
xB

xN
，

这样 ，由 Ax＝ b（ε）得到
xB ＝ B－１ b（ε） － B－１ NxN

＝ B－１ b ＋ ∑
n

j ＝ １

ε
j p j － B－１ NxN

＝ B－１ b ＋ ∑
n

j ＝ １

ε
jB－１ pj － B－１ NxN

＝ 珔b ＋ ∑
n

j ＝ １

ε
j y j － B－１ NxN ．
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把上式按分量写出 ：

xB
４
＝ 珔bi ＋ ε

Bi ＋ ∑
j ∈ R

y ij ε
j
－ ∑

j ∈ R
y ij x j ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ， （３ ．３ ．４）

其中 R是非基变量下标集 ，xBi是基变量 ．

在基 B下 ，（３ ．３ ．３）式的基本解是

xBi ＝ 珔bi ＋ ε
Bi ＋ ∑

j ∈ R
y ijε

j
，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ， （３ ．３ ．５）

xj ＝ ０ ，　 j ∈ R ．

（３ ．３ ．５）式的右端可看作 z的多项式
P（z） ＝ 珔bi ＋ zBi ＋ ∑

j ∈ R
y ij z j

， （３ ．３ ．６）

当 z ＝ ε时的取值 ．由于（３ ．３ ．６）式是系数不全为零的 n次多项式 ，因此最多有 n个实根 ，

即使多项式等于零的实数至多有 n个 ．每个基本解对应 m个这样的多项式 ，考虑到所有

的基本解 ，这样的多项式总数不超过

m n
m ＝

n ！
（n － m） ！（m － １） ！

．

因此所有这些多项式的实根存在有限个 ．由此可见 ，存在 ε１ ＞ ０ ，使得在（０ ，ε１ ）中不包含这

些实根 ．于是当 ０ ＜ ε＜ ε１ 时 ，（３ ．３ ．５）式右端不等于零 ，即在每一个基本解中 ，基变量都不

等于零 ．自然 ，对于每个基本可行解 ，基变量的取值均大于零 ．因此 ，当 ε＞ ０充分小时 ，线

性规划（３ ．３ ．３）的所有基本可行解都是非退化的 ．

根据上述定理 ，利用单纯形方法解线性规划（３ ．３ ．３）时 ，不会出现循环现象 ．下面分

析 ，由求解问题（３ ．３ ．３）的结果 ，能够给出线性规划（３ ．３ ．１）的最优解或给出关于线性规划

（３ ．３ ．１）的解的状况的其他结论

定理 3 ．3 ．2 　设对于充分小的 ε＞ ０ ，^x（ε）是线性规划（３ ．３ ．３）的基本可行解 ，则 x^（０）
是线性规划（３ ．３ ．１）的基本可行解 ．

证明 　由（３ ．３ ．５）式知

x^Bi （ε） ＝ 珔bi ＋ ε
Bi ＋ ∑

j ∈ R
y ij ε

j
，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ，

对于充分小的 ε＞ ０ ，根据定理 ３ ．３ ．１ ，线性规划（３ ．３ ．３）的基本可行解都是非退化的 ，故

珔bi ＋ ε
Bi ＋ ∑

j ∈ R
y ijε

j
＞ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ．

令 ε→ ０ ，得到 珔bi ≥ ０ ，因此 珔b＝ B－ １ b≥ 0 ，由此可知

x^（０） ＝
珔b
0

是（３ ．３ ．１）的基本可行解 ．

由于线性规划（３ ．３ ．３）与线性规划（３ ．３ ．１）有相同的系数矩阵和目标函数 ，因此在基
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本可行解 x^（ε）和 x^（０）处 ，两个问题的判别数相同 ，进而有下列结论 ．

推论 　若对于充分小的 ε＞ ０ ，珔x（ε）是问题（３ ．３ ．３）的最优解 ，则 珔x（０）是问题（３ ．３ ．１）

的最优解 ．

定理 3 ．3 ．3 　若线性规划（３ ．３ ．３）没有可行解 ，则线性规划（３ ．３ ．１）也没有可行解 ．

证明 　用反证法 ．设 x^是线性规划（３ ．３ ．１）的可行解 ，令

ε^ ＝ （ε ，ε
２
，⋯ ，ε

n
）
T
，

其中 ε＞ ０ ．则

A（x^ ＋ ε^ ） ＝ Ax^ ＋ Aε^ ＝ b ＋ ∑
n

j ＝ １

ε
j p j

及 x^＋ ε^ ＞ 0 ．因此 x^＋ ε^是线性规划（３ ．３ ．３）的一个可行解 ，矛盾 ．

定理 3 ．3 ．4 　若对充分小的 ε＞ ０ ，线性规划（３ ．３ ．３）是无界问题 ，则线性规划（３ ．３ ．１）

也是无界问题 ．

证明 　由假设知线性规划（３ ．３ ．３）存在可行点 ，利用定理 ２ ．２ ．４ 和定理 ３ ．３ ．２易证

（３ ．３ ．１）有可行点 ．由于线性规划（３ ．３ ．３）是无界问题 ，根据定理 ２ ．２ ．２ ，可行域

x Ax ＝ b（ε） ，x ≥ 0
必存在极方向 d≥ 0 ，使得 cd＜ 0 ．考虑到例 １ ．４ ．７ ，易知 d也是可行域

x Ax ＝ b ，x ≥ 0
的方向 ，根据定理 ２ ．２ ．２ ，线性规划（３ ．３ ．１）是无界问题 ．

综上所述 ，摄动问题（３ ．３ ．３）当 ε充分小时一定是非退化的 ，因此能够避免循环现象 ，

并且通过求解线性规划（３ ．３ ．３）一定能给出关于线性规划（３ ．３ ．１）的解答 ．这样 ，从根本上

解决了可能发生的循环问题 ．

为了利用单纯形方法求解摄动问题 ，还有两个问题需要解决 ：一是怎样找线性规划

（３ ．３ ．３）的初始基本可行解 ；二是在迭代过程中怎样处理 珔b（ε） ．

我们先来解决第一个问题 ．这里所采取的方法是通过线性规划（３ ．３ ．１）的基本可行解

来找线性规划（３ ．３ ．３）的基本可行解 ．但是 ，由于 B－ １ b ≥ 0 并不能保证 B－ １ b（ε） ≥ 0 ，因此

不是从线性规划（３ ．３ ．１）的任一个基本可行解出发都能构造出线性规划（３ ．３ ．３）的基本可

行解 ．例如 ，考虑约束条件

　 x１ ＋ x２ 　 　 ＝ １ ，

－ x１ 　 　 ＋ x３ ＝ ０ ， （３ ．３ ．７）

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

显然 ，x２ ，x３ 是一组可行基 ，对应的基本可行解为

x（０） ＝ （０ ，１ ，０）
T
．

摄动问题的约束条件为
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　 x１ ＋ x２ 　 　 ＝ １ ＋ ε ＋ ε
２
，

－ x１ 　 　 ＋ x３ ＝ － ε ＋ ε
３
， （３ ．３ ．８）

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ，

与 x（０）对应的基本解是
x（０） （ε） ＝ （０ ，１ ＋ ε ＋ ε

２
，－ ε ＋ ε

３
）
T
．

当 ε＞ ０充分小时 ，－ ε＋ ε
３
＜ ０ ，因此 x（０） （ε）不是基本可行解 ．

但是 ，我们把变量的下标做适当调整 ，就可以从原来问题的基本可行解出发 ，构造出

摄动问题的基本可行解 ．对此例 ，我们把基变量 x２ 和 x３ 的下标分别改写成 １和 ２ ，而把

非基变量 x１ 的下标改写成 ３ ，这时约束条件（３ ．３ ．７）改写为

x１ 　 　 ＋ x３ ＝ １ ，

　 　 x２ － x３ ＝ ０ ， （３ ．３ ．９）

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

相应地 ，摄动问题的约束条件改写成

x１ 　 　 ＋ x３ ＝ １ ＋ ε ＋ ε
３
，

　 　 x２ － x３ ＝ ε
２
－ ε

３
， （３ ．３ ．１０）

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

显然 ，x（０） ＝ x（０）
１ ，x（０）

２ ，x（０）
３

T
＝ （１ ，０ ，０）

T 是（３ ．３ ．９）式的基本可行解 ，且对充分小的ε＞ ０ ，

x（０） （ε）＝ （１ ＋ ε＋ ε
３
，ε
２
－ ε

３
，０）

T 是（３ ．３ ．１０）式的基本可行解 ．

一般地 ，若已知线性规划（３ ．３ ．１）的一个基本可行解 ，则进行列调换 ，把基列排在非基

列的左边 ，并相应地改变变量的下标 ，使其从 １开始按递增顺序排列 ．这样 ，x１ ，x２ ，⋯ ，xm

是基变量 ．然后再建立摄动问题（３ ．３ ．３） ．这时 ，若（３ ．３ ．１）的现行基本可行解是

xi ＝ 珔bi ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ，

xi ＝ ０ ，　 i ＝ m ＋ １ ，⋯ ，n ， （３ ．３ ．１１）

则

xi （ε） ＝ 珔bi ＋ ε
i
＋ ∑

n

j ＝ m＋ １

yij ε
j
，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ，

xi （ε） ＝ ０ ， i ＝ m ＋ １ ，⋯ ，n
（３ ．３ ．１２）

是摄动问题（３ ．３ ．３）的一个基本可行解 ．

有了初始基本可行解以后 ，每次迭代后一定得到线性规划（３ ．３ ．３）的新的基本可行

解 ．这是因为离基变量 xBr （ε）是按下列最小比值确定的 ：

珔bi （ε）

yr k
＝ min 珔bi （ε）

yik
y i k ＞ ０ ． （３ ．３ ．１３）

迭代后仍能保持可行性 ，这与没有摄动的情形类似 ．
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最后一个问题就是在迭代过程中如何处理 珔b（ε） ．实际上 ，采用摄动法 ，ε不必取定具

体数值 ，只要认为它是充分小的正数即可 ，具体计算只用到原来问题的单纯形表上的数

据 ．摄动法与一般单纯形方法的差别主要在于主行的选择 ，这种方法是按照（３ ．３ ．１３）式确

定主行的 ．关键是确定最小比值 ．由于 珔bi （ε）／yik是 ε的多项式 ，即

珔bi （ε）

yik
＝

珔bi

y ik
＋ ∑

n

j ＝ １

yi j

y i k
ε

j
， （３ ．３ ．１４）

ε是充分小的正数 ，该多项式值的大小主要决定于低次项 ，因此为确定最小比值 ，只需从 ε

的零次项开始 ，逐项比较幂的系数 ．首先比较零次项 ，即 珔bi ／yik （yik ＞ ０）零次项小的多项式

其值必小 ．零次项相同时 ，再观察一次项的系数 ，一次项系数小的多项式其值必小 ．一次项

系数相同时 ，再观察二次项的系数 ，依此类推 ．即按多项式系数向量的字典序比较大小 ．这

样做下去 ，不会出现对应系数完全相同的两个多项式 ，因为对应系数均相等意味着单纯形

表中有两行成比例 ，这与 A的秩为 m相矛盾 ．

多项式（３ ．３ ．１４）中的系数 ，都是由原来问题的单纯形表中的数据经运算得到的 ．零次

项的系数 ，就是原单纯形表的右端列的分量与主列中相应的正元素之比 ．按零次项确定最

小比值就是单纯形方法所用到的确定离基变量的规则 ．一次项系数是单纯形表中第 １列

的元素与主列中相应的正元素之比 ．多项式的 t次项的系数是单纯形表的第 t 列的元素
与主列中相应的正元素之比 ．由此可见 ，最小比值（３ ．３ ．１３）式完全由原来单纯形表中的数

据确定 ．至于右端列 ，我们最终需要的是 ε＝ ０时的结果 ，即

珔b（０） ＝ 珔b ．

因此 ε不需出现在单纯形表上 ．概括起来 ，确定离基变量的步骤如下 ：

（１）令

I０ ＝ r 珔b r

y r k
＝ min 珔bi

y ik
y i k ＞ ０ ．

若 I０ 中只有一个元素 r ，则 xBr为离基变量 ．

（２）置 j ＝ １ ．

（３）令

Ij ＝ r y r j

y r k
＝ min

i ∈ I j －１

yi j

y ik
．

若 Ij 中只有一个元素 r ，则 xBr为离基变量 ．

　 　 （４）置 j ∶＝ j ＋ １ ，转步骤（３） ．

例 3 ．3 ．2 　用摄动法解例 ３ ．３ ．１ ，初始单纯形表如下 ：
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x１  

x２  

x３  

x１ 悙x２  x３ xx４ 祆x５ `x６ 栽x７ H

１ |０ 痧０ d１ 刎
４

－ ８ z－ １ 铑　 ９ b０ y
０ |１ 痧０ d１ 刎

２
－ １２ 憫－

１ 铑
２

　 ３ b０ y
０ |０ 痧１ d０ 刎　 ０ z　 １ 铑　 ０ b１ y
０ |０ 痧０ d３ 刎

４
－ ２０ 憫　

１ 铑
２

－ ６ b０ y

　 　解 　由于 z４ － c４ ＝ max z j － cj ，因此取第 ４列为主列 ．先比较多项式的零次项的系

数 ．由于

珔b１
y１４ ＝

珔b２
y２４ ＝ ０ ，

同为最小比值 ，因此 I０ ＝ １ ，２ ．再比较一次项的系数 ，即第 １ 列中第 １ 行及第 ２行的元

素分别除以主列（第 ４列）中对应的正元素 ，取其最小比值 ，得到 I１ ＝ ２ ．于是取第 ２行

为主行 ，主元为

y２４ ＝
１
２

．

经主元消去得到 ：

x１  

x４  

x３  

x１ 悙　 x２ 3x３ xx４ 祆　 x５ 弿　 x６  　 x７ w

１ |－
１  
２

０ d０ 刎－ ２ 妸－
３ 铑
４

　
１５ y
２

０ y
０ |　 ２  ０ d１ 刎－ ２４ 憫－ １ 铑　 ６ b０ y
０ |　 ０  １ d０ 刎０ 妸　 １ 　 ０ b１ y
０ |－

３  
２

０ d０ 刎－ ２ 妸　
５ 铑
４

－
２１ y
２

０ y

　 　由于 z６ － c６ ＝ max z j － cj ，因此主列取为第 ６列 ．比较零次项 ，得 I０ ＝ ３ ，因此第 ３

行为主行 ，主元为 y３６ ＝ １ ．经主元消去得到 ：

x１  

x４  

x０  

x１ 悙　 x２ 3x３ 棗x４ 祆　 x５ 弿x６ 栽　 x７ w

１ |－
１  
２

　
３ 拻
４

０ 刎－ ２ 憫０ 览　
１５ y
２

３ 槝
４

０ |　 ２  　 １ 拻１ 刎－ ２４ 憫０ 览　 ６ b１ 槝
０ |　 ０  　 １ 拻０ 刎０ 憫１ 览　 ０ b１ 槝
０ |－

３  
２

－
５ 拻
４

０ 刎－ ２ 憫０ 览－
２１ y
２

－
５ Ё
４
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　 　所有 z j － cj ≤ ０ ，经两次迭代得到最优解

（x１ ，x２ ，x３ ，x４ ，x５ ，x６ ，x７ ） ＝
３
４

，０ ，０ ，１ ，０ ，１ ，０ ，

目标函数的最优值

fmin ＝ －
５
４

．

　 　这个例题是一个退化问题 ，即存在退化的基本可行解 ，用一般单纯形方法求解时出现

循环现象 ，而采用摄动法就成功地避免了循环的发生 ．

应该说明的是 ，对于退化问题不用摄动法也不一定出现循环 ．事实上 ，退化问题是常

见的 ，但在迭代中发生循环现象却很少 ，特别是在实际问题中 ，循环几乎不发生 ．关于退化

和循环的研究 ，主要是具有理论意义 ，在具体计算方面并不显得那么重要 ．

3 ．4 　修正单纯形法
3 ．4 ．1 　修正单纯形法
　 　由前面的介绍可知 ，运用单纯形方法时 ，如果知道可行基的逆 B－ １

，就能利用 B－ １和

原始数据计算基变量的取值及判别数 ，从而能够确定一个基本可行解 ，并判断它是否为最

优解 ．因此 ，在整个计算过程中 ，只要保存原始数据和现行基的逆即可 ．修正单纯形法的基

本思想就是给定初始基本可行解后 ，通过修改旧基的逆 B－ 1来获得新基的逆 B^－ 1
，进而完

成单纯形法的其他运算 ．在整个计算过程中 ，始终保存现行基的逆 ．

怎样由修改 B－ １
，来获得 B^－ １呢 ？解决这个问题的关键是弄清 B－ １与 B^－ １的关系 ．设

在某次迭代时 ，主元消去前 ，可行基为

B ＝ （pB
１
，pB

２
，⋯ ，pBr ，⋯ ，pBm ） ， （３ ．４ ．１）

主元消去后 ，新的可行基为

B^ ＝ （pB
１
，pB

２
，⋯ ，pk ，⋯ ，pBm ） ． （３ ．４ ．２）

从单纯形表的转换 ，很容易发现 B－ １与 B^－ １的关系 ．不妨设初始单纯形表中 ，系数矩阵是

（pB
１
，⋯ ，pBr ，⋯ ，pBm ，⋯ ，pk ，⋯ ，I） ， （３ ．４ ．３）

其中 I是 m阶单位矩阵 ，它作为初始基 ．当 B作为基矩阵时 ，（３ ．４ ．３）式应转化为

（e１ ，⋯ ，er ，⋯ ，em ，⋯ ，yk ，⋯ ，B－１
） ， （３ ．４ ．４）

其中 ei 是 m维列向量 ，第 i个分量是 １ ，其他分量都是零 ．当取 B^作为基矩阵时 ，应以 yr k

为主元 ，通过主元消去运算 ，把 B^化为单位矩阵 ，即把（３ ．４ ．４）式化为

（e１ ，⋯ ，yBr ，⋯ ，em ，⋯ ，er ，⋯ ，B^－１
） ． （３ ．４ ．５）
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由（３ ．４ ．４）式和（３ ．４ ．５）式可知 ，B－ １经以 yr k为主元的主元消去 ，得到 B^－ １
．因此 B－ １与

B^－ １有下列关系 ：

b^ij ＝ bij －
yik

y rk
brj ，　 i ≠ r ， （３ ．４ ．６）

b^rj ＝
brj

y r k
， （３ ．４ ．７）

其中 bij是 B － １的第 i行第 j 列元素 ，^bij是 B^ － １的第 i行第 j 列元素 ．

这样 ，知道 B－ １且选定主元 yr k后 ，就可利用（３ ．４ ．６）式和（３ ．４ ．７）式计算新基的逆

B^－ １
，进而完成单纯形方法的其他运算 ．以极小化问题为例 ，给出修正单纯形法的计算

步骤 ：

（１） 给定初始可行基的逆 B－ １
，计算单纯形乘子 w和右端向量 珔b ．w ＝ cBB － １

，珔b ＝
B－ １ b ．组成下表 ：

xB

w cBb－

B－ １ b－

　 　 （２）对于每个非基变量 ，计算判别数

z j － cj ＝ wp j － cj ．

令 zk － ck ＝ max z j － cj ．如果 zk － ck ≤ ０ ，则停止计算 ，现行基本可行解是最优解 ．否则 ，

进行步骤（３） ．

（３）计算主列 yk ＝ B－ １ pk ．若 yk ≤ 0 ，则停止计算 ，问题不存在有限最优值 ．否则 ，进行

下一步 ．

（４）把主列置于逆矩阵表的右边 ，组成下列表 ：

xB

w cB b－

B－ １ b－

xk

zk － ck

yk

按最小比值确定主行 ，令

珔br

y r k
＝ min 珔bi

y i k
y ik ＞ ０ ，

r行为主行 ．以 yrk为主元进行主元消去 ，然后去掉原来的主列 ，返回步骤（２） ．

值得注意 ，修正单纯形法所用之表与原来的单纯形表不同 ，修正单纯形法所用之表 ，

上面一行置单纯形乘子和目标函数值 ．可以验证 ，经主元消去 ，上面一行仍是单纯形乘子

和目标函数值 ，当然是在新基下的数据 ，左下方为现行基的逆 ，即新基的逆 ．
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修正单纯形法 ，只保存表中的数据和原始数据 ，而不需保存原来单纯形表中的全部数

据 ，这样减少了在计算机中的存储量 ，特别是当 n比 m大得很多时 ，用修正单纯形法显然

有利 ．

例 3 ．4 ．1 　用修正单纯形法解下列问题 ：

min 　 ２ x１ ＋ x２ － x３ － ３ x４ ＋ x５ 　 　 　

s ．t ． － ３ x１ ＋ x２ ＋ x３ － x４ ＋ ２ x５ ≤ ５ ，

２ x１ － x３ ＋ x４ － x５ ≤ ６ ，

x２ ＋ ２ x３ － x４ ＋ x５ ≤ ３ ，

　 　 　 　 x j ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，５ ．　 　 　 　 　 　

　 　解 　先引进松弛变量 x６ ，x７ ，x８ ，把上述问题化成标准形式

min 　 ２ x１ ＋ x２ － x３ － ３ x４ ＋ x５
s ．t ． － ３ x１ ＋ x２ ＋ x３ － x４ ＋ ２ x５ ＋ x６ ＝ ５ ，

２ x１ － x３ ＋ x４ － x５ ＋ x７ ＝ ６ ，

x２ ＋ ２ x３ － x４ ＋ x５ ＋ x８ ＝ ３ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，８ ．　 　 　 　 　 　 　

约束方程的系数矩阵

A＝ （p１ ，p２ ，p３ ，p４ ，p５ ，p６ ，p７ ，p８ ）

＝

－ ３ １ １ － １ ２ １ ０ ０

２ ０ － １ １ － １ ０ １ ０

０ １ ２ － １ １ ０ ０ １

，

b＝
５

６

３

．

　 　取初始可行基 B＝ （p６ ，p７ ，p８ ）＝ I３ ，B－ １
＝ I３ ，右端列 珔b＝ （５ ，６ ，３）

T
．按定义计算单纯

形乘子 ，得到 w＝ （０ ，０ ，０） ，目标函数值 f ＝ ０ ．构造初表 ：

x６  

x７  

x８  

０ 摀０ {０ c０  
１ 摀０ {０ c５  
０ 摀１ {０ c６  
０ 摀０ {１ c３  

　 　第 １次迭代 ．

w ＝ （０ ，０ ，０） ，

z１ － c１ ＝ wp１ － c１ ＝ （０ ，０ ，０）（－ ３ ，２ ，０）
T
－ ２ ＝ － ２ ，
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z２ － c２ ＝ wp２ － c２ ＝ （０ ，０ ，０）（１ ，０ ，１）
T
－ １ ＝ － １ ，

z３ － c３ ＝ wp３ － c３ ＝ （０ ，０ ，０）（１ ，－ １ ，２）
T
＋ １ ＝ １ ，

z４ － c４ ＝ wp４ － c４ ＝ （０ ，０ ，０）（－ １ ，１ ，－ １）
T
＋ ３ ＝ ３ ，

z５ － c５ ＝ wp５ － c５ ＝ （０ ，０ ，０）（２ ，－ １ ，０）
T
－ １ ＝ － １ ．

显然 z４ － c４ ＝ max z j － cj ，因此 x４ 为进基变量 ，计算主列

y４ ＝ B－１ p４ ＝ （－ １ ，１ ，－ １）
T
．

由于 y４ 含有正分量 ，构造下表 ，确定离基变量 ：

x６  

x７  

x８  

０ M０ 刎０ c０ 鬃
１ M０ 刎０ c５ 鬃
０ M１ 刎０ c６ 鬃
０ M０ 刎１ c３ 鬃

x４ 0

　 ３ J
－ １ J

　 １

－ １ J

　 　以主列的元素 y２４ ＝ １为主元 ，经主元消去得到

x６  

x４  

x８  

０ 摀－ ３ ┅０ c－ １８ a
１ 摀　 １ ┅０ c　 １１ a
０ 摀　 １ ┅０ c　 ６ J
０ 摀　 １ ┅１ c　 ９ J

　 　第 ２次迭代 ．由上表可知单纯形乘子 w＝ （０ ，－ ３ ，０） ，下面计算判别数 ：

z１ － c１ ＝ （０ ，－ ３ ，０）（－ ３ ，２ ，０）
T
－ ２ ＝ － ８ ，

z２ － c２ ＝ （０ ，－ ３ ，０）（１ ，０ ，１）
T
－ １ ＝ － １ ，

z３ － c３ ＝ （０ ，－ ３ ，０）（１ ，－ １ ，２）
T
＋ １ ＝ ４ ，

z５ － c５ ＝ （０ ，－ ３ ，０）（２ ，－ １ ，１）
T
－ １ ＝ ２ ，

z７ － c７ ＝ － ３ ．

显然 ，z３ － c３ ＝ max z j － cj ，x３ 为进基变量 ．再计算主列

y３ ＝ B－１ p３ ＝

１ １ ０

０ １ ０

０ １ １

　 １

－ １

　 ２

＝

　 ０

－ １

　 １

．

由于 y３ 中含有正分量 ，可选择离基变量 ．构造下表 ：
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x６  

x４  

x８  

０ M－ ３  ０ c－ １８  
１ M　 １  ０ c　 １１  
０ M　 １  ０ c　 ６  
０ M　 １  １ c　 ９  

x３ 0

　 ４ J
　 ０ J
－ １ J

　 １

　 　以 y３３ ＝ １为主元 ，经主元消去得到

x６  

x４  

x３  

０ 摀－ ７ ┅－ ４ 憫－ ５４ a
１ 摀　 １ ┅　 ０ 憫　 １１ a
０ 摀　 ２ ┅　 １ 憫　 １５ a
０ 摀　 １ ┅　 １ 憫　 ９ J

　 　第 ３次迭代 ．由上表知 w＝ （０ ，－ ７ ，－ ４） ．计算判别数 ：

z１ － c１ ＝ （０ ，－ ７ ，－ ４）（－ ３ ，２ ，１）
T
－ ２ ＝ － １６ ，

z２ － c２ ＝ （０ ，－ ７ ，－ ４）（１ ，０ ，１）
T
－ １ ＝ － ５ ，

z５ － c５ ＝ （０ ，－ ７ ，－ ４）（２ ，－ １ ，１）
T
－ １ ＝ ２ ，

z７ － c７ ＝ － ７ ．

z８ － c８ ＝ － ４ ．

比较上面的判别数 ，有

z５ － c５ ＝ max z j － cj ．

再计算主列 ：

y５ ＝

１ １ ０

０ ２ １

０ １ １

　 ２

－ １

　 １

＝

　 １

－ １

　 ０

．

构造下表 ：

x６  

x４  

x３  

０ M－ ７  － ４ 拻－ ５４  
１ M　 １  　 ０ 拻　 １１  
０ M　 ２  　 １ 拻　 １５  
０ M　 １  　 １ 拻　 ９  

x５ 0

　 ２ J
　 １

－ １ J
　 ０ J
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　 　以 y１５ ＝ １为主元 ，经主元消去得到

x５  

x４  

x３  

－ ２ 亮－ ９ ┅－ ４ 憫－ ７６ a
　 １ 亮　 １ ┅　 ０ 憫　 １１ a
　 １ 亮　 ３ ┅　 １ 憫　 ２６ a
　 ０ 亮　 １ ┅　 １ 憫　 ９ J

　 　第 ４次迭代 ．

　 　 　 　 　 　 w＝ （ － ２ ，－ ９ ，－ ４） ，

z１ － c１ ＝ （－ ２ ，－ ９ ，－ ４）（－ ３ ，２ ，１）
T
－ ２ ＝ － １４ ，

z２ － c２ ＝ （－ ２ ，－ ９ ，－ ４）（１ ，０ ，１）
T
－ １ ＝ － ７ ，

z６ － c６ ＝ － ２ ， z７ － c７ ＝ － ９ ， z８ － c８ ＝ － ４ ，

所有判别数 z j － cj ≤ ０ ，达到最优解 ．所得到的最优解是

（x１ ，x２ ，x３ ，x４ ，x５ ） ＝ （０ ，０ ，９ ，２６ ，１１） ，

目标函数的最优值

fmin ＝ － ７６ ．

3 ．4 ．2 　逆的乘积形式
下面介绍修正单纯形方法的一种变型 ．在这种方法中 ，可行基的逆用初等矩阵的乘

积来表达 ，这样可以大大减少在计算机中的存储量 ，因此这种方法适于解大型线性规划

问题 ．

现在 ，我们来推导逆矩阵的乘积形式 ．设有基矩阵

B ＝ （pB
１
，⋯ ，pBr ，⋯ ，pBm ） ，

其逆 B－ １已知 ．假设在迭代中用系数矩阵的非基列 pk 替换原来的基列 pBr ，得到新基

B^＝ （pB
１
，⋯ ，pk ，⋯ ，pBm ）

＝ （Be１ ，⋯ ，By k ，⋯ ，Bem ）

＝ B（e１ ，⋯ ，yk ，⋯ ，em ） ＝ BT ， （３ ．４ ．８）

其中 ei 是m维列向量 ，第 i个分量是 １ ，其他分量是零 ．用 ei 右乘 B相当于取 B的第 i列 ，

即 Bei ＝ pBi ．

由（３ ．４ ．８）式得到

B^－１
＝ T －１ B－１

＝ EB－１
． （３ ．４ ．９）

由于
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T ＝

１ ０ ⋯ y１ k ⋯ ０

０ １ ⋯ y２ k ⋯ ０

… … … …

０ ０ ⋯ yr k ⋯ ０

… … … …

０ ０ ⋯ ymk ⋯ １

， （３ ．４ ．１０）

则有

E ＝

１ ０ ⋯ － y１ k ／yrk ⋯ ０

０ １ ⋯ － y２ k ／yrk ⋯ ０

… … … …

０ ０ ⋯ １／yr k ⋯ ０

… … … …

０ ０ ⋯ － ymk ／yrk ⋯ １

． （３ ．４ ．１１）

初等矩阵 E（线性代数中所定义的初等矩阵的乘积）完全由主列的元素所确定 ．这样就把

新基的逆 B^－ １表示成初等矩阵 E与旧基的逆 B － １的乘积 ．若在第 １ 次迭代中 ，基的逆

B－ １
１ ＝ I（单位矩阵） ，那么 ，在第 ２次迭代中 ，基的逆

B－１
２ ＝ E１ B－１

１ ＝ E１ ，

在第 ３次迭代中 ，基的逆

B－１
３ ＝ E２ B－１

２ ＝ E２ E１ ，

一般地 ，在第 t次迭代中 ，基的逆

B－１
t ＝ Et－１ Et－２ ⋯ E１ ． （３ ．４ ．１２）

（３ ．４ ．１２）式把逆矩阵 B－ １
t 表示成 t － １个初等矩阵的乘积 ，因此称为逆的乘积形式 ．利用

这种形式 ，在计算机中存储 B－ １
t 时 ，只需存储 t － １个初等矩阵 ，而存储每个初等矩阵 Ei ，

只需存储它的非单位向量列和该列在初等矩阵中的位置 r ，其他单位向量不必存储 ，这便

是逆的乘积形式能够减少存储量的原因所在 ．

下面再来分析怎样利用这些初等矩阵计算单纯形方法中所需要的数据 ．为此给出下

列运算规律 ：

（１）用初等矩阵 E右乘一个行向量 ．

设 c＝ （c１ ，c２ ，⋯ ，cm ）是 m维行向量 ，则

cE ＝ （c１ ，c２ ，⋯ ，cm ）

１ ⋯ g１ ⋯ ０

０ ⋯ g２ ⋯ ０

… … …

０ ⋯ gm ⋯ １

r列
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＝ c１ ，⋯ ，cr －１ ，∑
m

i ＝ １

ci g i ，cr ＋ １ ，⋯ ，cm ， （３ ．４ ．１３）

其中

gi ＝ － yik ／yr k ，　 i ≠ r ，　 gr ＝ １／yr k ．

由此可知 ，E中非单位向量列是第 r 列时 ，乘积第 r个分量是 c１ g１ ＋ ⋯ ＋ cm gm ，其余与 c
相同 ．

（２）用 E左乘一个列向量 ．

设

p ＝

a１
a２
…

am

，

则

Ep ＝

１ ⋯ g１ ⋯ ０

０ ⋯ g２ ⋯ ０

… … …

０ ⋯ gm ⋯ １

a１
a２
…

am

＝

a１
…

ar－１

０

ar＋ １

…

am

＋ ar

g１
…

gr －１

gr

gr＋ １

…

gm

＝ a^ ＋ arg ， （３ ．４ ．１４）

其中

a^＝ （a１ ，⋯ ，ar－１ ，０ ，ar＋ １ ，⋯ ，am ）
T
，　 g＝ （g１ ，⋯ ，gr －１ ，gr ，gr＋ １ ，⋯ ，gm ）

T
．

　 　 （３）计算有关数据的递推公式 ．

计算单纯形乘子 ：

w ＝ cBB－１
t ＝ （（（cBEt－１ ）Et－２ ） ⋯ E１ ） ． （３ ．４ ．１５）

　 　计算主列 ：

yk ＝ B－１
t p k ＝ （Et－１ ⋯ （E２ （E１ pk ））） ． （３ ．４ ．１６）

　 　计算右端列 ：

珔b ＝ B－１
t b ＝ Et－１ （B－１

t－１ b） ． （３ ．４ ．１７）

　 　现在我们举例说明怎样运用逆的乘积形式求解线性规划问题 ．

例 3 ．4 ．2 　解下列线性规划问题 ：
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min 　 x１ － x２ － ２ x３ 　 　

s ．t ． x１ ＋ x２ ＋ x３ ≤ ８ ，

－ x１ ＋ x２ － x３ ≤ ２ ，

－ x２ ＋ ２ x３ ≤ ４ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

　 　解 　引进松弛变量 x４ ，x５ ，x６ ，把上述问题化成标准形式 ：

min 　 x１ － x２ － ２ x３
s ．t ． x１ ＋ x２ ＋ x３ ＋ x４ ＝ ８ ，

－ x１ ＋ x２ － x３ ＋ x５ ＝ ２ ，

－ x２ ＋ ２ x３ ＋ x６ ＝ ４ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，６ ．

约束方程的系数矩阵是

A ＝ （p１ ，p２ ，p３ ，p４ ，p５ ，p６ ） ＝

１ １ １ １ ０ ０

－ １ １ － １ ０ １ ０

０ － １ ２ ０ ０ １

，

右端向量 b＝ （８ ，２ ，４）
T
，初始基矩阵取为

B１ ＝ （p４ ，p５ ，p６ ） ＝

１ ０ ０

０ １ ０

０ ０ １

，　 B－１
１ ＝ I３ ．

　 　第 １次迭代 ．

珔b ＝ B－１
１ b ＝

８

２

４

，　 xB ＝

x４
x５
x６

＝

８

２

４

，　 xN ＝

x１
x２
x３

＝

０

０

０

．

在现行基本可行解处 ，目标函数值 f１ ＝ ０ ，

w ＝ cBB－１
１ ＝ （０ ，０ ，０） ，

z１ － c１ ＝ wp１ － c１ ＝ － １ ，

z２ － c２ ＝ wp２ － c２ ＝ １ ，

z３ － c３ ＝ wp３ － c３ ＝ ２ ，

z３ － c３ ＝ max z j － cj ．

计算主列 y３ ：

y３ ＝ B－１
１ p３ ＝

　 １

－ １

　 ２

．

根据最小比值规则 ，选择 x６ 为离基变量 ．初等矩阵 E１ 的非单位向量列出现在 r ＝ ３的位
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置 ，即 E１ 的第 ３列 ，由主列 y３ 得到此列

g ＝

－
１
２

１
２

１
２

，

在计算机中存储
g
３

，用它描述初等矩阵 E１ ．

第 ２次迭代 ．

珔b ＝ E１ （B－１
１ b） ＝

８

２

０

＋ ４

－
１
２

　
１
２

　
１
２

＝

６

４

２

，

xB ＝

x４
x５
x３

＝

６

４

２

，　 xN ＝

x１
x２
x６

＝

０

０

０

，

f２ ＝ f１ － 珔b３ （z３ － c３ ） ＝ ０ － ２ × ２ ＝ － ４ ，

w ＝ cBE１ ＝ （０ ，０ ，－ ２）E１ ＝ （０ ，０ ，－ １） ，

z１ － c１ ＝ wp１ － c１ ＝ － １ ，

z２ － c２ ＝ wp２ － c２ ＝ ２ ，

z６ － c６ ＝ wp６ － c６ ＝ － １ ．

因此 ，z２ － c２ ＝ max z j － cj ＝ ２ ，x２为进基变量 ．

y２ ＝ E１ p２ ＝

１

１

０

＋ （－ １）

－
１
２

１
２

１
２

＝

３
２

１
２

－
１
２

，

珔b１
y１２ ＝ min 珔bi

y i２
yi２ ＞ ０ ．

因此 xB 中第 １个变量 x４ 为离基变量 ．初等矩阵 E２ 的非单位向量列 g出现在 r ＝ １的位

置 ，由主列 y２ 得到
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g ＝

２
３

－
１
３

１
３

，　 存储
g
１

．

　 　第 ３次迭代 ．

珔b ＝ E２ （B－１
２ b） ＝ E２

６

４

２

＝

０

４

２

＋ ６

２
３

－
１
３

１
３

＝

４

２

４

，

xB ＝

x２
x５
x３

＝

４

２

４

，　 　 xN ＝

x１
x４
x６

＝

０

０

０

，

f ３ ＝ f２ － （z２ － c２ ）珔b１ ＝ － ４ － ２ × ４ ＝ － １２ ，

w ＝ cBE２ E１ ＝ （－ １ ，０ ，－ ２）E２ E１ ＝ －
４
３

，０ ，－
１
３

，

z１ － c１ ＝ wp１ － c１ ＝ －
７
３

，

z４ － c４ ＝ wp４ － c４ ＝ －
４
３

，

z６ － c６ ＝ wp６ － c６ ＝ －
１
３

，

所有 z j － cj ≤ ０ ，得到最优解

（x１ ，x２ ，x３ ） ＝ （０ ，４ ，４） ．

目标函数的最优值

fmin ＝ － １２ ．

　 　逆的乘积形式对于大规模稀疏问题比较有效 ，可以在一定程度上保持稀疏性 ，又能减

少存储量 ．但是运用逆的乘积形式还不能说是最有效的方法 ．这种方法的主要问题是没有

解决数值稳定性问题 ．如果基矩阵接近奇异 ，求逆将会引起严重的舍入误差 ，逆的乘积形

式并不能解决这个困难 ．鉴于这种情形 ，有人用 LU 分解方法 ，分别解线性方程组

By０ ＝ b ，　 wB ＝ cB ，　 By j ＝ pj ，

求出 y０ ，w和 y j ．一般认为 LU 分解既能保持稀疏性 ，又具有较好的数值稳定性 ．但是 ，用

这种方法 ，需要反复求解方程组 ，这里不再介绍 ．
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倡 3 ．5 　变量有界的情形
3 ．5 ．1 　基本可行解概念的推广
　 　前面研究的问题 ，均属变量非负且不加上限的情形 ．实际上 ，有许多线性规划问题 ，变

量既有下界又有上界 ，这类问题一般表示为

min cx
s ．t ． Ax ＝ b ，

l ≤ x ≤ u ．

（３ ．５ ．１）

　 　对于上述问题 ，可以先作变量替换及引进松弛变量 ，化为标准形式 ，再用单纯形方法

求解 ．但是 ，这样做会大大增加等式约束和变量的个数 ，因而加大计算上的困难 ．本节的目

的是在不增加等式约束和变量个数的条件下 ，寻求线性规划（３ ．５ ．１）的解法 ．为此先把基

本可行解的概念加以推广 ，进而按照单纯形方法的基本思想求解线性规划（３ ．５ ．１） ．

前面给出的关于 Ax＝ b ，x ≥ 0的基本可行解的定义中 ，基变量所对应的 A中的列是
线性无关的 ，基变量的取值满足可行性的要求 ，而非基变量取零值 ，即取变量的下界数值 ．

与此类似 ，我们可以定义推广的基本可行解 ．

定义 3 ．5 ．1 　 设在线性规划（３ ．５ ．１）中 ，A是 m × n矩阵 ，A的秩为 m ．又设 x（０）是
Ax＝ b的一个解 ．若 x（０）的 m个分量所对应的 A的列线性无关 ，其余 n － m个分量取上界
或下界数值 ，则称 x（０）为一个基本解 ，前 m个分量称为基变量 ，后 n － m个分量称为非基
变量 ．A中对应基变量的 m个列构成基矩阵 ．若基变量取值介于上下界之间（包括等于上

界或下界） ，则称 x（０）为基本可行解 ．当基变量的取值均大于下界 ，小于上界时 ，x（０）称为非
退化的基本可行解 ．某些基变量取值等于上界或下界的基本可行解称为退化的基本可

行解 ．

根据上述定义 ，我们给出推广的基本可行解的表达式 ．设

x ＝

xB
xN

１

xN
２

是约束条件

Ax ＝ b ，

l ≤ x ≤ u （３ ．５ ．２）

的一个基本可行解 ．又设 A分解为
A ＝ B ，N１ ，N２ ，

其中 B是基矩阵 ，N１ ，N２ 是非基矩阵 ，N１ 对应取下界数值的非基变量 ，N２ 对应取上界数
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值的非基变量 ．则 x的表达式为

x ＝

xB
xN

１

xN
２

＝

B－１ b － B－１ N１ lN
１
－ B－１ N２ uN

２

lN
１

uN
２

， （３ ．５ ．３）

且

lB ≤ xB ≤ uB ，

其中 lB 和 uB 分别是由基变量的下界和上界组成的 m维列向量 ．

用类似于 ２ ．２节中的方法 ，可以证明推广后的基本可行解集与凸集

K ＝ x Ax ＝ b ，l ≤ x ≤ u （３ ．５ ．４）

的极点集是等价的 ．因此 ，如果线性规划 （３ ．５ ．１）存在最优解 ，则一定存在最优基本可

行解 ．

3 ．5 ．2 　基本可行解的改进
求解变量有界的线性规划问题 ，基本思想仍然是 ，给定初始基本可行解后 ，从一个基

本可行解出发 ，求改进的基本可行解 ，直至求出最优解或得到无界的结论 ．下面具体分析

怎样选择进基变量和离基变量以及怎样判断现行的基本可行解是否为最优解 ．

设 x（０）是一个基本可行解 ，根据（３ ．５ ．３）式有

x（０） ＝

x（０）B

x（０）N
１

x（０）N
２

＝

B－１ b － B－１ N１ lN
１
－ B－１ N２ uN

２

lN
２

uN
２

． （３ ．５ ．５）

把目标函数的系数向量记作

c ＝ （cB ，cN
１
，cN

２
） ，

cB ，cN
１
，cN

２
分别对应 x（０）B ，x（０）N

１
，x（０）N

２
．在基本可行解 x（０）处的目标函数值

f０ ＝ cBx（０）
B ＋ cN

１
x（０）N

１
＋ cN

２
x（０）N

２

＝ cBB－１ b － （cBB－１ N１ － cN
１
）lN

１
－ （cBB－１ N２ － cN

２
）uN

２

＝ cBB－１ b － ∑
j ∈ R

１

（z j － cj ）lj － ∑
j ∈ R

２

（z j － cj ）uj ， （３ ．５ ．６）

基中下标集 R１ 和 R２ 规定如下 ：

R１ ＝ j x （０）
j ＝ lj ，x（０）

j 是非基变量 ，

R２ ＝ j x （０）
j ＝ uj ，x（０）

j 是非基变量 ，

lj 和 uj 分别是 x （０）
j 的下界和上界 ．

对于约束方程 Ax＝ b的任一解 x ，有
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xB ＝ B－１ b － B－１ N１ xN
１
－ B－１ N２ xN

２
， （３ ．５ ．７）

在 x处的目标函数值
f ＝ cBxB ＋ cN

１
xN

１
＋ cN

２
xN

２

＝ cBB－１ b － （cBB－１ N１ － cN
１
）xN

１
－ （cBB－１ N２ － cN

２
）xN

２

＝ cBB－１ b － ∑
j ∈ R

１

（z j － cj ）x j － ∑
j ∈ R

２

（z j － cj ）xj ． （３ ．５ ．８）

在解 x中 ，若令

xj ＝ lj ，　 j ∈ R１ ，

xj ＝ uj ，　 j ∈ R２ ．

代入（３ ．５ ．７）式便得到基本可行解 x（０） ，这就是任一解 x与 x（０）的关系 ．

为从 x（０）出发求改进的基本可行解 ，令 n － m － １个非基变量固定不变 ，仍取下界或上

界数值 ，而令一个非基变量（比如 xk ）改变 ，使目标函数值减小 ．下面分析怎样选择 xk ．

在改变非基变量的取值时 ，为了保持可行性 ，取下界数值的非基变量只能增大 ，取上

界数值的非基变量只能减小 ．因此我们只考虑这两种可能的变化 ．

设 xj 是任一非基变量 ，由（３ ．５ ．８）式可知 ，当 j ∈ R１ 时 ，若

z j － cj ＞ ０ ，

则随着 xj 的增大目标函数值将减小 ；当 j ∈ R２ 时 ，若

z j － cj ＜ ０ ，

则随着 xj 的减小目标函数值将减小 ．为选择最有利于目标函数值减小的 xk ，应从

max
j ∈ R

１

z j － cj 　 和 　 － min
j ∈ R

２

z j － cj ＝ max
j ∈ R

２

cj － z j

中选择最大值

max max
j ∈ R

１

z j － cj ，max
j ∈ R

２

cj － z j ． （３ ．５ ．９）

如果这个最大值大于零 ，则相应的下标就是我们要确定的下标 k ．如果这个最大值小于或

等于零 ，那么无论取下界数值的非基变量增大 ，还是取上界数值的非基变量减小 ，都不能

使目标函数值减小 ，因此现行基本可行解是最优解 ．现在假设这个最大值大于零 ，因而选

定了 xk ．进一步需要确定 xk 的取值及选择离基变量 x Br ，为此分别考虑下面两种情形 ．

1 ．k ∈ R1

设 xk 的改变量为 Δ k ＞ ０ ，令

xk ＝ lk ＋ Δk ， （３ ．５ ．１０）

其他非基变量不变 ．由（３ ．５ ．７）式得到

xB ＝ B－１ b － B－１ N１ lN
１
－ B－１ N２ uN

２
－ B－１ Pk Δ k ＝ b^ － yk Δ k ， （３ ．５ ．１１）

其中

78倡
３ ．５ 　变量有界的情形



b^ ＝ x（０）B ．

由（３ ．５ ．６）式和（３ ．５ ．８）式得出 xk 的取值改变前后目标函数值之间的关系 ：

f ＝ f０ － （z k － ck ）Δk ． （３ ．５ ．１２）

　 　为了保持可行性 ，Δk 的大小必须满足下列条件 ：

（１）保持 xB 不越下限
　 　为使

xB ＝ b^ － yk Δ k ≥ lB ，

即

yk Δ k ≤ b^ － lB ，

应取 Δk ≤ β１ ，其中

β１ ＝
min b^i － lBi

y ik
y ik ＞ ０ ＝

珔br － lBr

y rk
，　 yk ≤／ 0 ，

∞ ， yk ≤ 0 ．

（３ ．５ ．１３）

　 　 （２）保持 xB 不越上限
为使

xB ＝ b^ － yk Δ k ≤ uB ，

即

－ yk Δ k ≤ uB － b^ ，

应取 Δk ≤ β２ ，其中

β２ ＝
min uBi － b^i

－ yik
y i k ＜ ０ ＝

uBr － b^r

－ yr k
，　 　 yk ≥／ 0 ，

∞ ， yk ≥ 0 ．

（３ ．５ ．１４）

　 　 （３） xk 不越上限

为此 ，应有

Δk ≤ β３ ＝ uk － lk ． （３ ．５ ．１５）

为保持可行性且使目标函数值尽可能减小 ，令

Δk ＝ min β１ ，β２ ，β３ ． （３ ．５ ．１６）

2 ．k ∈ R2

这时 ，令

xk ＝ uk － Δk ，　 Δk ＞ ０ ． （３ ．５ ．１７）

采取与 k ∈ R１ 时类似的方法 ，推导出下列公式 ：

xB ＝ b^ ＋ yk Δ k ， （３ ．５ ．１８）

f ＝ f０ ＋ （z k － ck ）Δk ， （３ ．５ ．１９）
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β１ ＝
min b^i － lBi

－ yik
y i k ＜ ０ ＝

b^r － lBr

－ yr k
，　 　 yk ≥／ 0 ，

∞ ， yk ≥ 0 ．

（３ ．５ ．２０）

β２ ＝
min uBi － b^i

y ik
y i k ＞ ０ ＝

uBr － b^r

y r k
，　 　 yk ≤／ 0 ，

∞ ， yk ≤ 0 ．

（３ ．５ ．２１）

β３ ＝ uk － lk ， （３ ．５ ．２２）

Δk ＝ min β１ ，β２ ，β３ ． （３ ．５ ．２３）

　 　对于上述情况 ，若 Δk ＝ ∞ ，则不存在有限最优值 ．否则 ，一般得到改进的基本可行解 ．

现行基本可行解是否为最优解 ，可用下列条件判断 ．

定理 3 ．5 ．1 　设 x是线性规划（３ ．５ ．１）的一个基本可行解 ，若对每个取下界值的非基

变量 ，有

z j － cj ≤ ０ ，

且对每个取上界值的非基变量 ，有

z j － cj ≥ ０ ，

则 x是最优解 ．

3 ．5 ．3 　计算步骤
我们以极小化问题为例给出计算步骤 ，对于极大化问题可做类似处理 ，但选择进基变

量的规则及判断最优解的条件有所不同 ，使用时应当注意 ．极小化问题的计算步骤如下 ：

（１）给定初始基本可行解 ，令 xB 为基变量 ，xN
１和 xN

２分别是取下界值和取上界值的

非基变量 ，构造初表如表 ３ ．５ ．１ ：

表 　 3 ．5 ．1

xB

xB xN
１

xN
２

Im B－ １ N１ 沣B－ １ N２ 怂b^

0 cBB － １ N１ － cN
１

cBB － １ N２ － cN
２ f

l u

其中 l表示对应的非基变量取下界值 ，u表示对应的非基变量取上界值 ．

（２）如果表 ３ ．５ ．１满足 cBB － １ N１ － cN１ ≤ 0 ，并且

cBB－１ N２ － cN
２
≥ 0 ，

则现行基本可行解是最优解 ．否则 ，求
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max max
j ∈ R

１

z j － cj ，max
j ∈ R

２

cj － z j ，

确定判别数 zk － ck ．若 k ∈ R１ ，则进行步骤（３） ；若 k ∈ R２ ，则进行步骤（４） ．

（３）按照（３ ．５ ．１３）式至（３ ．５ ．１５）式计算 β１ ，β２ ，β３ ，令

Δk ＝ min β１ ，β２ ，β３ ，

若 Δk ＝ ∞ ，则停止计算 ，目标函数值无下界 ．否则 ，若 Δk 等于 β１ 或 β２ ，则 xk 为进基变量 ，

xBr为离基变量 ．以 yr k 为主元 ，进行主元消去 （右端列除外） ，并利用 （３ ．５ ．１０ ）式至

（３ ．５ ．１２）式修改右端列 ．若 Δk ＝ β３ ，则 xk 仍为非基变量 ，但取值变化 ，令 xk ＝ uk ，修改右

端列 ，单纯形表上其他数据不变 ．修改下标集 R１ 和 R２ ，返回步骤（２） ．应注意 ，每次迭代

后 ，要相应地改变表下面的标释符号 l和 u ．

（４）按照公式（３ ．５ ．２０）式至（３ ．５ ．２２）式计算 β１ ，β２ 和 β３ ．令
Δk ＝ min β１ ，β２ ，β３ ，

若 Δk ＝ ∞ ，则停止计算 ，在可行域上目标函数值无下界 ．否则 ，若 Δk 等于 β１ 或 β２ ，则 xk 为

进基变量 ，xBr为离基变量 ．以 yrk为主元进行主元消去（右端列除外） ，并且按照（３ ．５ ．１７）

式至（３ ．５ ．１９）式修改右端列 ．若 Δk ＝ β３ ，则 xk 仍为非基变量 ，但取值变化 ，令 xk ＝ lk ，修改

右端列 ．迭代后修改 R１ 和 R２ ，转步骤（２） ．这里也要注意修改表下面的符号 l和 u ．

对于变量有界的情形 ，有下列定理 ．

定理 3 ．5 ．2 　设线性规划问题（３ ．５ ．１）是非退化的 ，且从一个基本可行解开始用上述

方法计算 ，则经有限次迭代能够得到最优解或得出目标函数值在可行域上无界的结论 ．

对于退化问题 ，可采取类似于前面介绍的方法 ，避免循环发生 ．这里不再介绍 ．

例 3 ．5 ．1 　解下列线性规划问题 ：

min 　 － ２ x１ ＋ ３ x２ － x３
s ．t ． x１ ＋ x２ ＋ x３ ≤ １０ ，

２ x１ － x２ － ２ x３ ≤ ８ ，

０ ≤ x１ ≤ ４ ，

０ ≤ x２ ≤ ４ ，

－ １ ≤ x３ ≤ ２ ．

　 　解 　引进松弛变量 x４ ，x５ ，把上述问题化成

min － ２ x１ ＋ ３ x２ － x３
s ．t ． x１ ＋ x２ ＋ x３ ＋ x４ 　 　 ＝ １０ ，

２ x１ － x２ － ２ x３ 　 　 ＋ x５ ＝ ８ ，

０ ≤ x１ ≤ ４ ，

０ ≤ x２ ≤ ４ ，

－ １ ≤ x３ ≤ ２ ，

x４ ，x５ ≥ ０ ．
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　 　取初始基本可行解

xB ＝
x４
x５

＝
１１

６
，

xN
１
＝

x１
x２
x３

＝

０

０

－ １

，

相应的目标函数值 f ０ ＝ １ ．构造初表如表 ３ ．５ ．２所示 ．

下标集 R１ ＝ １ ，２ ，３ ，R２ ＝ 矱 ，由于

z１ － c１ ＝ max
j ∈ R

１

z j － cj ，

因此 k ＝ １ ∈ R１ ．按照（３ ．５ ．１３）式至（３ ．５ ．１５）式计算 β１ ，β２ ，β３ ：

β１ ＝ min １１ － ０
１

，
６ － ０
２

＝
６ － ０
２

＝ ３ ．

　 　 表 　 3 ．5 ．2

x４  

x５  

x１  x２ 眄x３ 揪x４ 弿x５ `

１  　 １  　 １ 刎１ z０ K１１ a
２ － １  － ２ 刎０ z１ K６ J
２  － ３  　 １ 刎０ z０ K１ J
l 　 l 　 l

β２ ＝ ∞ ，

β３ ＝ ４ － ０ ＝ ４ ，

因此令

Δ１ ＝ min β１ ，β２ ，β３ ＝ β１ ＝ ３ （r ＝ ２） ，

x１ 为进基变量 ，x５ 为离基变量 ．以 y２１ ＝ ２ 为主元进行主元消去 （右端除外） ．再用

（３ ．５ ．１１）式和（３ ．５ ．１２）式修改右端列 ，计算结果为

x４
x５

＝
１１

６
－ ３

１

２
＝

８

０
，

x５ 离基后取下界数值 ．

x１ ＝ ３ ，

f１ ＝ f０ － （zk － ck ）Δk ＝ １ － ２ × ３ ＝ － ５ ．

　 　经第 １次迭代得到的单纯形表如表 ３ ．５ ．３ ．
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　 　 表 　 3 ．5 ．3

x４  

x１  

x１  　 x２  　 x３ 祆x４ 弿x５ `

０  　
３  
２

　 ２ 刎１ z－
１ z
２

　 ８ y
１  －

１  
２

－ １ ０ z　
１ z
２

　 ３ y
０  － ２  　 ３ 刎０ z－ １ z－ ５ y

l 　 l 　 l

　 　观察表 ３ ．５ ．３可以发现 ，在已经完成的迭代中 ，右端列可以不单独修改 ，利用主元消

去也能得到同样结果 ．值得注意 ，这种情形是由具体条件决定的 ，不能认为凡第 １次迭代

均不需要单独修改右端列 ．

下面进行第 ２次迭代 ．这时 ，R１ ＝ ２ ，３ ，５ ，R２ ＝ 碬 ．先确定进基变量的下标 k ．由于

z３ － c３ ＝ max
j ∈ R

１

z j － cj ，

因此 k ＝ ３ ∈ R１ ．下面计算 β１ ，β２ 和 β３ ：

β１ ＝
８ － ０
２

＝ ４ ，　 　 　 β２ ＝
４ － ３
－ （－ １）

＝ １ ，

β３ ＝ ２ － （－ １） ＝ ３ ，　 Δ３ ＝ β２ ＝ １ （r ＝ ２） ．

因此 x３ 进基 ，x１ 离基 ．以 y２３ ＝ － １为主元进行主元消去（右端列除外） ．再修改右端列 ，根

据公式（３ ．５ ．１０）式至（３ ．５ ．１２）式 ，有

x３ ＝ － １ ＋ １ ＝ ０

x４
x１

＝
８

３
－ １ ·

　 ２

－ １
＝

６

４
，

f２ ＝ f１ － （z３ － c３ ）Δ３ ＝ － ５ － ３ × １ ＝ － ８ ．

经第 ２次迭代得到的结果如表 ３ ．５ ．４ ．

　 　表 　 3 ．5 ．4

x４  

x３  

x１  　 x２  x３ 揪x４ 弿x５ `

　 ２ 6　
１  
２

０ ┅１ z　
１ z
２

　 ６ y
－ １ 6　

１  
２

１ ┅０ z－
１ z
２

　 ０ y
　 ３ 6－

７  
２

０ ┅０ z　
１ z
２

－ ８ y
　 u 　 l l

　 　下面进行第 ３次迭代 ．这时 R１ ＝ ２ ，５ ，R２ ＝ １ ．根据（３ ．５ ．９）式 ，下标 k ＝ ５ ∈ R１ ．第
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５列为主列 ．

β１ ＝
６ － ０
１
２

＝ １２ ，　 β２ ＝
２ － ０

－ －
１
２

＝ ４ ，

β３ ＝ ∞ ， Δ５ ＝ β２ ＝ ４ （r ＝ ２） ．

以 y２５ ＝ －
１
２
为主元进行主元消去（右端列除外） ．再根据下列计算结果修改右端列 ：

x４
x３

＝
６

０
－ ４

１
２

－
１
２

＝
４

２
，

进基变量 x５ ＝ l５ ＋ Δ５ ＝ ０ ＋ ４ ＝ ４ ，x３ 离基后取上界数值 ．目标函数值

f ３ ＝ f ２ － （z５ － c５ ） Δ５ ＝ － ８ －
１
２

× ４ ＝ － １０ ．

迭代结果如表 ３ ．５ ．５所示 ．

表 　 3 ．5 ．5

x４  

x５  

x１  x２ 眄x３ 揪x４ 弿x５ `

１  　 １  　 １ 刎１ z０ K　 ４ y
２  － １  － ２ 刎０ z１ K　 ４ y
２  － ３  　 １ 刎０ z０ K－ １０ 悙
u 　 l 　 u

　 　根据定理 ３ ．５ ．１ ，已经达到最优解 ．所得到的最优解为

（x１ ，x２ ，x３ ，x４ ，x５ ） ＝ （４ ，０ ，２ ，４ ，４） ，

目标函数最优值为

fmin ＝ － １０ ．

3 ．5 ．4 　找初始基本可行解的方法
如果线性规划（３ ．５ ．１）的初始基本可行解不易确定 ，可以引进人工变量 ，通过解第一

阶段问题求出一个基本可行解（当线性规划（３ ．５ ．１）存在可行解时） ．具体做法是 ：把原来

的变量分别固定在它们的上界或下界 ．计算

bi － ∑
n

j ＝ １

aij x j ＝ b^i ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ．

若 b^i ＜ ０ ，则在加人工变量之前 ，先将第 i个方程两端乘以（ － １） ，再把人工变量加到每个

方程的左端 ．解下列一阶段问题 ：
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min 　 eT xa

s ．t ． Ax ＋ xa ＝ b ， （３ ．５ ．２４）

l ≤ x ≤ u ，

xa ≥ 0 ，

其中 e＝ （１ ，⋯ ，１）
T 是分量全为 １的 m维列向量 ，

xa ＝ （xn＋ １ ，⋯ ，xn＋ m ）
T
．

求得初始基本可行解后 ，再极小化（或极大化）原来的目标函数 ．如果线性规划 （３ ．５ ．２４）

的最优值大于零 ，则线性规划（３ ．５ ．１）无可行解 ．

倡 3 ．6 　分 解 算 法
3 ．6 ．1 　主规划与子规划
　 　前面介绍的一些算法 ，从理论上说 ，已经解决了线性规划的求解问题 ．但是有些大的

线性规划问题 ，包含的变量和约束很多 ，以致它们的求解在计算机上很难实现 ．因此需要

研究一些特殊的技巧和算法 ．分解算法就是为解决这一问题而提出的一种方法 ．它的基本

思想是 ，把大规模问题分解成若干个规模较小的问题 ，并通过求解这一系列小型线性规划

问题 ，求得原来问题的最优解 ．下面我们来研究分解的方法 ．

考虑线性规划问题

min cx
s ．t ． Ax ＝ b ，

x ∈ S ，

（３ ．６ ．１）

其中 A是 m × n矩阵 ，A的秩为 m ，S是由线性方程及不等式定义的多面集 ．我们暂且假

设 S有界 ，在后面将去掉这个限制 ．

由于 S是有界多面集 ，因此当它非空时 ，一定存在有限个极点 ，记作 x（１） ，⋯ ，x（ t） ．根

据定理 １ ．４ ．１ ，S中任一点 x可以表示成这些极点的凸组合 ，即

x ＝ ∑
t

j ＝ １

λj x（ j）
， （３ ．６ ．２）

∑
t

j ＝ １

λj ＝ １ ， （３ ．６ ．３）

λj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，t ， （３ ．６ ．４）

这样 ，可把线性规划（３ ．６ ．１）化成以 λj 为变量的等价的线性规划问题 ：
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min 　 ∑
t

j ＝ １

（cx（ j）
）λj

s ．t ． ∑
t

j ＝ １

（Ax（ j）
）λj ＝ b ， （３ ．６ ．５）

∑
t

j ＝ １

λj ＝ １ ，

λj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，t ，
我们称线性规划（３ ．６ ．５）为线性规划问题（３ ．６ ．１）的主规划 ．

线性规划（３ ．６ ．５）中含有 m ＋ １个等式约束 ，系数矩阵的第 j列和右端列分别是
Ax（ j）

１
　 和 　

b
１

．

　 　显然 ，问题转化成线性规划（３ ．６ ．５）后 ，约束个数大大减少 ．但是 ，要给定线性规划

（３ ．６ ．５）就需求出所有极点 x（ j） （ j ＝ １ ，⋯ ，t） ．由于 t通常是很大的数 ，要事先求出 S的所
有极点是十分困难的 ．因此需要找到一种不必事先求出所有极点就能解主规划的算法 ．这

种愿望可以通过修正单纯形方法来实现 ．

设已知线性规划（３ ．６ ．５）的一个可行基 B ，相应的基变量组成 m＋ １维向量

λB ＝ （λ１ ，⋯ ，λm＋ １ ）
T
，

B已知自然意味着 S 的极点 x（１）
，⋯ ，x（m ＋ １）已知 ．运用修正单纯形法解主规划时 ，给定现

行基的逆 B－ １以后 ，关键是选择最大判别数 ．为书写方便 ，用 c^j 表示目标函数中变量 λj 的

系数 ，记作 c^ j ＝ cx（ j） ．下面分析怎样求最大判别数 z k － ck ．令单纯形乘子 c^BB － １
＝ （w ，α） ，则

z k － c^k ＝ max
１ ≤ j ≤ t

z j － c^j ＝ max
１ ≤ j ≤ t

（w ，α）
Ax（ j）

１
－ cx（ j）

＝ max
１ ≤ j ≤ t

（wA － c）x（ j） ＋ α ． （３ ．６ ．６）

按通常做法 ，需要求出所有判别数 z j － c^j ，再从中选择最大数 ，这就需要求出所有极点

x（ j）
．这种方法现在并不可取 ，对一切运算均应避免直接求出 S的所有极点 ．由于 S是有

界多面集 ，线性函数的最优值总能在极点上达到（当最优值存在时） ．因此可通过解线性规

划问题

max 　 （wA － c）x ＋ α

s ．t ．　 x ∈ S （３ ．６ ．７）

来获得最大判别数 ．称（３ ．６ ．７）式为线性规划问题（３ ．６ ．１）的子规划 ．

设用单纯形方法求得子规划的最优解 x（k） ，显然 x（k）是 S的一个极点 ．最优值是

（wA － c）x（k） ＋ α ，

这个最优值就是主规划在基 B下的最大判别数 ．即

zk － c^k ＝ （wA － c）x（k） ＋ α ． （３ ．６ ．８）
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　 　如果 zk － c^k ＝ ０ ，那么主规划的现行基本可行解就是最优解 ．

如果 zk － c^k ＞ ０ ，则变量 λk 为进基变量 ，再计算主列 ，按最小比值规则确定离基变量 ．

经主元消去得到主规划（３ ．６ ．５）的一个新的基本可行解 ．然后再解对应新基的子规划 ，求

主规划的最大判别数 ．重复以上过程 ，直至求出主规划的最优解 ．

由以上分析可知 ，主规划的基变量所对应的极点已知 ，它们或者是最初给定的 ，或者

是在迭代过程中得到的 ．因此 ，求出主规划的最优解后 ，容易计算出原来问题（３ ．６ ．１）的最

优解 珔x ，即

珔x ＝ ∑
t

j ＝ １

λj x（ j）
＝ ∑

j ∈ JB
λ j x（ j）

， （３ ．６ ．９）

其中 JB 是主规划（３ ．６ ．５）的最优解中基变量的下标集 ．

值得注意 ，当约束为不等式 Ax ≤ b（或者 Ax ≥ b）时 ，需要引进松弛变量 ，这时在迭代

过程中还要检查对应非基松弛变量的判别数 ．

3 ．6 ．2 　计算步骤
（１）给定主规划的一个可行基 B ，计算出 B－ １

，令

（w ，α） ＝ c^BB－１
，　 珔b ＝ B－１ b

１
．

构造初表如表 ３ ．６ ．１ ．

　 　 表 　 3 ．6 ．1

λB

w　 　 　 　 α c^B b－

B－ １ b－

　 　 （２）解子规划

max 　 （wA － c）x ＋ α

s ．t ． x ∈ S ，

得到最优解 x（k） ，令

zk － ck ＝ （wA － c）x（k） ＋ α ．

　 　 （３）若 zk － ck ＝ ０ ，则停止迭代 ，主规划的现行基本可行解是最优解 ，计算线性规划

（３ ．６ ．１）的最优解

珔x ＝ ∑
j ∈ JB

λj x（ j）
．

若 zk － ck ＞ ０ ，则进行下一步 ．

（４）计算主列 ，令
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yk ＝ B－１ Ax（k）

１
，

组成表 ３ ．６ ．２ ．

　 　 表 　 3 ．6 ．2

λB

w　 　 　 α c^B b－

B－ １ b－

λk

zk － c^k

yk

　 　令

珔br

y r k
＝ min

１ ≤ i ≤ m＋ １

珔bi

y i k
y ik ＞ ０ ，

以 yrk为主元进行主元消去 ．去掉原来的主列 ，转步骤（２） ．

例 3 ．6 ．1 　用分解算法解下列问题 ：

min 　 x１ － ２ x２ － x３ 　 　 　 　

s ．t ． － x１ ＋ x２ ＋ ２ x３ ≤ ２ ，

x１ ＋ x２ － x３ ≤ ４ ，

x１ ＋ ２ x２ ≤ ４ ，

x２ ＋ x３ ≤ ４ ，

x２ － x３ ≤ １ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

　 　解 　首先把约束条件分成两组 ，前两个约束的系数矩阵和右端分别记作

A ＝
－ １ １ ２

１ １ － １
　 和 　 b ＝

２

４
，

把满足其余约束的点集记作 S ，即

S ＝ x

x１ ＋ ２ x２ 　 　 ≤ ４

　 　 　 x２ ＋ x３ ≤ ４

　 　 　 x２ － x３ ≤ １

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０

，

目标函数系数向量记作

c ＝ （１ ，－ ２ ，－ １） ．

　 　引进松弛变量

瓫 ＝
v１
v２ ，

得到主规划
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min 　 ∑
t

j ＝ １

c^ jλj 　 　 　 　 　 　 　

s ．t ． ∑
t

j ＝ １

（Ax（ j）
）λj ＋ 瓫 ＝ b ，

∑
t

j ＝ １

λj ＝ １ ，

λj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，t ，
瓫 ≥ 0 ．

　 　为得到主规划的一个初始基本可行解 ，需找出集合 S的一个极点 ．显然

x（１） ＝ （０ ，０ ，０）
T

就是一个极点（参见第 ２章习题 ４） ，对应的变量是 λ１ ．在主规划中 ，λ１ 所对应的列

Ax（１）

１
＝

０

０

１

，

这样 ，初始基变量是 v１ ，v２ ，λ１ ，基矩阵

B ＝

１ ０ ０

０ １ ０

０ ０ １

，

基变量在目标函数中的系数 ，分别是 ０ ，０及

c^１ ＝ cx（１）
＝ （１ ，－ ２ ，－ １）（０ ，０ ，０）

T
＝ ０ ，

即

c^B ＝ （０ ，０ ，０） ．

单纯形乘子

（w ，α） ＝ c^BB－１
＝ （０ ，０ ，０） ，

右端列

珔b ＝ B－１ b
１

＝

１ ０ ０

０ １ ０

０ ０ １

２

４

１

＝

２

４

１

，

目标函数值

f ＝ c^B珔b ＝ （０ ，０ ，０）（２ ，４ ，１）
T
＝ ０ ．

构造初表如下 ：

v１  
v２  
λ１ �

０  ０ ┅０ 4０  
１  ０ ┅０ 4２  
０  １ ┅０ 4４  
０  ０ ┅１ 4１  
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　 　第 １次迭代 ．按照（３ ．６ ．７）式写出子规划

max 　 － x１ ＋ ２ x２ ＋ x３
s ．t ． x１ ＋ ２ x２ ≤ ４ ，

x２ ＋ x３ ≤ ４ ，

x２ － x３ ≤ １ ，

　 　 x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ，

用单纯形方法求得子规划的最优解

x（２） ＝

０

２

２

，

目标函数最优值

Zmax ＝ ６ ，

因此最大判别数

z２ － c^２ ＝ ６ ，

计算主列

y２ ＝ B－１ Ax（２）

１
＝

６

０

１

．

构造下表 ：

v１  

v２  

λ１ �

０ M０ 刎０ c０ 鬃
１ M０ 刎０ c２ 鬃
０ M１ 刎０ c４ 鬃
０ M０ 刎１ c１ 鬃

λ２ *

６  
６

０  
１  

以 y２ 的第 １个分量为主元 ，经主元消去得到

λ２ �

v２  

λ１ �

－ １ 痧０ L０ 鬃－ ２  
　

１ 痧
６

０ L０ 鬃　
１  
３

　 ０ 痧１ L０ 鬃　 ４  
－

１ 痧
６

０ L１ 鬃　
２  
３
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　 　第 ２次迭代 ．w＝ （ － １ ，０） ，α＝ ０ ，子规划是

max 　 x２ － x３ 　 　 　 　 　

s ．t ． x１ ＋ ２ x２ ≤ ４ ，

x２ ＋ x３ ≤ ４ ，

x２ － x３ ≤ １ ，

　 x１ ，x１ ，x３ ≥ ０ ，

用单纯形方法解子规划 ，得最优解

x（３） ＝ （０ ，１ ，０）
T
．

目标函数最优值 Zmax ＝ １ ，对松弛变量 v１ ，判别数 w１ ＝ － １ ，因此最大判别数是 z３ － c^３ ＝ １ ．

计算主列

y３ ＝ B－１ Ax（３）

１
＝

１
６

０ ０

０ １ ０

－
１
６

０ １

１

１

１

＝

１
６

１

５
６

．

构造下表 ：

λ２ �

v２  

λ１ �

－ １  ０  ０ 5－ ２  
　

１  
６

０  ０ 5１ 鬃
３

　 ０  １  ０ 5４ 鬃
－

１  
６

０  １ 5２ 鬃
３

λ３ 0

１ "
１ "
６

１ "
５ "
６

经主元消去得到 ：

λ２ �

v２  

λ３ �

－
４ 痧
５

０ L－
６  
５

－
１４ 3
５

　
１ 痧
５

０ L－
１  
５

　
１  
５

　
１ 痧
５

１ L－
６  
５

　
１６ 3
５

－
１ 痧
５

０ L　
６  
５

　
４  
５

　 　第 ３次迭代 ．由上表知

w ＝ －
４
５

，０ ，　 α ＝ －
６
５

．
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子规划为

max 　 －
１
５

x１ ＋
６
５

x２ －
３
５

x３ －
６
５

s ．t ． x１ ＋ ２ x２ 　 　 ≤ ４ ，

　 　 x２ ＋ x３ ≤ ４ ，

　 　 x２ － x３ ≤ １ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

　 　用单纯形方法解子规划 ，得最优解

x（４） ＝ （０ ，２ ，１）
T
，

目标函数最优值

Zmax ＝
３
５

．

对 v１ ，判别数是 －
４
５

．因此最大判别数

z４ － c^４ ＝
３
５

．

计算主列

y４ ＝ B－１ Ax（４）

１
＝

１
５

０ －
１
５

１
５

１ －
６
５

－
１
５

０
６
５

４

１

１

＝

３
５

３
５

２
５

．

构造下表 ：

λ２ �

v２  

λ３ �

－
４  
５

０  －
６ c
５

－
１４  
５

　
１  
５

０  －
１ c
５

　
１  
５

　
１  
５

１  －
６ c
５

　
１６  
５

－
１  
５

０  　
６ c
５

　
４  
５

λ４ 0

３ "
５

３ "
５

３ "
５

２ "
５

经主元消去得到
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λ４ �

v２  

λ３ �

－ １ 痧０ L－ １  － ３  
　

１ 痧
３

０ L－
１  
３

　
１  
３

　 ０ 痧１ L－ １  　 ３  
－

１ 痧
３

０ L　
４  
３

　
２  
３

　 　第 ４次迭代 ．由上表知 w＝ （ － １ ，０） ，α＝ － １ ，子规划为

max 　 x２ － x３ － １ 　 　 　

s ．t ． x１ ＋ ２ x２ ≤ ４ ，

x２ ＋ x３ ≤ ４ ，

x２ － x３ ≤ １ ，

　 　 x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

用单纯形法解子规划 ，得最优解 x（５） ＝ （０ ，１ ，０）
T
，最优值 Zmax ＝ ０ ，对应松弛变量的判别数

分别是（ － １）和 ０ ，因此最大判别数

z５ － c^５ ＝ ０ ．

　 　主规划达到最优解 ．最优解中的基变量分别为

λ３ ＝
２
３

，　 λ４ ＝
１
３

，　 v２ ＝ ３ ．

因此原来问题的最优解为

珔x ＝ λ３ x（３） ＋ λ４ x（４） ＝
２
３

０

１

０

＋
１
３

０

２

１

＝

０

４
３

１
３

，

目标函数最优值为

fmin ＝ － ３ ．

3 ．6 ．3 　初始基本可行解
用修正单纯形法解主规划时 ，先要找出一个基本可行解 ．一般方法是化为标准形式后

加上人工变量 ，解第一阶段问题 ．但在某些情形下 ，不必加人工变量 ，就能找出一个基本可

行解 ．比如 ，原来问题转化成下列不等式约束问题 ：
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min ∑
t

j ＝ １

（cx（ j）
）λj

s ．t ． ∑
t

j ＝ １

（Ax（ j）
）λj ≤ b ，

∑
t

j ＝ １

λj ＝ １ ，

λj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，t ．

（３ ．６ ．１０）

如果容易求出 S的一个极点 x（１）
，使 Ax（１） ≤ b ，那么就很容易找到一个基本可行解 ．我们

引进松弛变量 ，把问题（３ ．６ ．１０）的约束条件化成

瓫 ＋ （Ax（１）
）λ１ ＋ ∑

t

j ＝ ２

（Ax（ j）
）λj ＝ b ，

　 　 　 　 　 λ１ 　 　 　 ＋ ∑
t

j ＝ ２

λj ＝ １ ， （３ ．６ ．１１）

λj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，t ，
瓫 ≥ 0 ，

其中 b≥ 0 ，瓫 是由松弛变量构成的 m维列向量 ．矩阵

B ＝
I Ax（１）

0 １

是可逆矩阵 ，它的逆

B－１
＝

I － Ax（１）

0 １
．

由于

B－１
b
１

＝
I － Ax（１）

0 １

b
１

＝
b － Ax（１）

１
≥ 0 ，

因此 B是可行基 ．v１ ，⋯ ，vm ，λ１ 是相应的基变量 ，它们的取值是

瓫

λ１
＝

b － Ax（１）

１
，

其余变量 λj （ j ＝ ２ ，⋯ ，t）是非基变量 ，均取零值 ．至于 t的具体数值是什么 ，并不要求事先

知道 ．给出基本可行解后 ，就可以计算单纯形乘子及目标函数值

w ＝ c^BB－１
＝ （0 ，cx（１）

）
I － Ax（１）

0 １
＝ （0 ，cx（１）

） ，

f ＝ c^B 瓫

λ１
＝ cx（１）

，
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这样就能构造主规划的初表如表 ３ ．６ ．３ ．

表 　 3 ．6 ．3

瓫

λ１  

0 cx（１） cx（１）

I － Ax（１） b － Ax（１）

０ <１  １ 排
3 ．6 ．4 　多面集 S无界的情形
现在假设（３ ．６ ．１）式中 S是无界多面集 ．根据定理 １ ．４ ．１ ，任意 x∈ S可用极点和极方

向表示 ：

x ＝ ∑
t

j ＝ １

λj x（ j）
＋ ∑

l

j ＝ １

μj d（ j）
，

∑
t

j ＝ １

λj ＝ １ ， （３ ．６ ．１２）

λj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，t ，
μj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l ，

其中 x（ j）是 S的极点 ，d（ j）是 S的极方向 ．利用（３ ．６ ．１２）式可把问题（３ ．６ ．１）化成以 λj 和

μ j 为变量的等价的线性规划问题

min 　 ∑
t

j ＝ １

（cx（ j）
）λj ＋ ∑

l

j ＝ １

（cd（ j）
）μj

s ．t ．　 ∑
t

j ＝ １

（Ax（ j）
）λj ＋ ∑

l

j ＝ １

（Ad（ j）
）μj ＝ b ，

∑
t

j ＝ １

λj ＝ １ ，

λj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，t ，
μj ≥ ０ ，　 j － １ ，⋯ ，l ．

（３ ．６ ．１３）

称线性规划问题（３ ．６ ．１３）为（３ ．６ ．１）式的主规划 ．仍然用修正单纯形方法解此主规划 ．

给定线性规划（３ ．６ ．１３）的一个可行基 B以后 ，通过求解子规划

max 　 （wA － c）x ＋ α

s ．t ．　 x ∈ S （３ ．６ ．１４）

求最大判别数 ，以便确定现行基本可行解是否为最优解 ，以及未达到最优解时选择那个变

量作为进基变量 ．这个子规划的推导过程 ，与有界情形类似 ，这里不再重复 ．下面分析怎样

通过解子规划（３ ．６ ．１４）来确定主规划（３ ．６ ．１３）是否达到最优解 ．
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下面先来观察判别数的表达式 ．在主规划（３ ．６ ．１３）中 ，对于变量 λj ，判别数

z j － c^j ＝ （w ，α）
Ax（ j）

１
－ cx（ j）

＝ （wA － c）x（ j） ＋ α ， （３ ．６ ．１５）

对于变量 μj ，判别数

z j － c^j ＝ （w ，α）
Ad（ j）

０
－ cd（ j）

＝ （wA － c）d（ j） ． （３ ．６ ．１６）

　 　如果主规划是极小化问题 ，则当上述判别数均小于或等于零时 ，达到最优解 ．

现在分析求解子规划的结果 ．概括起来 ，有两种情形 ：

（１）子规划（３ ．６ ．１４）的目标函数值在可行域 S上无界 ．这时 ，根据定理 ２ ．２ ．２ ，对于

这个极大化问题 ，存在极方向 d（k） ，使

（wA － c）d（k） ＞ ０ ，

由（３ ．６ ．１６）式可知 ，（wA － c）d（k）恰是主规划中对应变量 μj 的判别数 ．由于对任一非基变
量 ，只要相应的判别数大于零 ，它就可以作为进基变量 ，因此令

zk － c^k ＝ （wA － c）d（k） ，

选择 μk 作为进基变量 ，主列

yk ＝ B－１ Ad（k）

０
．

　 　 （２）求解结果得到子规划（３ ．６ ．１４）的最优解 ．这时 ，根据定理 ２ ．２ ．２ ，对于可行域 S
的所有极方向 d（ j）

，均有

（wA － c）d（ j） ≤ ０ ．

根据（３ ．６ ．１６）式 ，在主规划中 ，对于所有变量 μj ，有 z j － c^j ≤ ０ ．另一方面 ，由（３ ．６ ．１５）式可

知 ，子规划的最优值等于主规划中对应 λj 的最大判别数 ．因此令

zk － c^k ＝ （wA － c）x（k） ＋ α ．

　 　若 zk － c^k ≤ ０ ，则主规划的现行基本可行解是最优解 ．

若 zk － c^k ＞ ０ ，则 λk 作为进基变量 ，主列为

yk ＝ B－１ Ax（k）

１
．

　 　例 3 ．6 ．2 　用分解算法解下列问题 ：

min 　 x１ － x２ － x３ 　 　 　

s ．t ． ２ x１ ＋ x２ － x３ ≤ ４ ，

x１ － x２ ≤ ２ ，

２ x１ － x２ ≤ ４ ，

x３ ≤ １ ，

　 x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

　 　解 　现将约束分作两组 ，第 １个约束记作
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Ax ≤ b ，
其中 A＝ （２ ，１ ，－ １） ，b＝ ４ ．把满足其余约束的点集记作 S ，即

S ＝ x

x１ － x２ ≤ ２

２ x１ － x２ ≤ ４

　 x３ ≤ １

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０

．

引进松弛变量 v ，主规划是

min 　 ∑
t

j ＝ １

（cx（ j）
）λj ＋ ∑

l

j ＝ １

（cd（ j）
）μj

s ．t ． ∑
t

j ＝ １

（Ax（ j）
）λj ＋ ∑

l

j ＝ １

（Ad（ j）
）μj ＋ v ＝ b ，

∑
t

j ＝ １

λj ＝ １ ，

λj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，t ，
μj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l ，
v ≥ ０ ．

　 　取 S的一个极点 x（１）
＝ （０ ，０ ，０）

T
，显然有 Ax（１） ≤ b ．v ，λ１ 作为初始基变量 ．基矩阵

B ＝
１ Ax（１）

０ １
＝

１ ０

０ １
，　 B－１

＝
１ ０

０ １
，

在主规划的目标函数中 ，基变量的系数向量

c^B ＝ （０ ，cx（１）
） ＝ （０ ，０）

在基 B下单纯形乘子
（w ，α） ，＝ c^BB－１

＝ （０ ，０） ，

约束方程的右端

珔b ＝ B－１
b
１

＝
４

１
．

目标函数值 f ＝ c^B珔b ＝ ０ ，初表如下 ：

v

λ１  

０ <０  ０ 排
１ <０  ４ 排
０ <１  １ 排

　 　第 １次迭代 ．

wA － c ＝ （０）（２ ，１ ，－ １） － （１ ，－ １ ，－ １） ＝ （－ １ ，１ ，１） ．

根据（３ ．６ ．１４）式写出子规划问题
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max 　 － x１ ＋ x２ ＋ x３
s ．t ． x１ － x２ ≤ ２ ，

２ x１ － x２ ≤ ４ ，

x３ ≤ １ ，

　 　 x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

左端分别加上松弛变量 x４ ，x５ 和 x６ ，把上述问题化成标准形式

max 　 － x１ ＋ x２ ＋ x３ 　 　 　 　 　 　 　

s ．t ． x１ － x２ ＋ x４ ＝ ２ ，

２ x１ － x２ ＋ x５ ＝ ４ ，

x３ ＋ x６ ＝ １ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，６ ．

用单纯形方法解子规划 ，x４ ，x５ ，x６ 作为基变量 ，初始单纯形表如下 ：

x４  

x５  

x６  

x１ 篌x２ g　 x３  x４ Ox５ 妹x６ 7

１ 哌－ １ 亖　 ０ 貂１ ;０ �０ #２ "
２ 哌－ １ 亖　 ０ 貂０ ;１ �０ #４ "
０ 哌　 ０ 亖　 １ ０ ;０ �１ #１ "
１ 哌－ １ 亖－ １ 貂０ ;０ �０ #０ "

以 y３３ ＝ １为主元 ，经主元消去得到下表 ：

x４  

x５  

x３  

x１ 篌　 x２ 枛x３ 圹x４ Ox５ 妹x６ 7

１ 哌－ １ 亖０ 乔１ ;０ �０ #２ "
２ 哌－ １ 亖０ 乔０ ;１ �０ #４ "
０ 哌　 ０ 亖１ 乔０ ;０ �１ #１ "
１ 哌－ １ 亖０ 乔０ ;０ �１ #１ "

这时 ，

zk － ck ＝ z２ － c２ ＝ － １ ，　 y２ ＝ （－ １ ，－ １ ，０）
T
，

因此子规划的目标函数值在可行域上无界 ．

由上表易知 ，d（１） ＝ （０ ，１ ，０）
T 是 S的一个极方向（参见本章习题 ６） ．主规划中 ，对于

变量 μ１ ，判别数

z１ － c^１ ＝ （wA － c）d（１） ＝ １ ．

计算主列

y１ ＝ B－１ Ad（１）

０
＝

１ ０

０ １

１

０
＝

１

０
，
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组成下表 ：

v

λ１ �

０ *０ c０ 鬃
１ *０ c４ 鬃
０ *１ c１ 鬃

μ１ 3

１ "
１

０ "
经主元消去得到

μ１  

λ１  

－ １ 櫃０ 棗－ ４ P
　 １ 櫃０ 棗　 ４ P
　 ０ 櫃１ 棗　 １ P

　 　第 ２次迭代 ．由上表知 w ＝ － １ ，α＝ ０ ，

wA － c ＝ （－ １）（２ ，１ ，－ １） － （１ ，－ １ ，－ １） ＝ （－ ３ ，０ ，２） ．

子规划为

max 　 － ３ x１ ＋ ２ x３ 　 　

s ．t ． x１ － x２ ≤ ２ ，

２ x１ － x２ ≤ ４ ，

x３ ≤ １ ，

　 　 x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ，

分别加上松弛变量 x４ ，x５ ，x６ ，把上述问题化成标准形式 ，再用单纯形方法求解子规划 ，迭

代情况如下表 ：

x４  

x５  

x６  

x１ 篌x２ g　 x３  x４ Ox５ 妹x６ 7

１ 哌－ １ 亖　 ０ 貂１ ;０ �０ #２ "
２ 哌－ １ 亖　 ０ 貂０ ;１ �０ #４ "
０ 哌　 ０ 亖　 １ ０ ;０ �１ #１ "
３ 哌　 ０ 亖－ ２ 貂０ ;０ �０ #０ "

x４  

x５  

x３  

１ 儋－ １ {　 ０ 镲１ 5０ ┅０  ２  
２ 儋－ １ {　 ０ 镲０ 5１ ┅０  ４  
０ 儋　 ０ {　 １ 镲０ 5０ ┅１  １  
３ 儋　 ０ {　 ０ 镲０ 5０ ┅２  ２  
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得到 S的一个极点
x（２） ＝ （x２ ，x２ ，x３ ）T ＝ （０ ，０ ，１）

T
．

在主规划中 ，最大判别数 z２ － c^２ ＝ ２ ，计算主列

y２ ＝ B－１ Ax（２）

１
＝

１ ０

０ １

－ １

１
＝

－ １

１
，

构成下表 ：

μ１  

λ１ �

－ １ *０ 刎－ ４ è
　 １ *０ 刎　 ４ è
　 ０ *１ 刎　 １ è

λ２ 0

　 ２ P
－ １ P

　 １

经主元消去得到

μ１  

λ２  

－ １ 櫃－ ２ 破－ ６ P
　 １ 櫃　 １ 破　 ５ P
　 ０ 櫃　 １ 破　 １ P

　 　第 ３次迭代 ．由上表知 ，w ＝ － １ ，α＝ － ２ ，

wA － c ＝ （－ １）（２ ，１ ，－ １） － （１ ，－ １ ，－ １） ＝ （－ ３ ，０ ，２） ，

子规划为

max 　 － ３ x１ ＋ ２ x３ － ２

s ．t ． x１ － x２ ≤ ２ ，

２ x１ － x２ ≤ ４ ，

　 x３ ≤ １ ，

　 　 x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

　 　用单纯形方法解子规划 ：

x４  

x５  

x６  

x１ 篌　 x２ 枛　 x３  x４ Ox５ 妹x６ 7

１ 哌－ １ 亖　 ０ 貂１ ;０ �０ #　 ２ P
２ 哌－ １ 亖　 ０ 貂０ ;１ �０ #　 ４ P
０ 哌　 ０ 亖　 １ ０ ;０ �１ #　 １ P
３ 哌　 ０ 亖－ ２ 貂０ ;０ �０ #－ ２ P
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x４  

x５  

x３  

１ 哌－ １ 亖０ 乔１ ;０ �０ #２ "
２ 哌－ １ 亖０ 乔０ ;１ �０ #４ "
０ 哌　 ０ 亖１ 乔０ ;０ �１ #１ "
３ 哌　 ０ 亖０ 乔０ ;０ �２ #０ "

子规划的最优解（x１ ，x２ ，x３ ） ＝ （０ ，０ ，１） ，最优值 Zmax ＝ ０ ．

此时 ，主规划的最大判别数 zk － c^k ＝ ０ ，达到最优解 ．主规划的最优解是 ：基变量 μ１ ＝

５ ，λ２ ＝ １ ；非基变量均取零值 ．

主规划的最优值为

fmin ＝ － ６ ．

　 　原来问题的最优解为

珔x ＝ λ２ x（２） ＋ μ１ d（１） ＝ １ ·

０

０

１

＋ ５ ·

０

１

０

＝

０

５

１

．

　 　目标函数的最优值为

fmin ＝ － ６ ．

3 ．6 ．5 　可分解为多个子规划的情形
某些线性规划问题中 ，约束条件具有特殊结构 ，问题的求解能够分解为求解主规划和

若干个子规划 ．这类问题一般表示如下 ：

min 　 c１ x１ ＋ c２ x２ ＋ ⋯ ＋ cp xp 　 　 　 　 　

s ．t ． A１ x１ ＋ A２ x２ ＋ ⋯ ＋ Ap xp ＝ b ，

B１ x１ ≤ b１ ，

B２ x２ ≤ b２ ，

⋯ 　 　 　

Bp xp ≤ bp ，

　 　 　 x１ ，x２ ，⋯ ，xp ≥ 0 ， （３ ．６ ．１７）

其中 ，ci 是 ni 维行向量 ，Ai 是m × ni 矩阵 ，b是 m维列向量 ，Bi 是mi × ni 矩阵 ，bi 是mi 维

列向量 ．向量

xi ＝ （xi
１
，xi

２
，⋯ ，xini

）
T

（３ ．６ ．１８）

由 ni 个变量组成 ．记

Si ＝ Xi Bixi ≤ bi ，xi ≥ 0 ，　 i ＝ １ ，⋯ ，p ， （３ ．６ ．１９）

这种形式的线性规划称为可分解的线性规划问题 ．它包含
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∑
p

i ＝ １

ni

个变量 ，除非负限制外 ，包含

m ＋ ∑
p

i ＝ １

mi

个等式和不等式约束 ．

根据定理 １ ．４ ．１ ，集合 Si 中的每个元素 x i 可以表示为

xi ＝ ∑

ti

j ＝ １

λij x（ j）
i ＋ ∑

l i

j ＝ １

μij d（ j）
i ， （３ ．６ ．２０）

∑

ti

j ＝ １

λij ＝ １ ，

λij ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，ti ，
μij ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，li ，

其中 ，x（ j）i 和 d（ j）
i 分别是 S i 的极点和极方向 ．把各 Si 的元素均按（３ ．６ ．２０）式表示 ，得到线

性规划（３ ．６ ．１７）的主规划如下 ：

min ∑
p

i ＝ １
∑

ti

j ＝ １

（cix（ j）
i ）λij ＋ ∑

p

i ＝ １
∑

l i

j ＝ １

（cid（ j）
i ）μij

s ．t ． ∑
p

i ＝ １
∑

ti

j ＝ １

（Aix（ j）
i ）λij ＋ ∑

p

i ＝ １
∑

l i

j ＝ １

（Aid（ j）
i ）μij ＝ b ，

∑

ti

j ＝ １

λij ＝ １ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，p ，

λij ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，ti ，i ＝ １ ，⋯ ，p ，

μij ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，li ，i ＝ １ ，⋯ ，p ．

（３ ．６ ．２１）

　 　这个问题是以 λij和 μ ij为变量的线性规划问题 ，它有 m ＋ p 个约束方程 ．λij和 μ ij所对

应的系数矩阵中的列分别是

Aix（ j）
i

ei
　 和 　

Aid（ j）
i

0
，

其中 ei 是第 i个分量是 １ 、其他分量是零的 p维列向量 ．

设 B是主规划（３ ．６ ．２１）的一个可行基 ，它是 m ＋ p阶可逆矩阵 ，记作

珔b ＝ B－１
b
e

，

其中 e＝ （１ ，⋯ ，１）
T 是分量全为 １的 p维列向量 ．单纯形乘子记作
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c^BB－１
＝ （w ，α ） ＝ （w１ ，⋯ ，wm ，α１ ，⋯ ，αp ） ．

对于变量 λij ，判别数

z ij － c^ij ＝ （w ，α ）
Aix（ j）

i

ei
－ cix（ j）

i

＝ （wA i － ci ）x（ j）i ＋ αi ． （３ ．６ ．２２）

对于变量 μij ，判别数

z ij － c^ij ＝ （w ，α ）
Aid（ j）

i

0
－ cid（ j）

i ＝ （wA i － ci ）d（ j）i ， （３ ．６ ．２３）

当所有 z ij － c^ij ≤ ０时 ，现行基本可行解是主规划（３ ．６ ．２１）的最优解 ．

为了判别主规划的基本可行解是否为最优解以及未达到最优解时选择哪个变量进

基 ，需要解子规划

max 　 （wA i － ci ）xi ＋ αi

s ．t ．　 xi ∈ Si ．
（３ ．６ ．２４）

　 　由（３ ．６ ．２４）式表达的子规划共有 p个 ．显然 ，若某个子规划无可行解 ，那么原来的问

题一定是不可行的 ，我们现在假设每个子规划都有可行解 ．

求解第 i个子规划的结果 ，有下列几种可能情形 ：

（１）子规划的目标函数值在可行域 Si 上无上界 ．这时 ，根据定理 ２ ．２ ．２对于这个极

大化问题 ，存在极方向 d（k）i ，使得

（wAi － ci ）d（k）i ＞ ０ ，

根据（３ ．６ ．２３）式 ，这个不等式的左端正是对应变量 μik的判别数 ，因此主规划中 μik作为进

基变量 ，求改进的基本可行解 ．

（２）得到子规划的最优解 x（k）i ．这时 ，若子规划的最优值

（wA i － ci ）x（k）i ＋ αi ≤ ０ ，

则在主规划中 ，所有第 １个下标为 i的变量 λij所对应的判别数均非正 ．再解其他子规划 ，

以便检验其他判别数 ．若

（wA i － ci ）x（k）i ＋ αi ＞ ０ ，

则 λik可作为进基变量 ．或者先不使 λik进基 ，而是求出所有子规划的最优值 ，从中选择最大

数 ，令其对应的变量作为进基变量 ．

用修正单纯形法解主规划时 ，如果有松弛变量 ，那么在迭代过程中要注意检验对应非

基松弛变量的判别数 ，这一点不可忽视 ．

下面举例说明有多个子规划情形的计算过程 ．

例 3 ．6 ．3 　用分解算法解下列问题 ：
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min 　 － x１ ＋ x２ － ３ x３ ＋ ４ x４ 　 　

s ．t ． x１ ＋ x２ ＋ x３ ＋ x４ ≤ １０ ，

２ x１ － x２ ＋ x３ － x４ ≤ ５ ，

x１ ＋ ２ x２ ≤ ５ ，

x１ － x２ ≤ １ ，

－ x３ ＋ x４ ≤ ２ ，

２ x３ ＋ ３ x４ ≤ １５ ，

x１ ，x２ ，x３ ，x４ ≥ ０ ．　

　 　解 　把前两个约束记作 Ax ≤ b ，A＝ A１ ，A２ ，其中

A１ ＝
１ １

２ － １
，　 A２ ＝

１ １

１ － １
，　 b ＝

１０

５
，

相应地 ，记

c ＝ （c１ ，c２ ） ，　 c１ ＝ （－ １ ，１） ，　 c２ ＝ （－ ３ ，４） ，

S１ ＝ x１ ＝
x１
x２

x１ ＋ ２ x２ ≤ ５
x１ － x２ ≤ １
x１ ，x２ ≥ ０

，　 S２ ＝ x２ ＝
x３
x４

－ x３ ＋ x４ ≤ ２

２ x３ ＋ ３ x４ ≤ １５
x３ ，x４ ≥ ０

．

　 　易知 S１ 和 S２ 都是有界集 ，不存在极方向 ，因此这个问题的主规划为

min 　 ∑

t
１

j ＝ １

（c１ x（ j）１ ）λ１ j ＋ ∑

t
２

j ＝ １

（c２ x（ j）２ ）λ２ j 　 　 　

s ．t ． ∑

t
１

j ＝ １

（A１ x（ j）１ ）λ１ j ＋ ∑

t
２

j ＝ １

（A２ x（ j）２ ）λ２ j ≤ b ，

∑

t
１

j ＝ １

λ１ j ＝ １ ，

∑

t
２

j ＝ １

λ２ j ＝ １ ，

λ１ j ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，t１ ，

λ２ j ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，t２ ．

用修正单纯形方法解此问题之前 ，先引进松弛变量瓫 ＝ （v１ ，v２ ）T ，把问题化成标准形式 ．还

要给定一个初始可行基 ．为此取 S１ 的极点

x（１）１ ＝
x１
x２

＝
０

０
，

及 S２ 的极点

311倡
３ ．６ 　分解算法



x（１）２ ＝
x３
x４

＝
０

０
，

显然 ，有

A１ x（１）１ ＋ A２ x（１）２ ≤ b ．
因此 ，取 v１ ，v２ ，λ１１ ，λ２１为初始基变量 ，相应的基矩阵 B ＝ I４ ．单纯形乘子和约束的右端分

别是

（w ，α ） ＝ c^BB－１
＝ （０ ，０ ，c１ x（１）１ ，c２ x（１）２ ） ＝ （０ ，０ ，０ ，０） ，

珔b ＝ B－１

b
１

１

＝

１０

５

１

１

．

　 　求解主规划的初表如下 ：

v１  

v２  

λ１１

λ２１

０ <０ j０ 槝０ 破０ "
１ <０ j０ 槝０ 破１０ "
０ <１ j０ 槝０ 破５ "
０ <０ j１ 槝０ 破１ "
０ <０ j０ 槝１ 破１ "

　 　第 １次迭代 ．解子规划问题

　 　 　 max 　 （wA１ － c１ ）x１ ＋ α１

s ．t ． x１ ∈ S１ ，

即

max 　 x１ － x２
s ．t ． x１ ＋ ２ x２ ≤ ５ ，

x１ － x２ ≤ １ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ，

用单纯形方法求得这个子规划的最优解

x（２）１ ＝
x１
x２

＝
１

０
，

最优值 Z１ max ＝ １ ．

再解子规划

max 　 （wA２ － c２ ）x２ ＋ α２

s ．t ． x２ ∈ S２ ，
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即

max ３ x３ － ４ x４
s ．t ． － x３ ＋ x４ ≤ ２ ，

２ x３ ＋ ３ x４ ≤ １５ ，

x３ ，x４ ≥ ０ ．

　 　这个子规划的最优解和最优值分别是

x（２）２ ＝
x３
x４

＝

１５
２

０

，

Z２ max ＝
４５
２

．

由于子规划的最优值是主规划中对应某个变量的判别数 ，又因为

Z２ max ＞ Z１ max ，
因此 λ２２作为进基变量 ．

计算主列

y（２）２ ＝ B－１

A２ x（２）２

０

１

＝

１５
２

１５
２

０

１

．

构造下表 ：

v１  

v２  

λ１１

λ２１

０ M０  ０ 镲０ 览０ 鬃

１ M０  ０ 镲０ 览１０ 铑

０ M１  ０ 镲０ 览５ 鬃
０ M０  １ 镲０ 览１ 鬃
０ M０  ０ 镲１ 览１ 鬃

λ２２

４５ 9
２

１５ 9
２

１５ 9
２

０ "
１ "

经主元消去得到
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v１  

λ２２

λ１１

λ２１

０ <－ ３ 槝　 ０ 破０ 破－ １５ g
１ <－ １ 槝　 ０ 破０ 破　 ５ P
０ <　

２ 槝
１５

　 ０ 破０ 破　
２ P
３

０ <　 ０ 槝　 １ 破０ 破　 １ P
０ <－

２ 槝
１５

－ １ 破１ 破　
１ P
３

　 　第 ２次迭代 ．由上表知 ，w＝ （０ ，－ ３） ，α１ ＝ ０ ，α２ ＝ ０ ，解子规划

max 　 （wA１ － c１ ）x１ ＋ α１

s ．t ．　 x１ ∈ S１ ，

即

max 　 － ５ x１ ＋ ２ x２
s ．t ．　 x１ ∈ S１ ，

得到这个子规划的最优解和最优值 ：

x（３）１ ＝
x１
x２

＝

０

５
２

，

Z１ max ＝ ５ ．

　 　再解子规划

max 　 （wA２ － c２ ）x２ ＋ α２

s ．t ．　 x２ ∈ S２ ，

即

max 　 － x４
s ．t ．　 x２ ∈ S２ ，

得到最优解和最优值 ：

x（３）２ ＝
x３
x４

＝
０

０
，

Z２ max ＝ ０ ．

　 　由两个子规划计算结果可知 ，对于变量 λ１３ ，有最大判别数 ５ ，因此 λ１３作为进基变量 ．

计算主列
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y（３）１ ＝ B－１

A１ x（３）１

１

０

＝

５

－
１
３

１

－
２
３

．

构造下表 ：

v１  

λ２２

λ１１

λ２１

０ M－ ３ M　 ０  ０ 览－ １５  
１ M－ １ M　 ０  ０ 览　 ５  
０ M　

２ M
１５

　 ０  ０ 览　
２  
３

０ M　 ０ M　 １  ０ 览　 １  
０ M－

２ M
１５

－ １  １ 览　
１  
３

λ１３

　 ５ P
　 ５

－
１ P
３

　 １ P
－
２ P
３

经主元消去得到

λ１３

λ２２

λ１１

λ２１

－ １ j－ ２ 槝　 ０ 破０ 破－ ２０ g
　

１ j
５

－
１ 槝
５

　 ０ 破０ 破　 １ P
　

１ j
１５

　
１ 槝
１５

　 ０ 破０ 破　 １ P
－
１ j
５

　
１ 槝
５

　 １ 破０ 破　 ０ P
　

２ j
１５

－
４ 槝
１５

－ １ 破１ 破　 １ P

　 　第 ３次迭代 ．解子规划

max 　 （wA１ － c１ ）x１ ＋ α１

s ．t ．　 x１ ∈ S１

得到最优解和最优值 ：

x（４）１ ＝
x１
x２ ＝

０

０
，

Z１ max ＝ ０ ．

　 　再解子规划

max 　 （wA２ － c２ ）x２ ＋ α２

s ．t ．　 x２ ∈ S２ ，
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得到最优解和最优值 ：

x（４）２ ＝
x３
x４

＝
０

０
，

Z２ max ＝ ０ ．

　 　两个子规划的最优值均为零 ，这表明在主规划中 ，对于变量 λ１ j和 λ２ j ，所有判别数均

小于或等于零 ．对于松弛变量 v１ 和 v２ ，相应的判别数分别是 － １和 － ２ ．因此主规划达到

最优 ，在最优解中 ，基变量的取值分别是

λ１１ ＝ ０ ，　 λ１３ ＝ １ ，　 λ２１ ＝ １ ，　 λ２２ ＝ １ ，

最优值 Zmin ＝ － ２０ ．

原来问题的最优解是

x１ ＝
x１
x２

＝ λ１１ x（１）１ ＋ λ１３ x（３）１ ＝

０

５
２

，

x２ ＝
x３
x４

＝ λ２１ x（１）２ ＋ λ２２ x（２）２ ＝

１５
２

０

．

目标函数的最优值为

fmin ＝ － ２０ ．

　 　关于子规划的可行域无界的情形 ，这里不再举例 ．值得注意 ，对于这种情形 ，书写主规

划时 ，不能丢掉相应的项 ．

现在分解算法已经成为解大规模线性规划问题的一种有力工具 ，并且在其他一些最

优化领域得到推广 ．分解原理作为学习和研究的内容 ，也写入了许多关于线性规划的著

作 ，有关这方面的内容可参见文献［４ ，８］ ．

习 　 　题

　 　 １ ．用单纯形方法解下列线性规划问题 ：

　 　 （１） min 　 － ９ x１ － １６ x２
s ．t ． x１ ＋ ４ x２ ＋ x３ 　 　 ＝ ８０ ，

２ x１ ＋ ３ x２ 　 　 ＋ x４ ＝ ９０ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，４ ．

（２） max x１ ＋ ３ x２
　 　 s ．t ． ２ x１ ＋ ３ x２ ＋ x３ 　 　 ＝ ６ ，

－ x１ ＋ x２ 　 　 ＋ x４ ＝ １ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，４ ．
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（３） max － x１ ＋ ３ x２ ＋ x３
　 　 s ．t ． 　 ３ x１ － x２ ＋ ２ x３ ≤ ７ ，

－ ２ x１ ＋ ４ x２ 　 　 ≤ １２ ，

－ ４ x１ ＋ ３ x２ ＋ ８ x３ ≤ １０ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

（４） min 　 ３ x１ － ５ x２ － ２ x３ － x４
s ．t ． 　 x１ ＋ x２ ＋ x３ 　 　 ≤ ４ ，

４ x１ － x２ ＋ x３ ＋ ２ x４ ≤ ６ ，

－ x１ ＋ x２ ＋ ２ x３ ＋ ３ x４ ≤ １２ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，４ ．

　 　 （５） min 　 － ３ x１ － x２
s ．t ． ３ x１ ＋ ３ x２ ＋ x３ 　 　 ＝ ３０ ，

４ x１ － ４ x２ 　 　 ＋ x４ ＝ １６ ，

２ x１ － x２ 　 　 　 　 ≤ １２ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，４ ．

　 　 ２ ．求解下列线性规划问题 ：

　 　 （１） min 　 ４ x１ ＋ ６ x２ ＋ １８ x３
s ．t ． x１ 　 ＋ ３ x３ ≥ ３ ，

　 　 x２ ＋ ２ x３ ≥ ５ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

（２） max 　 ２ x１ ＋ x２
s ．t ． x１ ＋ x２ ≤ ５ ，

x１ － x２ ≥ ０ ，

６ x１ ＋ ２ x２ ≤ ２１ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

　 　 （３） max 　 ３ x１ － ５ x２
s ．t ． － x１ ＋ ２ x２ ＋ ４ x３ ≤ ４ ，

　 x１ ＋ x２ ＋ ２ x３ ≤ ５ ，

－ x１ ＋ ２ x２ ＋ x３ ≥ １ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

（４） min 　 x１ － ３ x２ ＋ x３
s ．t ． ２ x１ － x２ ＋ x３ ＝ ８ ，

２ x１ ＋ x２ 　 　 ≥ ２ ，

x１ ＋ ２ x２ 　 　 ≤ １０ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

　 　 （５） max 　 － ３ x１ ＋ ２ x２ － x３
　 　 　 　 s ．t ． ２ x１ ＋ x２ － x３ ≤ ５ ，

４ x１ ＋ ３ x２ ＋ x３ ≥ ３ ，

－ x１ ＋ x２ ＋ x３ ＝ ２ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

（６） min 　 ２ x１ － ３ x２ ＋ ４ x３
s ．t ． 　 x１ ＋ x２ ＋ x３ ≤ ９ ，

－ x１ ＋ ２ x２ － x３ ≥ ５ ，

２ x１ － x２ 　 　 ≤ ７ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

　 　 （７） min 　 ３ x１ － ２ x２ ＋ x３
s ．t ． ２ x１ － ３ x２ ＋ x３ ＝ １ ，

２ x１ ＋ ３ x２ 　 　 ≥ ８ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

（８） min 　 ２ x１ － ３ x２
s ．t ． ２ x１ － x２ － x３ ≥ ３ ，

x１ － x２ ＋ x３ ≥ ２ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

　 　 （９） min 　 ２ x１ ＋ x２ － x３ － x４
s ．t ． x１ － x２ ＋ ２ x３ － x４ ＝ ２ ，

２ x１ ＋ x２ － ３ x３ ＋ x４ ＝ ６ ，

x１ ＋ x２ ＋ x３ ＋ x４ ＝ ７ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，４ ．

（１０） max 　 ３ x１ － x２ － ３ x３ ＋ x４
s ．t ． x１ ＋ ２ x２ － x３ ＋ x４ ＝ ０ ，

x１ － x２ ＋ ２ x３ － x４ ＝ ６ ，

２ x１ － ２ x２ ＋ ３ x３ ＋ ３ x４ ＝ ９ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，４ ．
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　 　 ３ ．证明用单纯形方法求解线性规划问题时 ，在主元消去前后对应同一变量的判别数
有下列关系 ：

（z j － cj ）′ ＝ （z j － cj ） －
yr j

y r k
（zk － ck ） ，

其中（z j － cj ）′是主元消去后的判别数 ，其余是主元消去前的数据 ，yr k为主元 ．

４ ．假设一个线性规划问题存在有限的最小值 f０ ．现在用单纯形方法求它的最优解
（最小值点） ，设在第 k次迭代得到一个退化的基本可行解 ，且只有一个基变量为零（x j ＝

０） ，此时目标函数值 f k ＞ f０ ，试证这个退化的基本可行解在以后各次迭代中不会重新
出现 ．

５ ．假设给定一个线性规划问题及其一个基本可行解 ．在此线性规划中 ，变量之和的
上界为 σ ，在已知的基本可行解处 ，目标函数值为 f ，最大判别数是 zk － ck ，又设目标函数
值的允许误差为 ε ，用 f０ 表示未知的目标函数的最小值 ．证明 ：若

z k － ck ≤ ε／σ ，

则
f － f０ ≤ ε ．

　 　 ６ ．假设用单纯形方法解线性规划问题
min cx
s ．t ． Ax ＝ b ，

x ≥ 0 ．

在某次迭代中对应变量 xj 的判别数 z j － cj ＞ ０ ，且单纯形表中相应的列 yi ＝ B－ １ pj ≤ 0 ．

证明

d ＝

－ yi

０

…

１

…

０

是可行域的极方向 ．其中分量 １对应 xj ．

７ ．用关于变量有界情形的单纯形方法解下列问题 ：

　 　 （１） min 　 ３ x１ － x２
s ．t ． x１ ＋ x２ ≤ ９ ，

０ ≤ xj ≤ ６ ，　 j ＝ １ ，２ ．

（２） max 　 － x１ － ３ x３
s ．t ． ２ x１ － ２ x２ ＋ x３ 　 　 ＝ ６ ，

x１ ＋ ２ x２ ＋ x３ ＋ x４ ＝ １０ ，

０ ≤ x１ ≤ ４ ，

０ ≤ x２ ≤ ４ ，

０ ≤ x３ ≤ ４ ，

０ ≤ x４ ≤ １２ ．
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　 　 （３） min 　 x１ ＋ ２ x２ ＋ ３ x３ － x４
s ．t ． 　 x１ － x２ ＋ x３ － ２ x４ ≤ ６ ，

２ x１ ＋ x２ － x３ 　 　 ≥ ２ ，

－ x１ ＋ x２ － x３ ＋ x４ ≤ ８ ，

０ ≤ x１ ≤ ３ ，

１ ≤ x２ ≤ ４ ，

０ ≤ x３ ≤ １０ ，

２ ≤ x４ ≤ ５ ．

（４） max 　 ４ x１ ＋ ６ x２
s ．t ． ２ x１ ＋ x２ ≤ ４ ，

３ x１ － x２ ≤ ９ ，

０ ≤ x１ ≤ ４ ，

０ ≤ x２ ≤ ３ ．

　 　 ８ ．用分解算法解下列线性规划问题 ：

　 　 （１） max 　 x１ ＋ ３ x２ － x３ ＋ x４
s ．t ． x１ ＋ x２ ＋ x３ ＋ x４ ≤ ８ ，

x１ ＋ x２ 　 　 　 　 ≤ ６ ，

　 　 　 　 x３ ＋ ２ x４ ≤ １０ ，

　 　 　 － x３ ＋ x４ ≤ ４ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，４ ．

（２） max 　 ５ x１ － ２ x３ ＋ x４
s ．t ． x１ ＋ x２ ＋ x３ ＋ x４ ≤ ３０ ，

x１ ＋ x２ 　 　 　 　 ≤ １２ ，

２ x１ － x２ 　 　 　 　 ≤ ９ ，

　 　 　 － x３ ＋ x４ ≤ ２ ，

　 　 　 　 x３ ＋ ２ x４ ≤ １０ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，４ ．

　 　 （３） max 　 x１ ＋ ２ x２ ＋ x３
s ．t ． 　 x１ ＋ x２ ＋ x３ ≤ １２ ，

－ x１ ＋ x２ 　 　 ≤ ２ ，

－ x１ ＋ ２ x２ 　 　 ≤ ８ ，

　 　 　 　 　 x３ ≤ ３ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

（４） min 　 － ２ x１ ＋ ４ x２ － x３ ＋ x４
s ．t ．　 x１ ＋ ２ x２ ＋ ４ x３ ＋ x４ ≤ ２０ ，

－ x１ ＋ x２ ≤ ３ ，

　 x１ 　 ≤ ４ ，

x３ － ５ x４ ≤ ５ ，

－ x３ ＋ ２ x４ ≤ ２ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，４ ．

　 　 （５） min 　 － x１ － ８ x２ － ５ x３ － ６ x４
s ．t ．　 x１ ＋ ４ x２ ＋ ５ x３ ＋ ２ x４ ≤ ７ ，

２ x１ ＋ ３ x２ ≤ ６ ，

５ x１ ＋ x２ ≤ ５ ，

３ x３ ＋ ４ x４ ≥ １２ ，

x３ ≤ ４ ，

x４ ≤ ３ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，４ ．
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第 4章 　对偶原理及灵敏度分析

线性规划中普遍存在配对现象 ，即对每一个线性规划问题 ，都存在另一个与它有密切

关系的线性规划问题 ，其中之一称为原问题 ，而另一个称为它的对偶问题 ．对偶理论深刻

揭示了每对问题中原问题与对偶问题的内在联系 ，为进一步深入研究线性规划的理论与

算法提供了理论依据 ．

对偶理论自 １９４７年提出以来 ，已经有了很大发展 ，现在关于线性规划的一般著作都包

含这部分内容（参见文献［４ ，９ ～ １１］） ，它已成为线性规划的必不可少的重要基础理论之一 ．

4 ．1 　线性规划中的对偶理论
4 ．1 ．1 　对偶问题的表达
　 　线性规划中的对偶可以概括为三种形式 ．

1 ．对称形式的对偶

对称形式的对偶定义如下 ：

原问题

min cx
s ．t ． Ax ≥ b ，

x ≥ 0 ．

（４ ．１ ．１）

　 　对偶问题

max wb
s ．t ． wA ≤ 0 ，

w ≥ 0 ．

（４ ．１ ．２）

其中 A＝ （p１ ，⋯ ，pn）是 m × n矩阵 ，b＝ （b１ ，⋯ ，bm ）
T 是 m维列向量 ，c＝ （c１ ，⋯ ，cn ）是 n维

行向量 ．x＝ （x１ ，⋯ ，xn ）
T 是由原问题的变量组成的 n维列向量 ，w＝ （w１ ，⋯ ，wm ）是由对

偶问题的变量组成的 m维行向量 ．

在原问题（４ ．１ ．１）中 ，目标函数是 c与 x的内积 ，Ax ≥ b包含m个不等式约束 ，其中每

个约束条件记作

Aix ≥ bi ．



Ai 是 A的第 i行 ．变量 x j 有非负限制 ．

在对偶问题（４ ．１ ．２）中 ，目标函数是 b与w的内积 ，wA ≤ c包含 n个不等式约束 ，每个

约束条件记作

wp j ≤ cj ，
对偶变量 wi 也有非负限制 ．

根据对称对偶的定义 ，原问题中约束条件 Aix ≥ bi 的个数 ，恰好等于对偶变量的个

数 ；原问题中变量的个数 ，恰好等于对偶问题中约束条件 wpj ≥ cj 的个数 ．

按照上述定义 ，很容易写出一个线性规划问题的对偶问题 ．

例 4 ．1 ．1 　设原问题为
min x１ － x２
s ．t ． x１ ＋ x２ ≥ ５ ，

x１ － ２ x２ ≥ １ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

那么 ，上述问题的对偶问题就是

max 　 ５w１ ＋ w２

s ．t ．　 w１ ＋ w２ ≤ １ ，

　 w１ － ２w２ ≤ － １ ，

　 w１ ，w２ ≥ ０ ．

2 ．非对称形式的对偶

考虑具有等式约束的线性规划问题

min cx
s ．t ． Ax ＝ b ，

x ≥ 0 ．

（４ ．１ ．３）

　 　为了利用对称对偶的定义给出（４ ．１ ．３）式的对偶问题 ，先把（４ ．１ ．３）式写成等价形式 ：

min cx
s ．t ． Ax ≥ b ，

－ Ax ≥ － b ，
　 　 x ≥ 0 ，

即

min cx

s ．t ． A
－ A x ≥

b
－ b ，

x ≥ 0 ．

（４ ．１ ．４）
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根据对称对偶的定义 ，（４ ．１ ．４）式的对偶问题是

max 　 ub － 瓫 b
s ．t ．　 uA － 瓫A ≤ c ，

　 u ，瓫 ≥ 0 ．

令 w＝ u － 瓫 ，显然 w没有非负限制 ，于是得到

max 　 wb
s ．t ．　 wA ≤ c ． （４ ．１ ．５）

定义（４ ．１ ．５）式为（４ ．１ ．３）式的对偶问题 ．（４ ．１ ．３）式和（４ ．１ ．５）式构成的对偶与对称对偶

不同 ，前者原问题中有 m个等式约束 ，而且对偶问题中的 m个变量无正负号限制 ，它们称

为非对称对偶 ．

例 4 ．1 ．2 　给定原问题
min ５ x１ ＋ ４ x２ ＋ ３ x３
s ．t ． x１ ＋ x２ ＋ x３ ＝ ４ ，

３ x１ ＋ ２ x２ ＋ x３ ＝ ５ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ，

它的对偶问题是

max ４w１ ＋ ５w２

s ．t ． w１ ＋ ３w２ ≤ ５ ，

w１ ＋ ２w２ ≤ ４ ，

w１ ＋ w２ ≤ ３ ．

3 ．一般情形

实际中有许多线性规划问题同时含有“ ≥ ” ，“ ≤ ”及“ ＝ ”型几种约束条件 ．下面定义这

类线性规划问题的对偶问题 ．

设原问题为

min cx
s ．t ． A１ x ≥ b１ ，

A２ x ＝ b２ ，

A３ x ≤ b３ ，

x ≥ 0 ，

（４ ．１ ．６）

其中 ，A１ 是 m１ × n矩阵 ，A２ 是 m２ × n矩阵 ，A３ 是 m３ × n矩阵 ，b１ ，b２ 和 b３ 分别是 m１ 维 ，

m２ 维和 m３ 维列向量 ，c是 n维行向量 ，x是 n维列向量 ．

现在 ，我们利用非对称对偶的表达式（４ ．１ ．３）和（４ ．１ ．５）给出（４ ．１ ．６）式的对偶问题 ．

为此先引入松弛变量 ，把（４ ．１ ．６）式写成等价形式 ：
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min cx
s ．t ． A１ x － xs ＝ b１ ，

A２ x ＝ b２ ，

A３ x ＋ xt ＝ b３ ，

x ，xs ，xt ≥ 0 ，

其中 xs 是由 m１ 个松弛变量组成的 m１ 维列向量 ，xt 是由 m３ 个松弛变量组成的 m３ 维列

向量 ．上述问题即

min cx ＋ ０ · xs ＋ ０ · xt

s ．t ．
A１ － Im

１
0

A２ 0 0
A３ 0 Im

３

x
xs
xt

＝

b１
b２
b３

，

　

　

（４ ．１ ．７）

x ，xs ，xt ≥ 0 ，　 　 　 　 　

按照非对称对偶的定义 ，（４ ．１ ．７）式的对偶问题为

max w１ b１ ＋ w２ b２ ＋ w３ b３

s ．t ． （w１ ，w２ ，w３ ）

A１ － Im
１

0
A２ 0 0
A３ 0 Im

３

≤ ［c ，0 ，0］ ，

即

max w１ b１ ＋ w２ b２ ＋ w３ b３
s ．t ． w１ A１ ＋ w２ A２ ＋ w３ A３ ≤ c ，

w１ ≥ 0 ，

w３ ≤ 0 ，

w２无限制 ，

（４ ．１ ．８）

其中 w１ ，w２ 和 w３ 分别是由变量组成的 m１ 维 ，m２ 维和 m３ 维行向量 ．定义（４ ．１ ．８）式为

（４ ．１ ．６）式的对偶问题 ．

由（４ ．１ ．８）式可知 ，原问题中的约束 A１ x ≥ b１ 所对应的对偶变量 w１ 有非负限制 ，

A２ x＝ b２所对应的对偶变量 w２ 无正负限制 ，A３ x ≤ b３ 所对应的对偶变量 w３ 有非正限制 ．

上述三种形式的对偶中 ，原问题和对偶问题是相对的 ．由于原问题的对偶问题也是线

性规划 ，它也有对偶问题 ，容易验证 ，它的对偶问题就是原来对偶中的原问题 ．因此互相对

偶的两个问题中 ，任何一个问题均可作为原问题 ，而把另一个作为对偶问题 ．

根据以上分析 ，我们可以总结出构成对偶规划的一般规则 ．为叙述方便 ，我们在下面

所说的约束均指

521４ ．１ 　线性规划中的对偶理论



Aix ≥ bi 　 及 　 wpj ≤ cj
（＝ ） （＝ ）

（ ≤ ） （ ≥ ）

型约束 ，不包含变量非负或非正限制 ．这些规则是 ：

（１）若原问题是极大化问题 ，那么对偶问题就是极小化问题 ；若原问题是极小化问

题 ，那么对偶问题就是极大化问题 ．

（２）在原问题和对偶问题中 ，约束右端向量与目标函数中系数向量恰好对换 ．

（３）对于极小化问题的“ ≥ ”型约束（极大化问题中的“ ≤ ”型约束） ，相应的对偶变量

有非负限制 ；对于极小化问题的“ ≤ ”型约束（极大化问题的“ ≥ ”型约束） ，相应的对偶变量

有非正限制 ；对于原问题的“ ＝ ”型约束 ，相应的对偶变量无正负限制 ．

（４）对于极小化问题的具有非负限制的变量（极大化问题的具有非正限制的变量） ，

在其对偶问题中 ，相应的约束为“ ≤ ”型不等式 ；对小极小化问题的具有非正限制的变量

（极大化问题的具有非负限制的变量） ，在其对偶问题中 ，相应的约束为“ ≥ ”型不等式 ；对

于原问题中无正负限制的变量 ，在其对偶问题中 ，相应的约束为等式 ．

例 4 ．1 ．3 　写出下列线性规划问题的对偶问题 ：

max 　 － x１ ＋ x２ ＋ x３
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ＋ ２ x３ ≤ ２５ ，

－ x１ ＋ ２ x２ － x３ ≥ ２ ，

x１ － x２ ＋ x３ ＝ ３ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

（４ ．１ ．９）

　 　解 　在原问题中 ，c＝ （c１ ，c２ ，c３ ） ＝ （ － １ ，１ ，１） ，

A ＝ （p１ ，p２ ，p３ ） ＝

１ １ ２

－ １ ２ － １１

１ － １ １

，　 b ＝

b１
b２
b３

＝

２５

２

３

，

根据规则（１）和（２） ，对偶问题应极小化 wb ，根据规则（４） ，在对偶问题中 ，与 x１ ，x２ 对应的
约束应是“ ≥ ”型不等式 ，它们是

wp１ ≥ c１ 　 及 　 wp２ ≥ c２ ，

与 x３ 对应的约束是等式 ，即

wp３ ＝ c３ ．

根据规则（３） ，与原问题（４ ．１ ．９）的第 １个约束对应的对偶变量 w１ ≥ ０ ，与第 ２个约束对应

的对偶变量 w２ ≤ ０ ，与第 ３个约束对应的对偶变量 w３ 无正负限制 ．因此（４ ．１ ．９）式的对偶

问题为
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min 　 ２５w１ ＋ ２w２ ＋ ３w３

s ．t ．　 w１ － w２ ＋ w３ ≥ － １ ，

w１ ＋ ２w２ － w３ ≥ １ ，

２w１ － w２ ＋ w３ ＝ １ ，

w１ ≥ ０ ，　 w２ ≤ ０ ．

4 ．1 ．2 　对偶定理
下面研究对偶的基本性质 ．由于不同形式的对偶可以互相转化 ，在此仅叙述并证明关

于对称对偶的几个重要定理 ，其结论对于其他形式的对偶仍成立 ．

定理 4 ．1 ．1 　设 x（０）和 w（０）分别是（４ ．１ ．１）式和（４ ．１ ．２）式的可行解 ，则 cx（０） ≥ w（０） b ．
证明 　利用对偶定义很容易得出定理的结论 ．由于 Ax（０） ≥ b和w（０）

≥ 0 ，则有

w（０）Ax（０）
≥ w（０） b ． （４ ．１ ．１０）

由于 c≥ w（０）A和 x（０）
≥ 0 ，则有

cx（０）
≥ w（０）Ax（０）

． （４ ．１ ．１１）

由（４ ．１ ．１０）式和（４ ．１ ．１１）式即知

cx（０）
≥ w（０） b ．

　 　上述定理表明 ，就原问题和对偶问题的可行解而言 ，对于对偶中的两个问题 ，每一个

问题的任何一个可行解处的目标函数值都给出另一个问题的目标函数值的界 ．极小化问

题给出极大化问题的目标函数值的上界 ；极大化问题给出极小化问题的目标函数值的下界 ．

由定理 ４ ．１ ．１可以得到以下几个重要推论 ．

推论 1 　若 x（０）和 w（０）分别是原问题（４ ．１ ．１）和对偶问题（４ ．１ ．２）的可行解 ，且 cx（０） ＝
w（０） b ，则 x（０）和 w（０）分别是原问题（４ ．１ ．１）和对偶问题（４ ．１ ．２）的最优解 ．

推论 2 　对偶规划（４ ．１ ．１）和（４ ．１ ．２）有最优解的充要条件是它们同时有可行解 ．

推论 3 　若原问题（４ ．１ ．１）的目标函数值在可行域上无下界 ，则对偶问题（４ ．１ ．２）无

可行解 ；反之 ，若对偶问题（４ ．１ ．２）的目标函数值在可行域上无上界 ，则原问题（４ ．１ ．１）无

可行解 ．

定理 4 ．1 ．2 　设原问题（４ ．１ ．１）和对偶问题（４ ．１ ．２）中有一个问题存在最优解 ，则另

一个问题也存在最优解 ，且两个问题的目标函数的最优值相等 ．

证明 　设原问题（４ ．１ ．１）存在最优解 ．引进松弛变量 ，把原问题（４ ．１ ．１）写成等价形式 ：

min 　 cx
s ．t ．　 Ax － 瓫 ＝ b ，

x ≥ 0 ，

瓫 ≥ 0 ．

（４ ．１ ．１２）

　 　由于线性规则（４ ．１ ．１２）存在最优解 ，因此能够用单纯形方法（包括使用能避免循环发
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生的摄动法）求出它的一个最优基本可行解 ，不妨设这个最优解是

y（０） ＝
x（０）

瓫
（０）

，

相应的最优基是 B ．这时所有判别数均非正 ，即

w（０） pj － cj ≤ ０ ，　 橙 j ， （４ ．１ ．１３）

其中 w（０）
＝ cBB － １

，cB 是目标函数中基变量（包括松弛变量中的基变量）的系数组成的向

量 ．考虑所有原来变量 （不包括松弛变量）在基 B下的判别数 ，把它们所满足的条件

（４ ．１ ．１３）用矩阵形式同时写出 ，得到

w（０）A － c ≤ 0 ，

即

w（０）A ≤ c ， （４ ．１ ．１４）

把所有松弛变量在基 B下对应的判别数所满足的条件（４ ．１ ．１３）用矩阵形式表示 ，得到

w（０）
（－ I） ≤ 0 ，

即

w（０）
≥ 0 ． （４ ．１ ．１５）

由（４ ．１ ．１４）式和（４ ．１ ．１５）式可知 ，w（０）是对偶问题（４ ．１ ．２）的可行解 ．

由于非基变量取值为零及目标函数中松弛变量的系数为零 ，因此有

w（０） b ＝ cBB－１ b ＝ cBy（０）
B ＝ cx（０）

，

这里 ，y（０）B 表示 y （０）中基变量的取值 ．根据定理 ４ ．１ ．１的推论 １ ，w（０）是对偶问题（４ ．１ ．２）的

最优解 ，且原问题（４ ．１ ．１）和对偶问题（４ ．１ ．２）的目标函数的最优值相等 ．类似地 ，可以证

明 ，如果对偶问题（４ ．１ ．２）存在最优解 ，则原问题（４ ．１ ．１）也存在最优解 ，且两个问题目标

函数的最优值相等 ．

上述对偶定理也可用其他方法证明 ，比如用凸集分离定理 ，可参见文献［１１］ ，这里不

再介绍 ．

由上述定理的证明过程可以得到下面一个推论 ．

推论 　若线性规划（４ ．１ ．１）存在一个对应基 B的最优基本可行解 ，则单纯形乘子

w ＝ cBB－１

是对偶问题（４ ．１ ．２）的一个最优解 ．

根据这个推论 ，我们能够从原问题的最优单纯形表中直接获得对偶问题的一个最优解 ．

由于把（４ ．１ ．１）式化成标准形式时 ，松弛变量 xn＋ j对应的列为 － ej （ej 的第 j 个分量
是 １ ，其他分量为零） ，它在目标函数中的系数 cn＋ j ＝ ０ ，因此相应的判别数

zn＋ j － cn＋ j ＝ wpn＋ j － cn＋ j ＝ w（－ ej ） ＝ － w j ，

这样 ，把松弛变量对应的判别数均乘以（ － １） ，便得到单纯形乘子 w＝ （w１ ，⋯ ，wm ） ．当原

问题达到最优解时（判别数均小于或等于零） ，单纯形乘子就是对偶问题的最优解 ．

821 第 ４章 　对偶原理及灵敏度分析



4 ．1 ．3 　互补松弛性质
利用对偶定理可以证明原问题和对偶问题的最优解满足重要的互补松弛关系 ．

定理 4 ．1 ．3 　设 x（０）和 w（０）分别是原问题（４ ．１ ．１）和对偶问题（４ ．１ ．２）的可行解 ，那么

x（０）和 w（０）都是最优解的充要条件是 ，对所有 i和 j ，下列关系成立 ：

（１）如果 x（０）
j ＞ ０ ，就有 w（０） pj ＝ cj ；

（２）如果 w（０） pj ＜ cj ，就有 x（０）
j ＝ ０ ；

（３）如果 w（０）
i ＞ ０ ，就有 Aix（０）

＝ bi ；

（４）如果 Aix（０）
＞ bi ，就有 w（０）

i ＝ ０ ．

其中 pj 是 A的第 j 列 ，Ai 是 A的第 i行 ．

证明 　先证必要性 ．设 x（０）和 w（０）分别是原问题（４ ．１ ．１）和对偶问题（４ ．１ ．２）的最优

解 ．由于 c≥ w（０）A以及 x（０）
≥ 0 ，则有

cx（０）
≥ w（０）Ax（０）

． （４ ．１ ．１６）

由于 Ax（０） ≥ b和 w（０）
≥ 0 ，则

w（０）Ax（０）
≥ w（０） b ． （４ ．１ ．１７）

由于 x（０）和 w（０）分别是原问题（４ ．１ ．１）和对偶问题（４ ．１ ．２）的最优解 ，根据定理 ４ ．１ ．２ ，

必有

cx（０）
＝ w（０） b ． （４ ．１ ．１８）

由（４ ．１ ．１６）式至（４ ．１ ．１８）式得到

cx（０）
＝ w（０） Ax（０）

＝ w（０） b ． （４ ．１ ．１９）

由（４ ．１ ．１９）式可知

（c － w（０）A）x（０） ＝ ０ ， （４ ．１ ．２０）

w（０）
（Ax（０）

－ b） ＝ ０ ． （４ ．１ ．２１）

由于 c － w（０）A≥ 0 ，x（０） ≥ 0 ，因此由（４ ．１ ．２０）式得到

（cj － w（０） pj ）x（０）
j ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，n ．

故关系（１）和（２）成立 ．

由于 w（０）
≥ 0 ，Ax（０） － b≥ 0 ，因此由（４ ．１ ．２１）式得出

w（０）
i （Aix（０）

－ bi ） ＝ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ．

由此可知关系（３）和（４）成立 ．

再证充分性 ．设 x（０）和 w（０）分别是原问题（４ ．１ ．１）和对偶问题（４ ．１ ．２）的可行解 ，且关

系（１） ，（２） ，（３）和（４）成立 ．

由于关系（１）和（２）成立 ，则对每一个 j ，有
（w（０） pj － cj ）x（０）

j ＝ ０ ． （４ ．１ ．２２）

由此可推出（w（０）A － c）x（０） ＝ ０ ，即
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cx（０）
＝ w（０）Ax（０）

． （４ ．１ ．２３）

　 　由于关系（３）和（４）成立 ，则对每一个 i ，有
w（０）

i （Aix（０）
－ bi ） ＝ ０ ． （４ ．１ ．２４）

由此可推出 w（０）
（Ax（０） － b）＝ ０ ，即

w（０） b ＝ w（０）Ax（０）
． （４ ．１ ．２５）

由（４ ．１ ．２３）式和（４ ．１ ．２５）式得到

cx（０）
＝ w（０） b ．

根据定理 ４ ．１ ．１的推论 １ ，x（０）和 w（０）分别是原问题（４ ．１ ．１）和对偶问题（４ ．１ ．２）的最优解 ．

对于非对称形式的对偶规划 ，由于在原问题中约束条件是 Ax＝ b ，而对偶变量无正负
限制 ．因此互补松弛性质叙述如下 ．

定理 4 ．1 ．4 　设 x（０）和 w（０）分别是原问题（４ ．１ ．３）和对偶问题（４ ．１ ．５）的可行解 ，那么

x（０）和 w（０）都是最优解的充要条件是 ，对于所有 j ，下列关系成立 ：

（１）如果 x（０）
j ＞ ０ ，就有 w（０） pj ＝ cj ；

（２）如果 w（０） pj ＜ cj ，就有 x（０）
j ＝ ０ ．

对于对偶规划 ，当知道一个问题的最优解时 ，可以利用互补松弛定理求出另一个问题

的最优解 ．

例 4 ．1 ．4 　给定线性规划问题 ，原问题为

min ２ x１ ＋ ３ x２ ＋ x３
s ．t ． ３ x１ － x２ ＋ x３ ≥ １ ，

x１ ＋ ２ x２ － ３ x３ ≥ ２ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

它的对偶问题为

max w１ ＋ ２w２

s ．t ．　 ３w１ ＋ w２ ≤ ２ ，

－ w１ ＋ ２w２ ≤ ３ ，

w１ － ３w２ ≤ １ ，

w１ ，w２ ≥ ０ ．

设用图解法求得对偶问题的最优解为

珚w ＝ （w１ ，w２ ） ＝
１
７

，
１１
７

．

试用互补松弛定理求原问题的最优解 ．

解 　由于在最优解 珔w处 ，对偶问题的第 ３个约束成立严格不等式 ，因此在原问题中第 ３

个变量 x３ ＝ ０ ．又由于 珔w的两个分量均大于零 ，因此在原问题中前两个约束在最优解处成立

等式 ，即
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３ x１ － x２ ＋ x３ ＝ １ ，

x１ ＋ ２ x２ － ３ x３ ＝ ２ ．

把 x３ ＝ ０代入上述方程组 ，得到

３ x１ － x２ ＝ １ ，

x１ ＋ ２ x２ ＝ ２ ．

解此方程组 ，得到 x１ ＝ ４
７

，x２ ＝ ５
７

．因此原问题的最优解是

珔x ＝ （x１ ，x２ ，x３ ）T ＝
４
７

，
５
７

，０
T
，

目标函数的最优值 fmin ＝ ２３
７

．

倡 4 ．1 ．4 　强互补松弛定理
考虑对称形式对偶 （４ ．１ ．１ ）和 （４ ．１ ．２） ．根据互补松弛性质 ，若 （ x１ ，x２ ，⋯ ，xn ，

xn＋ １ ，⋯ ，xn ＋ m ）
T 和（w１ ，w２ ，⋯ ，wm ，⋯ ，wm ＋ n ）分别是原问题（４ ．１ ．１）和对偶问题（４ ．１ ．２）

的最优解 ，其中 xn＋ i和 w m ＋ j是松弛变量 ，则集合｛（xj ，wm ＋ j ） ，（ xn＋ i ，wi ） ｜ j ＝ １ ，⋯ ，n ；

i ＝ １ ，⋯ ，m｝中每一对数均至少有一个数等于零 ，不排除两个数同时为零 ．那么是否存在

这样的最优解 ，在上述对偶数组中 ，每一对数中有一个数为零 ，而另一个数大于零 ？下面

将证明 ，对于对称形式的对偶 ，结论是肯定的 ，这就是所谓强互补松弛条件 ．满足强互补松

弛条件的最优解也称为严格互补解 ．为便于表达 ，规定 A的两个子矩阵的记号 A I 和 A J
，I

和 J 均为整数集 ，I 炒 ｛１ ，２ ，⋯ ，m｝ ，有｜I｜个元素 ，J 炒 ｛１ ，２ ，⋯ ，n｝ ，有 ｜J｜个元素 ．AI 是由

A中行指标属于 I 的行构成的 ｜ I ｜ × n矩阵 ，AJ 是由 A 中列指标属于 J 的列构成的
m × ｜J｜矩阵 ．下面介绍强互补松弛定理 ．

定理 4 ．1 ．5 　若线性规划（４ ．１ ．１）和（４ ．１ ．２）存在最优解 ，则必存在满足强互补松弛

条件的最优解 ，即存在最优解 （珔x ，珔xs ）和 （珚w ，珚ws ） ，使得由对应分量构成的所有二元数组

｛（珚x j ，珡wm ＋ j ） ，（珚xn ＋ i ，珡wi ）｜j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ；i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m｝中 ，每个二元数组均包含一个正数 ．

其中 珡wm ＋ j和 珚x n＋ i分别是松弛向量 珚ws 和 珔x s 的第 j 个和第 i个分量 ．

证明 　设（x^ ，^xs ）和 （w^ ，^ws ）分别是原问题和对偶问题的最优解 ．定义下标集 J ＝
j ｜x^ j ＝ ０ ，j ∈ ｛１ ，２ ，⋯ ，n｝ ，J ＝ ｛１ ，２ ，⋯ ，n｝ ＼ J ，I ＝ ｛ i ｜ x^ n＋ i ＝ ０ ，i ∈ ｛１ ，２ ，⋯ ，m｝｝ ，

珔I ＝ ｛１ ，２ ，⋯ ，m｝＼I ，n＋ I ＝ ｛n ＋ i ｜i ∈ I｝ ，n ＋ 珔I ＝ ｛n ＋ i ｜ i ∈ I－ ｝ ，m ＋ J ＝ ｛m ＋ j ｜ j ∈ J｝ ，

m ＋ J ＝ ｛m＋ j ｜j ∈ J｝ ．根据互补松弛条件 ，必有

x^J ＝ 0 ，

w^m＋ J ≥ 0 ；
　

x^J ＞ 0 ，

w^m＋ J ＝ 0 ；
　

x^n＋ I ＝ 0 ，

w^I ≥ 0 ；
　

x^n＋ 珔I ＞ 0 ，

w^珔I ＝ 0 ．
（４ ．１ ．２６）

若上述第一 、三组条件满足 w^m ＋ J ＞ 0 ，^wI ＞ 0 ，则（x^ ，^xs ）和（w^ ，^ws ）就是满足强互补松弛条件
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的最优解 ．否则 ，可以构造一个新的最优解 ，使之满足强互补松弛条件 ．

假设已知的最优解中有 ，^xn ＋ i ＝ ０ ，珡wi ＝ ０ （i ∈ I） ．为构造严格互补解 ，考虑下列不等

式组 ：

AI＼｛ i｝ x ≥ 0 ，　 　 Aix ＞ ０ ，　 　 x ≥ 0 ，　 　 cx ≤ ０ ． （４ ．１ ．２７）

分两种情形讨论 ．

情形 １ ：设（４ ．１ ．２７）式有解 x ．
令 珔x ＝ x^ ＋ εx ．下面证明 ，当 ε＞ ０充分小时 ，珔x是最优解 ．显然 ，珔x ≥ 0 ．为分析 A珔x ≥ b ，不

妨假设在 x^处有 A ＝
AI

A珔I
，b＝ bI

b珔I
，则

A珔x ＝ A（x^ ＋ εx） ＝
AI （x^ ＋ εx）
A珔I （x^ ＋ εx）

． （４ ．１ ．２８）

由于 AI x^ ＝ bI ，AI x ≥ 0 ，必有
AI （x^ ＋ εx） ≥ bI ． （４ ．１ ．２９）

由于 A珔I x^ － x^n＋ 珔I ＝ b珔I ，^xn＋ 珔I ＞ 0 ，对充分小的 ε＞ ０ ，必有
A珔I （x^ ＋ εx） ＞ b珔I ． （４ ．１ ．３０）

由（４ ．１ ．２９）式和（４ ．１ ．３０）式可知 ，A珔x ≥ b ．因此 珔x为可行解 ．另一方面 ，由假设 cx ≤ ０可以

得出

c珔x ＝ c（x^ ＋ εx） ≤ cx^ ．

由于 x^是最优解 ，因此 珔x也是最优解 ．

下面分析 ，对于新的最优解（珔x ，珔xs ） ，（w^ ，^ws ） ，包含一个正数的对偶数组至少增加一个 ．

在新的最优解 珔x中 ，必有 珔xJ ＝ x^J ＋ εx J ＞ 0 ，注意到（４ ．１ ．３０）式 ，还有 珔xn＋ 珔I ＝ A珔I 珔x －

b珔I ＞ 0 ，即原来取正值的变量仍然大于零 ．此外 ，根据假设 ，Ai x^ ＝ bi ，Aix ＞ ０ ，必有 珚xn＋ i ＝

Ai珔x － bi ＝ Ai（x^＋ εx） － bi ＞ ０ ，从而改变 x^ n＋ i和 w^ i 同时为零的状况 ．

情形 ２ ：设不等式组（４ ．１ ．２７）无解 ．

将不等式组（４ ．１ ．２７）记作
－ AI＼｛ i｝

－ I
　 C

x ≤ 0 ，　 Aix ＞ ０ ． （４ ．１ ．３１）

由于（４ ．１ ．３１）式无解 ，根据 Farkas定理 ，存在向量 y ≥ 0 ，使

－ AI＼｛ i｝

－ I
　 C

T

y ＝ ATi ， （４ ．１ ．３２）

记作 y ＝

wTI＼｛ i｝
wTs
β

≥ 0 ，其中 wTI＼｛ i｝ 和 wTs 是列向量 ，（４ ．１ ．３２）式即
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－ （AT ）I＼｛ i｝wTI＼｛ i｝ － wTs ＋ βCT ＝ ATi ． （４ ．１ ．３３）

记作 ATi ＝ wiATi ，wi ＝ １ ，令

w珔I ＝ 0 ． （４ ．１ ．３４）

由 wI ，w珔I构成行向量w ，可将（４ ．１ ．３３）式写作

wA ＋ ws ＝ βC ． （４ ．１ ．３５）

由（４ ．１ ．３２）式有解以及 wi ＝ １和 w珔I ＝ 0可知 ，（４ ．１ ．３５）式有非负解 w ，ws ．下面分两种情

况讨论 ：

（１）若 β＝ ０ ，则（４ ．１ ．３５）式为 wA＋ ws ＝ 0 ，由此得到

wA ＝ － ws ≤ 0 ． （４ ．３ ．３６）

下面证明 珚w＝ w^＋ w是对偶问题（４ ．１ ．２）的最优解 ．首先 ，珚wA ＝ （w^ ＋ w）A ＝ w^A ＋ wA ≤ C＋
wA ≤ C ，且 珚w ＝ w^ ＋ w ≥ 0 ，由此知 珚w为可行解 ．注意到（４ ．１ ．２６）式和（４ ．１ ．３４）式 ，则有

珚wI x^n＋ I ＝ ０ ，珚w珔I x^n＋ 珔I ＝ （w^珔I ＋ w珔I ）x^n＋ 珔I ＝ w^珔I x^n＋ 珔I ＋ w珔I x^ n＋ 珔I ＝ ０ ，满足互补松弛条件 ．综上所述 ，珚w
是（４ ．１ ．２）式的最优解 ，且有 珡wi ＝ w^ i ＋ wi ＝ ０ ＋ １ ＞ ０ ，因此对于最优解（x^ ，^xs ）和（珚w ，珚ws ） ，包

含正数的对偶数组至少增加一个 ．

（２）若 β ＞ ０ ，由 （４ ．１ ．３５）式 ，C ＝
１
β
（wA ＋ ws ） ≥

１
β
wA ，定义对偶向量 珚w ＝

１
２
w^ ＋

１
２

１
β
w ，显然有 珚w ≥ 0 ，珚wA＝

１
２
w^A＋

１
２

１
β
wA ≤

１
２
C＋ １

２
C＝ C ，由此可知 ，珚w＝

１
２
w^ ＋

１
２β
w

是（４ ．１ ．２）式的可行解 ，又易知满足互补松弛条件 ．事实上 ，由于 珚wI x^n＋ I ＝ ０ ，由（４ ．１ ．２６）式

和（４ ．１ ．３４）式又有 珚w珔I x^n＋ 珔I ＝
１
２
w^珔I ＋

１
２β
w珔I x^n＋ 珔I ＝

１
２
w^珔I x^n＋ 珔I ＋

１
２β
w珔I x^n＋ 珔I ＝ ０ ．因此满足互补

松弛条件 ，珚w是最优解 ，且 珚w的第 i个分量 珡w i ＝ １ ＞ ０ ，改变了 x^ n＋ i和 w^ i 同时为零的状况 ．

仿照上述方法作下去 ，最终必能得到满足强互补松弛条件的最优解 ．

关于强互补松弛定理 ，可参见文献［１２］ ．

4 ．2 　对偶单纯形法
4 ．2 ．1 　对偶单纯形法的基本思想
　 　考虑线性规划问题

min cx
s ．t ． Ax ＝ b ，

x ≥ 0 ．

（４ ．２ ．１）

　 　前面用单纯形法求解问题（４ ．２ ．１）时 ，往往需要引进人工变量 ，通过解一阶段问题求
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初始基本可行解 ．现在利用对偶性质给出一种不需引进人工变量的求解方法 ，这就是对偶

单纯形法 ．为介绍这种方法的基本思想 ，先引入对偶可行的基本解的概念 ．

定义 4 ．2 ．1 　 设 x（０）是 （４ ．２ ．１）式的一个基本解 ，它对应的基矩阵为 B ，记作 w ＝

cBB － １
，若 w是（４ ．２ ．１）式的对偶问题的可行解 ，即对所有 j ，成立 wpj － cj ≤ ０ ，则称 x（０）为

原问题的对偶可行的基本解 ．

根据上述定义 ，显然 ，对偶可行的基本解不一定是原问题的可行解 ．当对偶可行的基

本解是原问题的可行解时 ，由于判别数均小于或等于零 ，因此它就是原问题的最优解 ．

对偶单纯形法的基本思想是 ，从原问题的一个对偶可行的基本解出发 ，求改进的对偶

可行的基本解 ，当得到的对偶可行的基本解是原问题的可行解时 ，就达到最优解 ．这里所

谓改进的对偶可行的基本解是这样的含义 ：根据定义 ，每个对偶可行的基本解

x ＝
xB
0

都对应一个对偶问题的可行解 w＝ cBB － １
，相应的对偶问题的目标函数值为 wb＝ cBB － １ b ．

所谓改进的对偶可行的基本解 ，是指对于原问题的这个基本解 ，相应的对偶问题的目标函

数值 wb有改进 ．

求改进的对偶可行的基本解的过程 ，也是选择离基变量和进基变量 ，进行主元消去的

过程 ．这与单纯形方法有类似之处 ，可在原问题的单纯形表上进行 ．与前面介绍的单纯形

法的差别在于 ：在单纯形法的迭代过程中 ，始终保持右端列（目标函数值除外）非负 ，即保

持原问题的可行性 ；而在对偶单纯形法中 ，要保持所有判别数 wpj － cj ≤ ０（对于极小化问

题） ，即保持对偶可行性 ．当然 ，对偶单纯形法在每次迭代中不要求右端列各分量均非负 ，

正因如此 ，也就不需要引进人工变量 ．

下面分析对偶单纯形法中怎样选择离基变量和进基变量 ．

设在某次迭代得到表 ４ ．２ ．１ ．

表 　 4 ．2 ．1
x１ è⋯ xj ⋯ xk ⋯ xn

xB１ y１１ ⋯ y１ j ⋯ y１k ⋯ y１n 珔b１ 寣
… … … … … …

xBr yr１ ⋯ yrj ⋯ yrk ⋯ yrn 珔br

… … … … … …

xBm ym１ ⋯ ym j ⋯ ymk ⋯ ymn 珔bm

z１ － c１ �⋯ z j － cj ⋯ zk － ck ⋯ zn － cn cB珔b

　 　表中判别数 z j － cj ≤ ０（ j ＝ １ ，⋯ ，n） ．
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如果右端列

珔b ＝ （珔b１ ，⋯ ，珔br ，⋯ ，珔bm ）
T
≥ 0 ，

则现行基本解是最优基本可行解 ．

如果 珔b ／≥ 0 ，则现行的基本解 xB ＝ 珔b ，xN ＝ 0是对偶可行的基本解 ，但不是原问题的可

行解 ．这时 ，需确定离基变量和进基变量 ，求改进的对偶可行的基本解 ．

在对偶单纯形法中 ，先选择离基变量 ．为了在保持对偶可行的条件下求得原问题的可

行解 ，应选择取负值的基变量作为离基变量 ．如果 珔br ＜ ０ ，则取 xBr为离基变量 ．然后再确

定进基变量 ．为保持对偶可行性 ，需用 r行的负元去除相应的判别数 ，从中选择最小比值 ，

令

zk － ck
y r k

＝ min
j

z j － cj

y r j
yrj ＜ ０ ， （４ ．２ ．２）

则 xk 作为进基变量 ．以 yrk为主元进行主元消去 ，实现基的转换 ，得到新的对偶可行的基

本解 ．现在分析为什么上述转换能够改进对偶可行的基本解 ．主要有以下三点 ：

（１）由于主元消去前 yrk与 珔b r 同为负数 ，因此主元消去后右端列第 r个分量变成正
数 ．这有利于基本解向着满足可行性的方向转化 ．

（２）主元消去后仍然保持对偶可行性 ，即所有判别数均小于或等于零 （对极小化

问题） ．

主元消去运算之后 ，判别数

（z j － cj ）′ ＝ （z j － cj ） －
zk － ck
y r k

y rj ， （４ ．２ ．３）

其中 ，等号右端是主元消去前的数据 ，且

zk － ck
y r k

≥ ０ ．

　 　如果 yrj ≥ ０ ，显然有

（z j － cj ）′ ≤ z j － cj ≤ ０ ． （４ ．２ ．４）

　 　如果 yrj ＜ ０ ，则由（４ ．２ ．２）式 ，可知

zk － ck
y r k

≤
z j － cj

y rj
，

由此推出

z j － cj ≤
zk － ck
y r k

y rj ，

因此必有

（z j － cj ）′ ≤ ０ ． （４ ．２ ．５）

　 　 （３）主元消去运算后 ，对偶问题的目标函数值增大（至少不减小） ．在对偶单纯形法

中 ，表中右下角的数据
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cB珔b ＝ cBB－１ b ＝ wb ，

它既是原问题在对偶可行的基本解（不一定是可行解）处的目标函数值 ，也是对偶问题在

可行解 w处的目标函数值 ．主元消去前后 ，目标函数值之间的关系是

（cB珔b）′ ＝ cB珔b －
z k － ck
y r k

珔b r ， （４ ．２ ．６）

其中（cB珔b）′是运算后的目标函数值 ，等号右端均是运算前的数据 ．由于

zk － ck
y r k

珔b r ≤ ０ ，

因此有

（cB珔b）′ ≥ cB珔b ． （４ ．２ ．７）

　 　即对偶问题的目标函数值在迭代过程中单调增（非减） ．这一事实表明 ，对偶问题的可

行解 w越来越接近最优解 ．自然 ，原问题的对偶可行的基本解 ，将向着满足可行性的方向

转化 ，从而接近原问题的最优解 ．

如果每次迭代中均有 zk － ck ＜ ０ ，则由（４ ．２ ．６）式可知 ，对偶问题的目标函数值 wb经
迭代严格上升 ．这样各次迭代得到互不相同的对偶可行的基本解 ．由于基本解的个数有

限 ，因此经有限次迭代得到最优基本可行解（当最优解存在时） ．

在迭代中也可能出现这样的情形 ；当 珔br ＜ 0时 ，r行无负元 ，因此不能确定下标 k ．这

种情形表明 ，原问题中的变量取任何非负值时都不能满足第 r个方程 ，因此无可行解 ．

4 ．2 ．2 　计算步骤
根据上面分析 ，对偶单纯形法的计算步骤如下 ：

（１）给定一个初始对偶可行的基本解 ，设相应的基为 B ．

（２）若 珔b＝ B－ １ b≥ 0 ，则停止计算 ，现行对偶可行的基本解就是最优解 ．否则 ，令

珔br ＝ min
i
｛珔bi｝ ＜ ０ ．

　 　 （３）若对所有 j ，yrj ≥ ０ ，则停止计算 ，原问题无可行解 ．否则 ，令

zk － ck
y r k

＝ min
j

z j － cj

y rj
y rj ＜ ０ ．

　 　 （４）以 yr k为主元进行主元消去 ，返回步骤（２） ．

下面举例说明对偶单纯形法的迭代过程 ．

例 4 ．2 ．1 　用对偶单纯形法解下列问题 ：

min １２ x１ ＋ ８ x２ ＋ １６ x３ ＋ １２ x４ ，

s ．t ．　 ２ x１ ＋ x２ ＋ ４ x３ ≥ ２ ，

２ x１ ＋ ２ x２ ＋ ４ x４ ≥ ３ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，４ ．
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　 　解 　先引起松弛变量 x５ ，x６ 把上述问题化成标准形式
min １２ x１ ＋ ８ x２ ＋ １６ x３ ＋ １２ x４ ，

s ．t ．　 ２ x１ ＋ x２ ＋ ４ x３ － x５ ＝ ２ ，

２ x１ ＋ ２ x２ ＋ ４ x４ － x６ ＝ ３ ，

x j ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，６ ．

为得到一个对偶可行的基本解 ，把每个约束方程两端乘以（ － １） ，这样 ，变换后的系数矩阵

中含有二阶单位矩阵 ，从而给出基本解

（x５ ，x６ ） ＝ （－ ２ ，－ ３） ，

xj ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，４ ，

它是对偶可行的 ．把变换后的系数置于单纯形表 ：

　 x１ 种　 x２ Ё　 x３ x　 x４ x　 x５ Ζ　 x６ 栽
x５ [－ ２ 侣－ １ 摀－ ４ d　 ０ c　 １ 憫　 ０ 靠－ ２ P
x６ [－ ２ 侣－ ２ 摀　 ０ d－ ４ 　 ０ 憫　 １ 靠－ ３ P

－ １２ 儋－ ８ 摀－ １６ {－ １２ z　 ０ 憫　 ０ 靠　 ０ P

　 　由于 珔b２ ＝ min｛ － ２ ，－ ３｝ ＝ － ３ ，因此第 ２行为主行 ．由于

z４ － c４
y２４ ＝ min － １２

－ ２
，
－ ８
－ ２

，
－ １２
－ ４

＝
－ １２
－ ４

，

因此第 ４列为主列 ．以 y２４ ＝ － ４为主元进行主元消去运算 ，得到下表 ：

　 x１ 种　 x２ Ё　 x３ x　 x４ x　 x５ Ζ　 x６ 栽

x５ [－ ２ 侣－ １ － ４ d　 ０ c　 １ 憫　 ０ 靠－ ２ P
x４ [　

１ 侣
２

　
１ 摀
２

　 ０ d　 １ c　 ０ 憫－
１ 靠
４

　
３ P
４

－ ６ 侣－ ２ 摀－ １６ {　 ０ c　 ０ 憫－ ３ 靠　 ９ P

　 　 珔b１ ＝ － ２ ，第 １行为主行 ．由于

z２ － c２
y１２ ＝ min － ６

－ ２
，
－ ２
－ １

，
－ １６
－ ４

＝
－ ２
－ １

，

因此第 ２列为主列 ，以 y１２ ＝ － １为主元进行主元消去 ，得到

　 x１ 种　 x２ Ё　 x３ x　 x４ x　 x５ Ζ　 x６ 栽

x２ [　 ２ 侣　 １ 摀　 ４ d　 ０ c－ １ 憫　 ０ 靠　 ２ P
x４ [－

１ 侣
２

　 ０ 摀－ ２ d　 １ c　
１ 憫
２

－
１ 靠
４

－
１ P
４

－ ２ 侣　 ０ 摀－ ８ d　 ０ c－ ２ 憫－ ３ 靠　 １３ g
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　 　 珔b２ ＝ －
１
４

，第 ２行为主行 ．由于最小比值

z１ － c１
y２１ ＝

z３ － c３
y２３ ＝ min

　

－ ２

－
１
２

，
－ ８
－ ２

，
－ ３

－
１
４

，

因此可从第 １列和第 ３列中任选一列 ，比如选第 １列 ，作为主列 ．以 y２１ ＝ －
１
２
为主元进行

主元消去 ，得到

　 x１ 种　 x２ Ё　 x３ x　 x４ x　 x５ Ζ　 x６ 栽
x２ [　 ０ 侣　 １ 摀－ ４ d　 ４ c　 １ 憫－ １ 靠　 １ P
x１ [　 １ 侣　 ０ 摀　 ４ d－ ２ c－ １ 憫　

１ 靠
２

　
１ P
２

　 ０ 侣　 ０ 摀　 ０ d－ ４ c－ ４ 憫－ ２ 靠　 １４ g

　 　由于 珔b ≥ 0 ，现行对偶可行的基本解也是可行解 ，因此得到最优解

（x１ ，x２ ，x３ ，x４ ） ＝
１
２

，１ ，０ ，０ ，

目标函数最优值 fmin ＝ １４ ．

从上述最优单纯形表上还可得到对偶问题的最优解

（w１ ，w２ ） ＝ （４ ，２） ．

4 ．2 ．3 　关于初始对偶可行的基本解
运用对偶单纯形法 ，需要先给定一个对偶可行的基本解 ．如果初始对偶可行的基本解

不易直接得到 ，则解一个扩充问题 ，通过这个问题的求解给出原问题的解答 ．构造扩充问

题的方法如下 ．

先给出线性规划（４ ．２ ．１）的一个基本解 ，这是容易做到的 ．不妨设 A的前 m 列线性无
关 ，由这 m列构成基矩阵 B ．这样 ，线性规划（４ ．２ ．１）可以化成下面形式 ：

min cx
s ．t ． xB ＋ ∑

j ∈ R
y j x j ＝ 珔b ，

x ≥ 0 ，

（４ ．２ ．８）

其中 R是非基变量下标集 ，y j ＝ B－ １ pj ，珔b＝ B－ １ b ．
再增加一个变量 xn＋ １和一个约束条件

∑
j ∈ R

x j ＋ xn ＋ １ ＝ M ， （４ ．２ ．９）

其中 M是充分大的正数 ．得到线性规划（４ ．２ ．８）的一个扩充问题
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min 　 cx
s ．t ．　 xB ＋ ∑

j ∈ R
y j x j ＝ 珔b ，

∑
j ∈ R

x j 　 ＋ xn＋ １ ＝ M ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，n ＋ １ ．

（４ ．２ ．１０）

　 　在线性规划（４ ．２ ．１０）中 ，以系数矩阵的前 m列和第 n ＋ １列组成的 m＋ １阶单位矩阵

为基 ，立即得到

x珟B ＝
xB
xn＋ １

＝
珔b
M

，

xj ＝ ０ ，　 　 j ∈ R ．

　 　这个基本解不一定是对偶可行的 ．但是 ，由此出发容易求出线性规划（４ ．２ ．１０）的一个

对偶可行的基本解 ．用 珘y j 表示约束矩阵的第 j 列 ．令

zk － ck ＝ max｛ z j － cj ｝ ，

以 珘yk 的第 m ＋ １个分量 珘ym ＋ １ ，k为主元 ，进行主元消去运算 ，把第 k列化为单位向量 ，这时

就能得到一个对偶可行的基本解 ．理由如下 ：

正如前面多次指出的 ，主元消去运算前后判别数之间的关系是

（z j － cj ）′ ＝ （z j － cj ） －
z k － ck
珘y m＋ １ ，k

珘y m＋ １ ，j ， （４ ．２ ．１１）

其中（z j － cj ）′是运算后在新基下的判别数 ．

当 j ∈ R ∪ ｛n＋ １｝时 ，珘ym ＋ １ ，j ＝ １ ，因此有

（z j － cj ）′ ＝ （z j － cj ） － （zk － ck ） ≤ ０ ． （４ ．２ ．１２）

　 　当 j 臭 R ∪ ｛n＋ １｝时 ，z j － cj ＝ ０ ，珘ym ＋ １ ，j ＝ ０ ，因此有

（z j － cj ）′ ＝ ０ ， （４ ．２ ．１３）

　 　由（４ ．２ ．１２）式和（４ ．２ ．１３）式可知 ，主元消去后 ，在新基下的判别数均非正 ，因此所得

到的基本解是对偶可行的 ．

由于线性规划（４ ．２ ．１０）的对偶问题有可行解 ，因此用对偶单纯形方法求解线性规划

（４ ．２ ．１０）时 ，仅有下列两种可能的情形 ：

（１）扩充问题没有可行解 ．这时 ，原来的问题也没有可行解 ．如若不然 ，设

x（０） ＝ （x（０）
１ ，⋯ ，x（０）

n ）

是原来问题的一个可行解 ，那么

珘x（０） ＝ x（０）
１ ，⋯ ，x（０）

n ，M － ∑
j ∈ R

x （０）
j

是扩充问题（４ ．２ ．１０）的可行解 ，这是矛盾的 ．
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（２）得到扩充问题的最优解
珘x（０） ＝ （x（０）

１ ，⋯ ，x（０）
n ，x（０）

n＋ １ ） ，

这时 ，x（０） ＝ （x（０）
１ ，⋯ ，x（０）

n ）是原来问题的可行解 ．如果扩充问题的目标函数最优值与 M无
关 ，则 x（０） ＝ （x（０）

１ ，⋯ ，x（０）
n ）也是原来问题的最优解 ．因为原来问题若有可行解

x（１） ＝ （x（１）
１ ，⋯ ，x（１）

n ） ，

使 f （x（１） ） ＜ f （x（０） ） ，那么

珘x（１） ＝ x（１）
１ ，⋯ ，x（１）

n ，M － ∑
j ∈ R

x （１）
j

是扩充问题的可行解 ，且 f （珘x（１） ）＜ f （珘x（０） ） ，与假设矛盾 ．

例 4 ．2 ．2 　用对偶单纯形方法解下列问题 ：

min 　 － ２ x１ ＋ x２
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ＋ x３ ≥ ４ ，

x１ ＋ ２ x２ ＋ ２ x３ ≤ ６ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

　 　解 　先引进松弛变量 x４ ，x５ ，把上述问题化成标准形式 ：

min 　 － ２ x１ ＋ x２
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ＋ x３ － x４ ＝ ４ ，

x１ ＋ ２ x２ ＋ ２ x３ ＋ x５ ＝ ６ ，

x j ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，５ ．

　 　为得到一个基本解 ，把第 １个方程两端乘以（ － １） ．这样 ，x４ ，x５ 作为基变量 ，x１ ，x２ ，

x３ 作为非基变量 ．然后增加约束条件
x１ ＋ x２ ＋ x３ ＋ x６ ＝ M ．

得到原来问题的扩充问题
min 　 － ２ x１ ＋ x２
s ．t ．　 － x１ － x２ － x３ ＋ x４ ＝ － ４ ，

x１ ＋ ２ x２ ＋ ２ x３ ＋ x５ ＝ ６ ，

x１ ＋ x２ ＋ x３ ＋ x６ ＝ M ，

x j ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，６ ．

把扩充问题的约束矩阵置于单纯形表中 ：

　 x１ 种　 x２ Ё　 x３ x　 x４ x　 x５ Ζ　 x６ 栽
x４ [－ １ 亮－ １ 摀－ １ d　 １ c　 ０ 憫　 ０ 靠－ ４ P
x５ [　 １ 亮　 ２ 摀　 ２ d　 ０ c　 １ 憫　 ０ 靠　 ６ P
x６ [１ 　 １ 摀　 １ d　 ０ c　 ０ 憫　 １ 靠M

　 ２ 亮－ １ 摀　 ０ d　 ０ c　 ０ 憫　 ０ 靠　 ０ P

　 　由于 z１ － c１ ＝ max
j
｛ z j － cj｝ ，因此以 珘y３１ ＝ １为主元 ，进行主元消去运算 ，得到下表 ：
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　 x１ 种　 x２ Ё　 x３ x　 x４ x　 x５ Ζ　 x６ 栽
x４ [　 ０ 侣　 ０ 摀　 ０ d　 １ c　 ０ 憫　 １ 靠M － ４ y
x５ [　 ０ 侣　 １ 摀　 １ d　 ０ c　 １ 憫－ １ ６ － M
x１ [　 １ 侣　 １ 摀　 １ d　 ０ c　 ０ 憫　 １ 靠M

　 ０ 侣－ ３ 摀－ ２ d　 ０ c　 ０ 憫－ ２ 靠－ ２M

　 　现在已经得到扩充问题的一个对偶可行的基本解 ．下面用对偶单纯形法求解此问题 ．

首先选择主行 ，即确定离其变量 ，由于 ６ － M ＜ ０ ，因此取第 ２行为主行 ．这一行只有负元

珘y２６ ，以它为主元进行主元消去 ，得到下表 ：

　 x１ 种　 x２ Ё　 x３ x　 x４ x　 x５ Ζ　 x６ 栽
x４ [　 ０ 侣　 １ 摀　 １ d　 １ c　 １ 憫　 ０ 靠２ =
x６ [　 ０ 侣－ １ 摀－ １ d　 ０ c－ １ 憫　 １ 靠M － ６ y
x１ [　 １ 侣　 ２ 摀　 ２ d　 ０ c　 １ 憫　 ０ 靠６ =

　 ０ 侣－ ５ 摀－ ４ d　 ０ c－ ２ 憫　 ０ 靠－ １２ g
　 　由于 珔b ≥ 0 ，因此对偶可行的基本解也是可行解 ，且为最优解 ．由此得到原问题的最优

解（x１ ，x２ ，x３ ）＝ （６ ，０ ，０） ，目标函数最优值 fmin ＝ － １２ ．

例 4 ．2 ．3 　用对偶单纯形法解下列问题 ：

min 　 x１ － ２ x２ － ３ x３
s ．t ．　 x１ ＋ x２ － ２ x３ ＋ ３ x４ ≥ ５ ，

２ x１ － x２ ＋ x３ － x４ ≥ ４ ，

　 xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，４ ．

　 　解 　引进松弛变量 x５ ，x６ ，再把每个等式两端乘以（ － １） ，取 x５ ，x６ 为基变量 ，x１ ，x２ ，

x３ ，x４ 为非基变量 ．构造扩充问题如下 ：

min 　 x１ － ２ x２ － ３ x３
s ．t ． － x１ － x２ ＋ ２ x３ － ３ x４ ＋ x５ 　 　 　 　 　 ＝ － ５ ，

－ ２ x１ ＋ x２ － x３ ＋ x４ 　 ＋ 　 　 x６ 　 　 ＝ － ４ ，

　 　 x１ ＋ x２ ＋ x３ ＋ x４ 　 ＋ 　 　 　 　 x７ ＝ M ，

　 xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，７ ．

把约束矩阵置于单纯形表中 ：

　 x１  　 x２ 圹　 x３ �　 x４ }　 x５ N　 x６  　 x７ 痧
x５ 弿－ １ 鲻－ １ 乔　 ２ 槝－ ３ i　 １ :　 ０  　 ０ 苘－ ５ �
x６ 弿－ ２ 鲻　 １ 乔－ １ 槝　 １ i　 ０ :　 １  　 ０ 苘－ ４ �
x７ 弿　 １ 鲻　 １ 乔　 １ 　 １ i　 ０ :　 ０  　 １ 苘M

－ １ 鲻　 ２ 乔　 ３ 槝　 ０ i　 ０ :　 ０  　 ０ 苘　 ０ �
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　 　由于 z３ － c３ ＝ max
j
｛ z j － cj｝ ，因此 珘y３３ ＝ １为主元 ，进行主元消去 ，得到扩充问题的对偶

可行的基本解 ．然后 ，用对偶单纯形方法求解此问题 ．现将各次迭代结果依次列表如下（主

元均用圈号表示） ：

x１ èx２ yx３ Jx４  x５ 祆x６ 浇x７ _

x５ [－ ３ 侣－ ３ 　 ０ d－ ５ 5　 １  　 ０ 鬃－ ２ y－ ５ － ２M

x６ [－ １ 侣　 ２ 摀　 ０ d　 ２ 5　 ０  　 １ 鬃　 １ yM － ４ è
x３ [　 １ 侣　 １ 摀　 １ d　 １ 5　 ０  　 ０ 鬃　 １ yM

－ ４ 侣－ １ 摀　 ０ d－ ３ 5　 ０  　 ０ 鬃－ ３ y－ ３M

x２ [　 １ 侣　 １ 摀　 ０ d　
５ 5
３

－
１  
３

　 ０ 鬃　
２ y
３

５ 妹
３

＋
２
３

M

x６ [－ ３ 　 ０ 摀　 ０ d－
４ 5
３

　
２  
３

　 １ 鬃－
１ y
３

－
２２ 1
３

－
M
３

x３ [　 ０ 侣　 ０ 摀　 １ d－
２ 5
３

　
１  
３

　 ０ 鬃　
１ y
３

－
５  
３

＋
M
３

－ ３ 侣　 ０ 摀　 ０ d－
４ 5
３

－
１  
３

　 ０ 鬃－
７ y
３

５ 妹
３

－
７
３

M

x２ [　 ０ 侣　 １ 摀　 ０ d　
１１ L
９

－
１  
９

　
１ 鬃
３

　
５ y
９

－
７ 耨
９

＋
５
９

M

x１ [　 １ 侣　 ０ 摀　 ０ d　
４ 5
９

－
２  
９

－
１ 鬃
３

　
１ y
９

　
２２  
９

＋
１
９

M

x３ [　 ０ 侣　 ０ 摀　 １ d－
２ 5
３

　
１  
３

　 ０ 鬃　
１ y
３

－
５ 耨
３

＋
１
３

M

　 ０ 侣　 ０ 摀　 ０ d　 ０ 5－ １  － １ 鬃－ ２ y９ － ２M

已经达到最优 ．扩充问题的最优解是

珘x ＝
２２
９

＋
１
９
M ，－

７
９

＋
５
９
M ，－

５
３

＋
１
３
M ，０ ，０ ，０ ，０ ，

目标函数最优值 珟fmin ＝ ９ － ２M ．

由于 M取任何足够大的正数时 ，点

x ＝
２２
９

＋
１
９
M ，－

７
９

＋
５
９
M ，－

５
３

＋
１
３
M ，０ ，０ ，０

都是原问题（标准形式）的可行解 ，当 M → ＋ ∞时 ，９ － ２M → － ∞ ，因此原来问题的目标函

数值在可行域上无下界 ．
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4 ．3 　原始唱对偶算法

4 ．3 ．1 　原始唱对偶算法的基本思想

　 　原始唱对偶算法不同于原始的单纯形法 ，也不同于对偶算法 ，它的基本思想是 ，从对偶

问题的一个可行解开始 ，同时计算原问题和对偶问题 ，试图求出原问题的满足互补松弛条

件的可行解 ，当然 ，这样的可行解就是最优解 ．

考虑原问题

min cx
s ．t ． Ax ＝ b ，

x ≥ 0 ．

（４ ．３ ．１）

它的对偶问题为

max 　 wb
s ．t ．　 wA ≤ c ， （４ ．３ ．２）

其中 A＝ （p１ ，⋯ ，pn ）是 m × n矩阵 ，b≥ 0 ．

设 w（０）是（４ ．３ ．２）的一个可行解 ，即满足

w（０）A ≤ c ．
　 　为了求出原问题（４ ．３ ．１）的满足互补松弛条件的可行解 ，在已知对偶问题的一个可行

解 w（０）的条件下 ，把对偶问题的约束划分为两组 ，定义下标集

Q ＝ ｛ j | w（０） pj ＝ cj｝ ． （４ ．３ ．３）

自然 ，当 j 臭 Q时 ，w（０） pj ＜ cj ．根据互补松弛定理 ４ ．１ ．４ ，假如 w（０）是对偶问题的最优解（当

然 ，现在的 w（０）不一定是最优解） ，那么在原问题的最优解中与 w（０） pj － cj ＜ ０对应的变量

xj 应取零值 ．因此 ，我们试图求出使 xj ＝ ０（ j 臭 Q）的原问题的一个可行解 ．为此在 x j ＝ ０

（ j 臭 Q）的假设下解一阶段问题
min 　 eT y
s ．t ．　 ∑

j ∈ Q
p i x j ＋ y ＝ b ，

　 xj ≥ ０ ，　 j ∈ Q ，

　 y ≥ 0 ，

（４ ．３ ．４）

其中 eT ＝ （１ ，⋯ ，１）是分量全为 １的 m维向量 ，y是由 m个人工变量组成的 m 维列向量 ．

我们称线性规划（４ ．３ ．４）为限定原始问题 ．这个问题必存在最优解 ，求解的结果必是最优

值等于零或者大于零 ．

若问题（４ ．３ ．４）的最优值等于零 ，且

x（０）
j ＝ aj ，　 j ∈ Q ，
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y ＝ 0
是此问题的最优解 ，则

x（０）
j ＝ aj ，　 j ∈ Q ；　 x（０）

j ＝ ０ ，　 j 臭 Q
是原问题（４ ．３ ．１）的可行解 ，由于满足互补松弛条件 ，它也是原问题（４ ．３ ．１）的最优解 ．

若限定原始问题（４ ．３ ．４）的最优值大于零 ，则原问题（４ ．３ ．１）不存在使 xj ＝ ０（ j 臭 Q）
的可行解 ，同时也表明 w（０）不是对偶问题 （４ ．３ ．２）的最优解 ．因此需要修改对偶问题

（４ ．３ ．２）的可行解 w（０）
，并构造新的限定原始问题 ，再进行求解 ．依此类推 ，直至得到原问

题的最优解 ，或者得出原问题无可行解的结论 ．

现在分析当限定原始问题（４ ．３ ．４）的最优值大于零时怎样修改对偶问题（４ ．３ ．２）的可

行解 w（０）
．

考虑限定原始问题的对偶问题

min 　 瓫 b
s ．t ．　 瓫 pj ≤ ０ ，　 j ∈ Q ，

　 瓫 ≤ eT ．

（４ ．３ ．５）

由求解限定原始问题的结果可以得到线性规划（４ ．３ ．５）的最优解 ，设其最优解是 瓫
（０）

．下

面利用对偶问题（４ ．３ ．２）的可行解 w（０）和线性规划（４ ．３ ．５）的最优解瓫
（０）来构造对偶问题

（４ ．３ ．２）的一个新的可行解 ．令

w ＝ w（０）
＋ θ瓫

（０）
， （４ ．３ ．６）

其中 θ＞ ０ ．这时有

wp j － cj ＝ （w（０）
＋ θ瓫

（０）
）pj － cj ＝ （w（０） pj － cj ） ＋ θ瓫

（０） pj ． （４ ．３ ．７）

在下面的讨论中将会看到 ，只要适当选择 θ的取值 ，就能使 w为对偶问题（４ ．３ ．２）的可行

解 ．分两种情形讨论 ．

（１） j ∈ Q
这时 ，xj 是限定原始问题中的变量 ，由于 瓫

（０）是线性规划（４ ．３ ．５）的最优解 ，因此

瓫
（０） pj ≤ ０ ，根据 Q的定义 ，w（０） pj － cj ＝ ０ ，又知 θ＞ ０ ，因此 ，由（４ ．３ ．７）式得出

wp j － cj ≤ ０ ，　 j ∈ Q ． （４ ．３ ．８）

　 　 （２） j 臭 Q
这时 ，根据 Q的定义 ，有 w（０） pj － cj ＜ ０ ．如果 瓫

（０） pj ≤ ０ ，则根据（４ ．３ ．７）式 ，有 wpj －

cj ＜ ０ ；如果瓫
（０） pj ＞ ０ ，则令

θ ＝ min
j

－ （w（０） pj － cj ）

瓫
（０） pj

瓫
（０） pj ＞ ０ ＝

－ （w（０） pk － ck ）
瓫

（０） pk
． （４ ．３ ．９）

将（４ ．３ ．９）式代入（４ ．３ ．７）式 ，必有

wp j － cj ＝ （w（０） pj － cj ） ＋
－ （w（０） pk － ck ）

瓫
（０） pk

瓫
（０） pj
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≤ （w（０） pj － cj ） ＋
－ （w（０） pj － cj ）

瓫
（０） pj

瓫
（０） pj ＝ ０ ．

因此 ，按（４ ．３ ．７）式确定 θ值 ，必有

wp j － cj ≤ ０ ， （４ ．３ ．１０）

即用上述方法构造出的 w是对偶问题（４ ．３ ．２）的可行解 ．

求出对偶问题的可行解 w后 ，修改集合 Q ，再解限定原始问题 ．由于限定原始问题中 ，

对应基变量 xj 的判别数瓫
（０） pj ＝ ０ ，把它代入（４ ．３ ．７）式得到 wpj － cj ＝ ０ ，因此这些变量的

下标仍属于 Q ．再解限定原始问题时可从现行基开始继续迭代 ．此外 ，把 θ值代入（４ ．３ ．７）

式时 ，有 wpk － ck ＝ ０ ，这表明 k ∈ Q ，并且由（４ ．３ ．９）式可知 ，判别数 瓫
（０） pk ＞ ０ ，因此 xk 可

作为进基变量 ．

如果限定原始问题是非退化的 ，当原问题存在最优解时 ，经有限次迭代必收敛 ．

当限定原始问题的最优值大于零时 ，可能遇到这样情形 ：对所有 j （包括不属于 Q的
j ） ，有瓫

（０） pj ≤ ０ ．这时 ，由（４ ．３ ．７）式可知 ，对任意的 θ＞ ０ ，均有 wpj － cj ≤ ０ ，即由（４ ．３ ．６）

式构造出来的 w是对偶问题（４ ．３ ．２）的可行解 ．对偶问题的目标函数值

wb ＝ （w（０）
＋ θ瓫

（０）
）b ＝ w（０） b ＋ θ瓫

（０） b
＝ w（０） b ＋ θZ０ ， （４ ．３ ．１１）

其中 Z０ 是限定原始问题的目标函数最优值 ．由于 Z０ ＞ ０ ，θ可取任意大的正数 ，因此对偶问

题（４ ．３ ．２）的目标函数值在可行域上无上界 ，根据定理 ４ ．１ ．１的推论 ３ ，原问题无可行解 ．

4 ．3 ．2 　计算步骤
根据上面的分析 ，原始唱对偶算法的计算步骤如下 ：

（１）给定对偶问题（４ ．３ ．２）的一个可行解 w ，使得对所有 j ，成立 wpj － cj ≤ ０ ．

（２）构造限定原始问题 ．令

Q ＝ ｛ j | wp j － cj ＝ ０｝ ，

求解问题

min 　 eT y
s ．t ．　 ∑

j ∈ Q
p j x j ＋ y ＝ b ，

　 xj ≥ ０ ，　 j ∈ Q ，

　 y ≥ 0 ．

若最优值 Z０ ＝ ０ ，则停止迭代 ，得到原问题的最优解 ．否则 ，进行步骤（３） ．

（３）设上述问题达到最优时单纯形乘子（即问题（４ ．３ ．５）的最优解）是 瓫 ．若对所有 j
均成立瓫 pj ≤ ０ ，则停止计算 ，原问题无可行解 ．否则 ，进行步骤（４） ．

（４）令 θ ＝ min － （wp j － cj ）
瓫 pj

瓫 pj ＞ ０ ．
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置 w∶＝ w＋ θ瓫 ，返回步骤（２） ．

下面举例说明原始唱对偶算法的迭代过程 ．

例 4 ．3 ．1 　用原始唱对偶算法解下列问题 ：

min ２ x１ ＋ x２ ＋ ４ x３
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ＋ ２ x３ ＝ ３ ，

２ x１ ＋ x２ ＋ ３ x３ ＝ ５ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

　 　解 　运用表格形式进行迭代 ．初始表的结构如表 ４ ．３ ．１ ．

表 　 4 ．3 ．1

x y

y A Im b
瓫A － c^
wA － c

0 Z
f

　 　表中第 m＋ １行是一阶段问题的判别数（z^ j － c^ j ）和限定原始问题的目标函数值 Z ．对

于原来的变量 xj ，^cj ＝ ０ ，因此有 z^ j － c^j ＝ 瓫 pj ．第 m ＋ ２行是对偶问题的可行解为 w时所
有的wp j － cj 及函数值 f ＝ wb ．
求解每一个限定原始问题的过程中 ，除第 m ＋ ２行外 ，均作运算 ．但是 ，只有属于限定

原始问题的变量才有资格作为进基变量 ．

限定原始问题达到最优解时 ，如果需要修改对偶问题的可行解 ，只要把第 m ＋ １行的

θ倍加到第 m ＋ ２行即可 ．这是因为 ，根据（４ ．３ ．７）式 ，

wp j － cj ＝ （w（０） pj － cj ） ＋ θ瓫
（０） pj ＝ （w（０） pj － cj ） ＋ θ（z^ j － c^ j ） ．

又根据（４ ．３ ．１１）式 ，有

wb ＝ w（０） b ＋ θZ０ ．

　 　下面就来求解给定的例题 ．

首先需要找出对偶问题的一个可行解 ．本例的对偶问题是

max 　 ３w１ ＋ ５w２

s ．t ．　 w１ ＋ ２w２ ≤ ２ ，

　 w１ ＋ w２ ≤ １ ，

２w１ ＋ ３w２ ≤ ４ ．

显然 ，w＝ （０ ，０）就是一个可行解 ．这时有

wp１ － c１ ＝ （０ ，０）
１

２
－ ２ ＝ － ２ ，
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wp２ － c２ ＝ （０ ，０）
１

１
－ １ ＝ － １ ，

wp３ － c３ ＝ （０ ，０）
２

３
－ ４ ＝ － ４ ．

　 　例题的一阶段问题为

min y１ ＋ y２
s ．t ． x１ ＋ x２ ＋ ２ x３ ＋ y１ 　 　 ＝ ３ ，

２ x１ ＋ x２ ＋ ３ x３ 　 　 ＋ y２ ＝ ５ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，２ ，３ ，

yj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，２ ．

y１ ，y２ 为初始基变量 ．

瓫 ＝ c^BB^－１
＝ （１ ，１）

１ ０

０ １
＝ （１ ，１） ，

瓫 p１ － c^１ ＝ （１ ，１）
１

２
－ ０ ＝ ３ ，

瓫 p２ － c^２ ＝ （１ ，１）
１

１
－ ０ ＝ ２ ，

瓫 p３ － c^３ ＝ （１ ，１）
２

３
－ ０ ＝ ５ ，

Z ＝ c^B B^－１ b ＝ 瓫 b ＝ （１ ，１）
３

５
＝ ８ ．

按照前面给定的格式 ，初表如下 ：

　 x１ è　 x２ 种　 x３  　 y１Δ 　 y２Δ

y１  　 １ 摀　 １ 亮　 ２ 镲　 １  　 ０ K３ h
y２  　 ２ 摀　 １ 亮　 ３ 镲　 ０  　 １ K５ h

　 ３ 摀　 ２ 亮　 ５ 镲　 ０  　 ０ K８ h
－ ２ 摀－ １ 亮－ ４ 镲０ h

变量顶上的标识符号“ Δ”表示该变量属于限定原始问题 ．由于在当前的限定原始问题中 ，

只包含人工变量 y１ 和 y２ ，因此 Q＝ 碬 ．限定原始问题的判别数均非正 ，达到最优 ，最优值

Z０ ＝ ８ ．需要修改对偶问题的可行解 ，为此根据（４ ．３ ．９）式求 θ ．

由于在第 ３行中 ，对应原来变量 xj ，有

z^ j － c^j ＝ 瓫 pj － c^j ＝ 瓫 pj ．

第 ４行中对应 xj 的数据是w（０） pj － cj ．因此

741４ ．３ 　原始唱对偶算法



－ （w（０） pj － cj ）

瓫
（０） pj

　 （瓫
（０） pj ＞ ０）

就是表上第 ４行和第 ３行有关元素之比的相反数 ．令

θ ＝ min － （－ ２）
３

，
－ （－ １）

２
，
－ （－ ４）

５
＝

１
２

．

　 　由于对偶问题原来的可行解 w（０）
＝ （０ ，０） ，限定原始问题达到最优解时单纯形乘子

瓫
（０）

＝ （１ ，１） ，因此经修改得到对偶问题一个新的可行解

w ＝ w（０）
＋ θ瓫

（０）
＝ （０ ，０） ＋

１
２
（１ ，１） ＝

１
２

，
１
２

．

　 　现将表中第 ３行的 １
２
倍加到第 ４行 ．这时 ，所得到的第 ４行就是 w＝

１
２

，
１
２
时所有

wpj － cj 和函数值 wb ．修改结果如下表 ：

　 x１  　 x２Δ 　 x３ 照　 y１Δ 　 y２Δ

y１ [　 １  　 １ 　 ２ 览　 １  　 ０ b３ 篌
y２ [　 ２  　 １ d　 ３ 览　 ０  　 １ b５ 篌

　 ３  　 ２ d　 ５ 览　 ０  　 ０ b８ 篌
－
１  
２

　 ０ d－
３ 览
２

４ 篌

　 　在对偶问题取可行解 w＝ １
２

，
１
２
时 ，由上表可知 ，wp２ － c２ ＝ ０ ，因此 Q ＝ ｛２｝ ．这时 ，

限定原始问题的变量有 x２ ，y１ 和 y２ ．用单纯形法解此问题 ．x２ 为进基变量 ，y１ 离基 ．经主
元消去运算 ，得到下表（注意 ：解限定原始问题时 ，第 ４行保持不变） ：

　 x１  x２Δ 　 x３ 照　 　 y１Δ 　 y２Δ

x２ [　 １  １ 5　 ２ 览　 　 １ K　 ０ b３ 篌
y２ [　 １  ０ 5　 １ 览　 － １ K　 １ b２ 篌

　 １  ０ 5　 １ 览　 － ２ K　 ０ b２ 篌
－
１  
２

０ 5－
３ 览
２

４ 篌

　 　限定原始问题的判别数均非正 ，达到最优解 ．最优值 Z０ ＝ ２ ，没有得出原问题的可行
解 ，因此需要修改对偶问题的可行解 w ．令

θ ＝ min － －
１
２

１
，
－ －

３
２

１
　

＝
１
２

．

由于对偶问题原来可行解 w（０）
＝

１
２

，
１
２

，限定原始问题达到最优解时单纯形乘子瓫
（０）

＝

（ － １ ，１） ，修改后对偶问题新的可行解为
w ＝ w（０）

＋ θ瓫
（０）

＝ （０ ，１） ，
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将第 ３行的 １
２
倍加到第 ４行 ，得到

　 x１Δ 　 x２Δ 　 x３ 照　 y１Δ 　 y２Δ

x２ [　 １  　 １ d　 ２ 览　 １  　 ０ b３ 篌
y２ [　 １ 　 ０ d　 １ 览－ １  　 １ b２ 篌

　 １  　 ０ d　 １ 览－ ２  　 ０ b２ 篌
　 ０  　 ０ d－ １ 览５ 篌

这时 ，Q＝ ｛１ ，２｝ ．再解限定原始问题 ．x１ 进基 ，y２ 离基 ．经主元消去运算得到

　 x１Δ 　 x２Δ 　 x３ 照　 y１Δ 　 y２Δ

x２ [　 ０  　 １ d　 １ 览　 ２  － １ b１ 篌
x１ [　 １  　 ０ d　 １ 览－ １  　 １ b２ 篌

　 ０  　 ０ d　 ０ 览－ １  － １ b０ 篌
　 ０  　 ０ d－ １ 览５ 篌

限定原始问题达到最优解 ，且最优值 Z０ ＝ ０ ．因此得到原问题的最优解

珔x ＝ （x１ ，x２ ，x３ ） ＝ （２ ，１ ，０） ，

目标函数的最优值 fmin ＝ ５ ．对偶问题的最优解 w＝ （０ ，１） ．

4 ．4 　灵敏度分析
4 ．4 ．1 　本节所研究的问题
　 　在许多实际问题中 ，数学模型中的数据未知 ，需要根据实际情况进行估计和预测 ，既

然是估计 ，就很难做到十分准确 ．因此需要研究数据的变化对最优解产生的影响 ．这对解

决实际问题有重要意义 ．本节所考虑的问题仍然是

min cx
s ．t ． Ax ＝ b ．

x ≥ 0 ．

（４ ．４ ．１）

　 　下面将简要介绍 c ，A和 b的变化所带来的影响 ．

4 ．4 ．2 　改变系数向量 c
设线性规划（４ ．４ ．１）的最优解为 xB ＝ B－ １ b ，xN ＝ 0 ，目标函数的最优值 f ＝ cBB － １ b ，其

中 B是最优可行基 ．分两种情形讨论 ．

（１）非基变量 xk 的系数 ck 改变为 c′k ．

这时 ，cB 不变 ，因此 z j ＝ cBB － １ pj 不改变 ．
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如果 zk － c′k ≤ ０ ，那么原来的最优解也是新问题的最优解 ，且最优值仍为 cBB － １ b ．
如果 zk － c′k ＞ ０ ，改变后 xk 为进基变量 ．把原来的最优单纯形表中的 zk － ck 换成

z k － c′k ，然后用单纯形法求新问题的最优解 ．

（２）设 xk ＝ xBt为基变量 ，ck 改变为 c′k ．

由于基变量的系数向量 cB 改变 ，因此影响到各判别数 ．改变后的判别数是

z′j － c′j ＝ c′BB－１ pj － c′j ＝ ［cB ＋ （c′k － ck ）eTt ］B－１ pj － c′j
＝ （z j － c′j ） ＋ （c′k － ck ）ytj ， （４ ．４ ．２）

当 j ≠ k时 ，

z′j － c′j ＝ （z j － cj ） ＋ （c′k － ck ）ytj ． （４ ．４ ．３）

当 j ＝ k时 ，ytk ＝ １ ，zk － ck ＝ ０ ，因此有

z′k － c′k ＝ （z k － c′k ） ＋ （c′k － ck ） ＝ zk － ck ＝ ０ ， （４ ．４ ．４）

目标函数值是

c′BB－１ b ＝ ［cB ＋ （c′k － ck ）eTt ］B－１ b ＝ cBB－１ b ＋ （c′k － ck ）珔bt ． （４ ．４ ．５）

　 　由（４ ．４ ．３）式至 （４ ．４ ．５）式可知 ，ck 改变为 c′k后 ，只要把原来单纯形表的第 t行的
（c′k － ck ）倍加到判别数行 ，并使 xk 对应的判别数 z′k － c′k ＝ ０ ，即可用单纯形方法继续做下

去 ，求新问题的最优解 ．

例 4 ．4 ．1 　给定线性规划问题
max 　 － x１ ＋ ２ x２ ＋ x３
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ＋ x３ ≤ ６ ，

２ x１ － x２ ≤ ４ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

它的最优表如下 ：

　 x１  　 x２ x　 x３ 照x４  x５ H
x２ [　 １  　 １ d　 １ 览１ 铑０ 4６  
x５ [　 ３  　 ０ d　 １ 览１ 铑１ 4１０  

　 ３  　 ０ d　 １ 览２ 铑０ 4１２  

　 　考虑下列两个问题 ：

（１）把 c１ ＝ － １改变为 c′１ ＝ ４ ，求新问题的最优解 ．

（２）讨论 c２ 在什么范围内变化时原来的最优解也是新问题的最优解（当然 ，最优值

可以不同） ．

解 　先解第一个问题 ．由于 x１ 是非基变量 ，因此改变 c１ 只影响 x１ 对应的判别数 ．c１
改变后 ，在现行基下 x１ 对应的判别数

z１ － c′１ ＝ （z１ － c１ ） ＋ （c１ － c′１ ） ＝ ３ ＋ （－ １ － ４） ＝ － ２ ＜ ０ ．
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因此将原最优表中 x１ 对应的判别数改为（ － ２） ，并在此基础上继续迭代 ：

　 x１  　 x２ x　 x３ 照　 x４ 1　 x５ w

x２ [　 １  　 １ d　 １ 览　 １  　 ０ b６  
x５ [　 ３ 　 ０ d　 １ 览　 １  　 １ b１０  

－ ２  　 ０ d　 １ 览　 ２  　 ０ b１２  

x２ [　 ０  　 １ d　
２ 览
３

　
２  
３

－
１ b
３

８ 篌
３

x１ [　 １  　 ０ d　
１ 览
３

　
１  
３

　
１ b
３

１０  
３

　 ０  　 ０ d　
５ 览
３

　
８  
３

　
２ b
３

５６  
３

得到新问题的最优解

珔x ＝ （x１ ，x２ ，x３ ） ＝
１０
３

，
８
３

，０ ，

目标函数的最优值 fmax ＝ ５６
３

．

再解第二个问题 ．由于 x２ 是基变量 ，因此改变 c２ 将影响到各个判别数 ．设 c２ 改变为
c′２ ，各判别数变化如下 ：

z′２ － c′２ ＝ ０ ，

z′１ － c′１ ＝ ３ ＋ （c′２ － ２） · １ ＝ １ ＋ c′２ ，

z′３ － c′３ ＝ １ ＋ （c′２ － ２） · １ ＝ － １ ＋ c′２ ，

z′４ － c′４ ＝ ２ ＋ （c′２ － ２） · １ ＝ c′２ ，

z′５ － c′５ ＝ ０ ＋ （c′２ － ２） · ０ ＝ ０ ．

令所有判别数 z′j － c′j ≥ ０ ，即

１ ＋ c′２ ≥ ０ ，

－ １ ＋ c′２ ≥ ０ ，

c′２ ≥ ０ ．

解此不等式组 ，得到 c′２ ≥ １ ．因此 ，当 c′２ ≥ １时 ，原来的最优解也是新问题的最优解 ．c２ 改变
为 c′２后 ，目标函数的最优值

fmax ＝ １２ ＋ ６（c′２ － ２） ＝ ６c′２ ．

4 ．4 ．3 　改变右端向量 b
设 b改变为 b′ ．这一改变直接影响到原来解的可行性 ．设 b改变以前最优基为 B ．b改

变以后必出现下列两种情形之一 ：
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（１） B－ １ b′ ≥ 0
这时 ，原来的最优基仍是最优基 ，而基变量的取值（或者说最优解）和目标函数最优值

将发生变化 ．

我们用 Δ b表示 b的改变量 ，记作

b′ ＝ b ＋ Δ b ，
b改变为 b′后 ，新问题的最优解是

xB ＝ B－１
（b ＋ Δ b） ，　 xN ＝ 0 ， （４ ．４ ．６）

目标函数的最优值是

f ＝ cBB－１
（b ＋ Δ b） ＝ wb ＋ wΔ b ． （４ ．４ ．７）

由此可知

抄 f
抄bi

＝ wi ． （４ ．４ ．８）

如果把约束看作资源限制 ，则上式表明 ，wi 给出每增加一个单位第 i种资源所引起的最优值
的改变量 ，因此称 wi 为第 i种资源的影子价格或边际价格 ，这个经济解释是很有用的 ．

（２） B－ １ b′ ／≥ 0
这时 ，原来的最优基 B对于新问题来说不再是可行基 ．但所有判别数仍小于或等于零 ，

因此现行的基本解是对偶可行的 ．这样 ，只要把原来的最优表的右端列加以修改 ，代之以

B－１ b′
cBB－１ b′ ，

就可用对偶单纯形法求解新问题 ．

例 4 ．4 ．2 　给定线性规划问题
min 　 x１ ＋ x２ － ４ x３
s ．t ． 　 x１ ＋ x２ ＋ ２ x３ ≤ ９ ，

　 x１ ＋ x２ － x３ ≤ ２ ，

－ x１ ＋ x２ ＋ x３ ≤ ４ ，

　 x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

它的最优表如下 ：

　 x１  　 x２  　 x３  　 x４ 2　 x５ H　 x６ _

x１ [　 １ 痧－
１  
３

　 ０  　
１  
３

　 ０ 4－
２ J
３

　
１ 枛
３

x５ [　 ０ 痧　 ２  　 ０  　 ０  　 １ 4　 １ J　 ６ 枛
x３ [　 ０ 痧　

２  
３

　 １  　
１  
３

　 ０ 4　
１ J
３

　
１３ �
３

　 ０ 痧－ ４  　 ０  － １  　 ０ 4－ ２ J－ １７ �
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现将右端（９ ，２ ，４）
T 改为（３ ，２ ，３）

T
，求新问题的最优解 ．

解 　先计算改变后的右端列 ，

珔b′ ＝ B－１ b′ ＝

１
３

０ －
２
３

０ １ 　 １

１
３

０ 　
１
３

３

２

３

＝

－ １

　 ５

　 ２

，

cB珔b′ ＝ （１ ，０ ，－ ４）

－ １

　 ５

　 ２

＝ － ９ ，

b改变后 ，原来的最优基不再是可行基 ．下面用对偶单纯形法求新问题的最优解 ．先把原

来的最优表作相应的修改 ：

　 x１  　 x２  　 x３  　 x４ 2　 x５ H　 x６ _

x１ [　 １ 痧－
１  
３

　 ０  　
１  
３

　 ０ 4－
２ J
３

－ １ 枛
x５ [　 ０ 痧　 ２  　 ０  　 ０  　 １ 4　 １ J５ 枛
x３ [　 ０ 痧　

２  
３

　 １  　
１  
３

　 ０ 4　
１ J
３

２ 枛
　 ０ 痧－ ４  　 ０  － １  　 ０ 4－ ２ J－ ９ 枛

x１ 离基 ，x６ 进基 ，经主元消去运算得到

　 x１  　 x２  　 x３  　 x４ 2　 x５ H　 x６ _

x６ [－
３ 痧
２

　
１  
２

　 ０  －
１  
２

　 ０ 4　 １ J　
３ 枛
２

x５ [　
３ 痧
２

　
３  
２

　 ０  　
１  
２

　 １ 4　 ０ J　
７ 枛
２

x３ [　
１ 痧
２

　
１  
２

　 １  　
１  
２

　 ０ 4　 ０ J　
３ 枛
２

－ ３ 痧－ ３  　 ０  － ２  　 ０ 4　 ０ J－ ６ 枛

　 　新问题的最优解是

珔x ＝ （x１ ，x２ ，x３ ） ＝ ０ ，０ ，
３
２

，

目标函数的最优值 fmin ＝ － ６ ．

4 ．4 ．4 　改变约束矩阵 A
有下列两种情形 ：
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（１）非基列 pj 改变为 p′j
这一改变直接影响判别数 z j － cj 和单纯形表中第 j 列 y j ．改变后 ，有

z′j － cj ＝ cBB－１ p′j － cj ，

y′j ＝ B－１ p′j ，
　 　如果 z′j － cj ≤ ０ ，则原来的最优解也是新问题的最优解 ．

如果 z′j － cj ＞ ０ ，则原来的最优基 ，在非退化的情形下 ，不再是最优基 ．这时 ，需将 y j

列改为 y′j ，判别数 z j － cj 改为 z′j － cj ，然后把 xj 作为进基变量 ，继续迭代 ．

（２）基列 pj 改为 p′j
改变 A中的基向量可能引起严重后果 ．原来的基向量集合用 p′j取代 pj后 ，有可能线

性相关 ，因而不再构成基 ，即使线性无关 ，可以构成基 ，它的逆与原来基矩阵的逆 B－ １可能

差别很大 ．由于基向量的改变将带来全面影响 ，因此在这种情况下 ，一般不去修改原来的

最优表 ，而是重新计算 ．

4 ．4 ．5 　增加新的约束
设原有约束为 Ax＝ b ，x ≥ 0 ，我们在此基础上增加一个新的约束

pm＋ １ x ≤ bm＋ １ ， （４ ．４ ．９）

其中 pm ＋ １是 n维行向量 ．下面分两种情形加以讨论 ．

（１）若原来的最优解满足新增加的约束 ，那么它也是新问题的最优解 ．

这是显然的 ．为了说明这一点 ，我们记作

S１ ＝ ｛x | Ax ＝ b ，x ≥ 0｝ ，

S２ ＝ ｛x | Ax ＝ b ，x ≥ 0｝ ∩ ｛x | pm＋ １ x ≤ bm＋ １ ｝ ．

设 珔x是原来的最优解 ，则对每个 x ∈ S１ ，有

f （x） ≥ f （珔x） ．

　 　由于 S２ 炒 S１ ，因此对每个 x ∈ S２ ，必有

f （x） ≥ f （珔x） ．

　 　 （２）若原来的最优解不满足新增加的约束 ，那么就需要把新的约束条件增加到原来

的最优表中 ，再解新问题 ．

设原来的最优基为 B ，最优解为

珔x ＝
xB
xN

＝
B－１ b
　 0 ，

新增加的约束置入单纯形表之前 ，先引进松弛变量 xn＋ １ ，记 pm ＋ １
＝ ［pm ＋ １

B ，pm ＋ １
N ］ ，把

（４ ．４ ．９）式写成

pm＋ １
B xB ＋ pm＋ １

N xN ＋ xn＋ １ ＝ bm＋ １ ． （４ ．４ ．１０）

增加约束后 ，新的基 B′ ，（B′）－ １及右端向量 b′如下 ：
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B′ ＝
B 0
pm＋ １
B １

，　 （B′）－１
＝

B－１ 0
－ pm＋ １

B B－１
１

，　 b′ ＝
b

bm＋ １

．

对于增加约束后的新问题 ，在现行基下对应变量 xj （ j ≠ n＋ １）的判别数是

z′j － cj ＝ c′B（B′）－１ p′j － cj ＝ （cB ，０）
B－１ 0

－ pm＋ １
B B－１

１

pj

pm＋ １
j

－ cj

＝ cBB－１ pj － cj ＝ z j － cj ， （４ ．４ ．１１）

与不增加约束时相同 ．xn＋ １的判别数是

z′n＋ １ － cn＋ １ ＝ c′B（B′）－１ en＋ １ － cn＋ １ ＝ （cB ，０）
B－１ 0

－ pm＋ １
B B－１

１

0
１

－ ０

＝ ０ ． （４ ．４ ．１２）

这是必然的 ，因为 xn＋ １是基变量 ．

现行的基本解为

xB
xn＋ １

＝ （B′）－１
b

bm＋ １

＝
B－１ 0

－ pm＋ １
B B－１

１

b
bm＋ １

＝
　 　 B－１ b
bm＋ １ － pm＋ １

B B－１ b
， （４ ．４ ．１３）

xN ＝ 0 ．

　 　由（４ ．４ ．１１）式和（４ ．４ ．１２）式可知 ，上述基本解是对偶可行的 ．由于 xB ＝ B－ １ b ，xN ＝ 0
是原来的最优解 ，因此 B－ １ b≥ 0 ．如果 bm ＋ １ － pm ＋ １

B B － １ b≥ ０ ，则现行的对偶可行的基本解是

新问题的可行解 ，因而也是最优解 ．如果 bm ＋ １ － pm ＋ １
B B － １ b＜ ０ ，则可用对偶单纯形法求解 ．

现在把新增加的约束置于原来的最优表中 ，也就是原最优表中增加第 n ＋ １列和第

m ＋ １行 ．不妨设新的单纯形表如表 ４ ．４ ．１（实际上 ，xB 的分量不一定在 xN 的左边） ：

表 　 4 ．4 ．1

xB xN xn＋ １

xB Im B－ １ N 0 B－ １ b

xn＋ １ pm ＋ １
B pm ＋ １

N １ 览bm ＋ １

0 cBB － １ N － cN ０ 览cBB － １ b

进行初等行变换 ，把表中 xB ，xn＋ １下的矩阵

Im 0
pm ＋ １
B １

化成单位矩阵 ，这个变换相当于左乘矩阵
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Im 0
－ pm ＋ １

B １
，

因此变换结果 ，右端向量为

Im 0
－ pm ＋ １

B １

B－１ b
bm ＋ １

＝
　 　 B－１ b
bm ＋ １ － pm ＋ １

B B－１ b ，

正是（４ ．４ ．１３）式的右端 ．接下去按对偶单纯形法的步骤求解 ．

例 4 ．4 ．3 　在例 ４ ．４ ．２中增加约束

－ ３ x１ ＋ x２ ＋ ６ x３ ≤ １７ ，

求新问题的最优解 ．

增加约束后的问题是

min 　 x１ ＋ x２ － ４ x３
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ＋ ２ x３ ≤ ９ ，

x１ ＋ x２ － x３ ≤ ２ ，

－ x１ ＋ x２ ＋ x３ ≤ ４ ，

－ ３ x１ ＋ x２ ＋ ６ x３ ≤ １７ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

　 　原问题的最优解

珔x ＝ （x１ ，x２ ，x３ ） ＝
１
３

，０ ，
１３
３

，

不满足新增加的约束条件 ，需要引进松弛变量 x７ ，把增加的约束条件写成

－ ３ x１ ＋ x２ ＋ ６ x３ ＋ x７ ＝ １７ ．

再把这个约束方程的系数置于原来的最优表 ，并相应地增加一列

p７ ＝ （０ ，０ ，０ ，１）
T

得到下表 ：

　 x１ 种　 x２ Ё　 x３ x　 x４ I　 x５  　 x６ 腚　 x７ 技

x１ [
　 １ 侣－

１ 摀
３

　 ０ d　
１ 5
３

　 ０  －
２ 鬃
３

　 ０ è　
１ �
３

x５ [　 ０ 侣　 ２ 摀　 ０ d　 ０ 5　 １  　 １ 鬃　 ０ è　 ６ �
x３ [　 ０ 侣　

２ 摀
３

　 １ d　
１ 5
３

　 ０  　
１ 鬃
３

　 ０ è　
１３ 哪
３

x７ [－ ３ 侣　 １ 摀　 ６ d　 ０ 5　 ０  　 ０ 鬃　 １ è　 １７ 哪
　 ０ 侣－ ４ 摀　 ０ d－ １ 5　 ０  － ２ 鬃　 ０ è－ １７ 哪

　 　分别把第 １行的 ３倍 ，第 ３行的（ － ６）倍加到第 ４行 ，使基变量 x１ ，x５ ，x３ ，x７ 的系数
矩阵化为单位矩阵 ，结果如下 ：
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　 x１ 种　 x２ Ё　 x３ x　 x４ I　 x５  　 x６ 腚　 x７ 技

x１ [　 １ 侣－
１ 摀
３

　 ０ d　
１ 5
３

　 ０  －
２ 鬃
３

　 ０ è　
１ �
３

x５ [　 ０ 侣　 ２ 摀　 ０ d　 ０ 5　 １  　 １ 鬃　 ０ è　 ６ �
x３ [　 ０ 侣　

２ 摀
３

　 １ d　
１ 5
３

　 ０  　
１ 鬃
３

　 ０ è　
１３ 哪
３

x７ [　 ０ 侣－ ４ 摀　 ０ d－ １ 5　 ０  － ４ 　 １ è－ ８ �
　 ０ 侣－ ４ 摀　 ０ d－ １ 5　 ０  － ２ 鬃　 ０ è－ １７ 哪

　 　 现行基本解是对偶可行的 ，即判别数均非正 ．用对偶单纯形方法求解 ．x７ 为离基变
量 ，x６ 为进基变量 ，取主元 y４６ ＝ － ４ ，经主元消去运算 ，得到下表 ：

　 x１ 种　 x２ Ё　 x３ x　 x４ I　 x５  　 x６ 腚　 x７ 技

x１ [　 １ 侣１ 墘
３

　 ０ d　
１ 5
２

　 ０  　 ０ 鬃－
１ è
６

　
５ �
３

x５ [　 ０ 侣　 １ 摀　 ０ d－
１ 5
４

　 １  　 ０ 鬃　
１ è
４

　 ４ �
x３ [　 ０ 侣　

１ 摀
３

　 １ d　
１ 5
４

　 ０  　 ０ 鬃　
１ è
１２

　
１１ 哪
３

x６ [　 ０ 侣　 １ 摀　 ０ d　
１ 5
４

　 ０  　 １ 鬃－
１ è
４

　 ２ �
　 ０ 侣－ ２ 摀　 ０ d－

１ 5
２

　 ０  　 ０ 鬃－
１ è
２

－ １３ 哪

　 　增加约束后 ，新问题的最优解为

（x１ ，x２ ，x３ ） ＝
５
３

，０ ，
１１
３

，

目标函数的最优值 fmin ＝ － １３ ．

倡 4 ．5 　含参数线性规划
含参数线性规划研究模型参数连续变化时最优解的变化规律 ，是灵敏度分析的一种

形式 ，具有一定的实用价值 ，下面分两种情形作简要介绍 ．

4 ．5 ．1 　目标系数含参数情形
考虑含参数线性规划

min 　 （c ＋ λc′）x
s ．t ．　 Ax ＝ b ，

　 x ≥ 0 ，

（４ ．５ ．１）
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其中 c和 c′是 n维行向量 ，λ是参数 ．设 λ＝ ０时线性规划的最优基为 B ，非基矩阵为 N ，最

优解 xB ＝ B－ １ b ，xN ＝ 0 ，最优值 f 倡
＝ cBB － １ b ．含参数线性规划（４ ．５ ．１）中 ，对应 xB 和 xN 的

目标系数向量分别记作 cB ＋ λc′B和 cN ＋ λc′N ．下面分析为保持 B为最优基参数 λ的取值范

围 ．显然 ，λ取值应满足判别数非正的条件 ，即满足

（cB ＋ λc′B ）B－１ N － （cN ＋ λc′N ） ≤ 0 ， （４ ．５ ．２）

经整理写作

（cBB－１ N － cN ） ＋ （c′BB－１ N － c′N）λ ≤ 0 ， （４ ．５ ．３）

移项后得到

（c′BB－１ N － c′N ）λ ≤ － （cBB－１ N － cN ） ． （４ ．５ ．４）

由于 λ＝ ０时 B为最优基 ，因此（４ ．５ ．４）式右端为非负行向量 ．当 λ≠ ０时 ，为保持现行基 B
为最优基 ，由（４ ．５ ．４）式知 ，λ取值上限 珔λ应满足

珔λ ＝ min
i

－ （cBB－１ N － cN）i

（c′BB－１ N － c′N ）i
（c′BB－１ N － c′N ）i ＞ ０ ， （４ ．５ ．５）

其中（c′BB － １ N － c′N ）i 表示 c′BB － １ N － c′N的第 i个分量 ，类似记号含义相同 ．若

｛ i｜（c′BB － １ N － c′N ）i ＞ ０｝ ＝ 碬 ，

则 珔λ＝ ＋ ∞ ．

另一方面 ，为保持现行基 B为最优基 ，λ取值的下限 λ应满足

λ ＝ max
i

－ （cBB－１ N － cN）i

（c′BB－１ N － c′N ）i
（c′BB－１ N － c′N ）i ＜ ０ ． （４ ．５ ．６）

若｛ i｜（c′BB － １ N － c′N ）i ＜ ０｝ ＝ 碬 ，则λ＝ － ∞ ．

综上所述 ，当 λ ∈ （λ ，珔λ）时 ，最优基 B保持不变 ．最优值 f 倡
（λ） ＝ （c ＋ λc′） x倡

＝

（cB ＋ λc′B）x倡
B ，在区间（λ ，珔λ）上 f 倡

（λ）为 λ的线性函数 ．

当 λ＞ 珔λ或 λ ＜ λ时 ，原来的基 B不再是最优基 ，因此需确定进基变量和离基变量 ，求

出新的最优基本可行解 ．重复以上过程 ，直至完全确定最优值与参数 λ之间的函数关系 ．

如果在 λ＝ 珔λ处 ，不存在离基变量 ，则 λ＞ 珔λ时问题无界 ；如果在 λ＝ λ处 ，不存在离基变量 ，

则 λ＜ λ时问题无界 ．

例 4 ．5 ．1 　考虑下列线性规划 ：

min 　 x１ － ２ x２
s ．t ．　 － x１ ＋ x２ ≤ ８ ，

x１ ＋ x２ ≤ １０ ，

２ x１ ＋ x２ ≤ ２０ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

最优基本可行解如表 ４ ．５ ．１所示 ．其中 x３ ，x４ ，x５ 是松弛变量 ．
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　 　 表 　 4 ．5 ．1
x１ 眄x２ J　 x３  　 x４ 浇x５  

x２ [０ 儋１ 5　
１ 镲
２

　
１ è
２

０  　 ９ �
x１ [１ 儋０ 5－

１ 镲
２

　
１ è
２

０  　 １ �
x５ [０ 儋０ 5　

１ 镲
２

－
３ è
２

１  　 ９ �
０ 儋０ 5－

３ 镲
２

－
１ è
２

０  － １７ �

　 　设沿方向 c′ ＝ （２ ，１ ，０ ，０ ，０）将目标系数向量 c ＝ （１ ，－ ２ ，０ ，０ ，０）摄动 ，并假设参数

λ≥ ０ ，求解下列含参数线性规划 ：

min 　 （１ ＋ ２λ）x１ ＋ （－ ２ ＋ λ）x２
s ．t ．　 － x１ ＋ x２ ≤ ８ ，

x１ ＋ x２ ≤ １０ ，

２ x１ ＋ x２ ≤ ２０ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

　 　解 　目标系数向量摄动后 ，表 ４ ．５ ．１的最后一行需要修改 ．按照（４ ．５ ．３）式左端表达

式计算对应非基变量 x３ 和 x４ 的判别数 ．由于 cBB － １ N － cN ＝ －
３
２

，－
１
２

，以及 c′B ＝
（c′２ ，c′１ ，c′５ ）＝ （１ ，２ ，０） ，c′N ＝ （c′３ ，c′４ ）＝ （０ ，０） ，于是

c′BB－１ N － c′N ＝ c′B（y３ ，y４ ） － （c′３ ，c′４ ）

＝ （１ ，２ ，０）

　
１
２

　
１
２

－
１
２

　
１
２

　
１
２

－
３
２

－ （０ ，０） ＝ －
１
２

，
３
２

．

因此 ，对应 x３ 和 x４ 的判别数为

－
３
２

，－
１
２

＋ －
１
２

，
３
２

λ ＝ －
３
２

－
１
２
λ ，－

１
２

＋
３
２
λ ，

目标值

（cB ＋ λc′B）xB ＝ ［（－ ２ ，１ ，０） ＋ λ（１ ，２ ，０）］

９

１

９

＝ － １７ ＋ １１λ ．

　 　根据（４ ．５ ．５）式和（４ ．５ ．６）式 ，有

珔λ１ ＝ － －
１
２

３
２

＝
１
３

，　 λ１ ＝ － －
３
２

－
１
２

＝ － ３ ，

按题意应取λ１ ＝ ０ ，因此当 λ ∈ ０ ，
１
３
时 ，最优解（x１ ，x２ ，x３ ，x４ ，x５ ） ＝ （１ ，９ ，０ ，０ ，９） ，最优

951倡
４ ．５ 　含参数线性规划



值 f 倡
（λ） ＝ － １７ ＋ １１λ ．最优表如下 ：

x１ 眄x２ Jx３ Ζx４  x５ 帋

x２ [０ 儋１ 5　
１ 览
２

　
１  
２

０ y９ 9
x１ [１ 儋０ 5－

１ 览
２

　
１  
２

０ y１ 9
x５ [０ 儋０ 5　

１ 览
２

－
３  
２

１ y９ 9
０ 儋０ 5－

３ G
２

－
１
２
λ －

１ い
２

＋
３
２
λ ０ y－ １７ ＋ １１λ

　 　当 λ＞
１
３
时 ，原来的基不再最优 ，x４ 进基 ，x１ 离基 ，得新的最优解 ，如下表 ：

x１ 眄x２ Jx３ Ζx４  x５ 帋

x２ [－ １  １ 5　 １ 览０ 铑０ y８ 9
x４ [　 ２  ０ 5－ １ 览１ 铑０ y２ 9
x５ [　 ３  ０ 5－ １ 览０ 铑１ y１２ P

１ － ３λ ０ 5－ ２ ＋ λ ０ 铑０ y－ １６ ＋ ８λ

由上表知 ，珔λ２ ＝ － （ － ２）／１ ＝ ２ ，λ２ ＝ （ － １）／（ － ３） ＝
１
３

，当 λ ∈
１
３

，２ 时 ，最优解（x１ ，x２ ，

x３ ，x４ ，x５ ）＝ （０ ，８ ，０ ，２ ，１２） ，最优值 f 倡
（λ）＝ － １６ ＋ ８λ ．

当 λ＞ ２时 ，现行基不再是最优基 ，x３ 进基 ，x２ 离基 ，得新的最优解 ，如下表 ：

x１ 眄x２ Jx３ Ζx４  x５ 帋

x３ [－ １  １ 5１ 拻０ 铑０ y８ P
x４ [　 １  １ 5０ 拻１ 铑０ y１０ P
x５ [　 ２  １ 5０ 拻０ 铑１ y２０ P

－ １ － ２λ ２ － λ ０ 拻０ 铑０ y０ P

由上表可得 ，

λ３ ＝ max － （－ １）
－ ２

，
－ ２
－ １

＝ ２ ，

｛ i | （c′BB－１ N － c′N ）i ＞ ０｝ ＝ 碬 ，

当 λ∈ ［２ ，＋ ∞ ）时 ，最优解（x１ ，x２ ，x３ ，x４ ，x５ ） ＝ （０ ，０ ，８ ，１０ ，２０） ，最优值 f 倡
（λ）＝ ０ ．

结果表明 ，参数 λ取值范围分成 ３个区间 ，即 ０ ，
１
３

，
１
３

，２ 及［２ ，＋ ∞ ） ，在每个区
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图 　 ４ ．５ ．１

间内 ，最优解保持不变 ．最优值 f 倡 （λ）是 λ的分

段线性凹函数 ，如图 ４ ．５ ．１ ．

4 ．5 ．2 　约束右端含参数情形
考虑含参数线性规划

min 　 cx
s ．t ．　 Ax ＝ b ＋ λb′ ，

　 x ≥ 0 ，

其中 b和 b′是 m维列向量 ，参数 λ≥ ０ ．下面研究

最优解和最优值与参数 λ之间的关系 ．

首先 ，假设 λ＝ ０时最优基为 B ，最优解 xB ＝ B－ １ b ，xN ＝ 0 ．最优值 f ＝ cBB － １ b ．
当 λ变化时 ，为保持 B为最优基 ，即保持 xB ＝ B－ １ b＋ λB － １ b′ ≥ 0 ，xN ＝ 0 ，λ取值上限为

珔λ ＝ min
i

－
（B－１ b）i

（B－１ b′）i
（B－１ b′）i ＜ ０ ． （４ ．５ ．７）

当 λ∈ ［０ ，珋λ］时 ，最优基不变 ，最优解为 xB ＝ B－ １ b＋ λB－ １ b′ ，xN ＝ 0 ，最优值 f 倡
（λ） ＝ cBB － １ b＋

λcBB－ １ b′ ．若｛ i｜（B－ １ b′）i ＜ ０｝ ＝ 碬 ，则 珔λ＝ ＋ ∞ ．

当 λ＞ 珔λ时 ，最优基改变 ，这时可用对偶单纯形法求新的最优基和为保持新的最优

基不变 λ的取值范围 ．这样过程继续下去 ，直到出现｛ i｜（B－ １ b′）i ＜ ０｝ ＝ 碬 ，珔λ＝ ＋ ∞ ，或

出现在右端变为零的行中所有元素均非负 ，后面的情形对大于现行 珔λ的 λ ，没有可

行解 ．

例 4 ．5 ．2 　已知线性规划
min 　 － ３ x１ － x２
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ＋ x３ ＝ ４ ，

２ x１ － x２ ＋ x４ ＝ ４ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，４ ．

最优单纯形表如下 ：

x１ 3x２  　 x３ 2　 x４  

x２ [０  １  　
２  
３

－
１  
３

　
４ "
３

x１ [１  ０  　
１  
３

　
１  
３

　
８ "
３

０  ０  －
５  
３

－
２  
３

－
２８ 9
３

求解含参数线性规划

161倡
４ ．５ 　含参数线性规划



min 　 － ３ x１ － x２
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ＋ x３ ＝ ４ － ２λ ，

２ x１ － x２ ＋ x４ ＝ ４ ＋ λ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，４ ．

设参数 λ≥ ０ ．

解 　参数规划在现行最优基下 ，有

xB ＝
x２
x１

＝ B－１ b ＋ λB－１ b′ ＝

４
３

８
３

＋

２
３

－
１
３

１
３

　
１
３

－ ２

　 １
λ ＝

４
３

８
３

＋

－
５
３

－
１
３

λ ，

珔λ＝ min －
４
３

－
５
３

， －
８
３

－
１
３

＝
４
５

．

当 λ∈ ０ ，
４
５
时 ，现行基仍是最优基 ．最优值

f 倡
（λ） ＝ cBB－１ b ＋ λcBB－１ b′ ＝ －

２８
３

＋ （－ １ ，－ ３）

－
５
３

－
１
３

λ ＝ －
２８
３

＋
８
３
λ ．

　 　当 λ∈ ０ ，
４
５
时 ，最优单纯形表如下 ：

x１ 3x２  　 x３ 2　 x４  

x２ [０  １  　
２  
３

－
１  
３

４ z
３

－
５
３
λ

x１ [１  ０  　
１  
３

　
１  
３

８ z
３

－
１
３
λ

０  ０  －
５  
３

－
２  
３

－
２８ 览
３

＋
８
３
λ

　 　当 λ＞
４
５
时 ，现行基不再是最优基 ．运用对偶单纯形法求解 ．x２ 离基 ，x４ 进基 ，得

下表 ：

x１ 3　 x２ J　 x３ 2x４ 腚

x４ [０  － ３ 5－ ２  １ 鬃－ ４ ＋ ５λ

x１ [１  　 １ 5　 １  ０ 鬃４ － ２λ

０  － ２ 5－ ３  ０ 鬃－ １２ ＋ ６λ
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图 　 ４ ．５ ．２

　 　当同时满足 － ４ ＋ ５λ ≥ ０ 及 ４ － ２λ ≥ ０ 时 ，即 λ ∈

４
５

，２ 时 ，最优基不变 ，最优解 （x１ ，x２ ，x３ ，x４ ） ＝

（４ － ２λ ，０ ，０ ，－ ４ ＋ ５λ） ，最优值 f 倡
（λ）＝ － １２ ＋ ６λ ．

当 λ＞ ２时 ，现行基不再是最优基 ，继续用对偶单

纯形法求解 ．然而 ，第 ２ 行左端无负元 ，因此当 λ ＞ ２

时无可行解 ．最优值 f 倡
（λ）作为 λ的函数如图 ４ ．５ ．２ ．

对于摄动约束右端问题 ，还可用另外一种方法求

解 ，即考虑对偶问题 ，从而采用摄动目标系数的含参

数线性规划的解法 ．对于极小化问题 ，最优目标值 f 倡
（λ）是 λ的分段线性凸函数 ．

习 　 　题

　 　 １ ．写出下列原问题的对偶问题 ：

（１） max 　 ４ x１ － ３ x２ ＋ ５ x３
s ．t ．　 ３ x１ ＋ x２ ＋ ２ x３ ≤ １５ ，

－ x１ ＋ ２ x２ － ７ x３ ≥ ３ ，

x１ ＋ x３ ＝ １ ，

　 　 　 　 　x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

　 　 　

（２） min 　 － ４ x１ － ５ x２ － ７ x３ ＋ x４
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ＋ ２ x３ － x４ ≥ １ ，

２ x１ － ６ x２ ＋ ３ x３ ＋ x４ ≤ － ３ ，

x１ ＋ ４ x２ ＋ ３ x３ ＋ ２ x４ ＝ － ５ ，

　 　 　 　 　x１ ，x２ ，x４ ≥ ０ ．

　 　 ２ ．给定原问题

min 　 ４ x１ ＋ ３ x２ ＋ x３
s ．t ．　 x１ － x２ ＋ x３ ≥ １ ，

x１ ＋ ２ x２ － ３ x３ ≥ ２ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

已知对偶问题的最优解（w１ ，w２ ） ＝
５
３

，
７
３

，利用对偶性质求原问题的最优解 ．

３ ．给定下列线性规划问题

max 　 １０ x１ ＋ ７ x２ ＋ ３０ x３ ＋ ２ x４
s ．t ．　 x１ － ６ x３ ＋ x４ ≤ － ２ ，

x１ ＋ x２ ＋ ５ x３ － x４ ≤ － ７ ，

x２ ，x３ ，x４ ≤ ０ ．

　 　 （１）写出上述原问题的对偶问题 ．

（２）用图解法求对偶问题的最优解 ．
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（３）利用对偶问题的最优解及对偶性质求原问题的最优解和目标函数的最优值 ．

４ ．给定线性规划问题

　 min ５ x１ ＋ ２１ x３
　 s ．t ． x１ － x２ ＋ ６ x３ ≥ b１ ，

x１ ＋ x２ ＋ ２ x３ ≥ １ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ，

其中 b１ 是某一个正数 ，已知这个问题的一个最优解为（x１ ，x２ ，x３ ） ＝ １
２

，０ ，
１
４

．

（１）写出对偶问题 ．

（２）求对偶问题的最优解 ．

５ ．给定原始的线性规划问题

　 min cx
　 s ．t ． Ax＝ b ，

x ≥ 0 ．

假设这个问题与其对偶问题是可行的 ．令 w（０）是对偶问题的一个已知的最优解 ．

（１）若用 μ ≠ ０乘原问题的第 k个方程 ，得到一个新的原问题 ，试求其对偶问题的最

优解 ．

（２）若将原问题第 k个方程的 μ倍加到第 r个方程上 ，得到新的原问题 ，试求其对偶

问题的最优解 ．

６ ．考虑线性规划问题

　 min cx
　 s ．t ． Ax＝ b ，

x ≥ 0 ，

其中 A是 m阶对称矩阵 ，cT ＝ b ．证明若 x（０）是上述问题的可行解 ，则它也是最优解 ．

７ ．用对偶单纯形法解下列问题 ：

（１） min 　 ４ x１ ＋ ６ x２ ＋ １８ x３
s ．t ．　 x１ ＋ ３ x３ ≥ ３ ，

x２ ＋ ２ x３ ≥ ５ ，

　 　 　 　 x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

　 　 　 　

（２） max 　 － ３ x１ － ２ x２ － ４ x３ － ８ x４
s ．t ．　 － ２ x１ ＋ ５ x２ ＋ ３ x３ － ５ x４ ≤ ３ ，

x１ ＋ ２ x２ ＋ ５ x３ ＋ ６ x４ ≥ ８ ，

　 　 　 　 xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，４ ．

　 　

（３） max 　 x１ ＋ x２
s ．t ．　 x１ － x２ － x３ ＝ １ ，

－ x１ ＋ x２ ＋ ２ x３ ≥ １ ，

　 　 　 　 x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

　 　 　

（４） max 　 － ４ x１ ＋ ３ x２
s ．t ．　 ４ x１ ＋ ３ x２ ＋ x３ － x４ ＝ ３２ ，

２ x１ ＋ x２ － x３ － x４ ＝ １４ ，

　 　 　 　 xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，４ ．
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（５） min 　 ４ x１ ＋ ３ x２ ＋ ５ x３ ＋ x４ ＋ ２ x５
s ．t ．　 － x１ ＋ ２ x２ － ２ x３ ＋ ３ x４ － ３ x５ ＋ x６ ＋ x８ ＝ １ ，

x１ ＋ x２ － ３ x３ ＋ ２ x４ － ２ x５ ＋ x８ ＝ ４ ，

－ ２ x３ ＋ ３ x４ － ３ x５ ＋ x７ ＋ x８ ＝ ２ ，

　 　 　 　 xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，８ ．

　 　 ８ ．用原始唱对偶算法解下列问题 ：

（１） max 　 － x１ － ３ x２ － ７ x３ － ４ x４ － ６ x５
s ．t ．　 － ５ x１ ＋ ２ x２ ＋ ６ x３ － x４ ＋ x５ － x６ ＝ ６ ，

２ x１ ＋ x２ ＋ x３ ＋ x４ ＋ ２ x５ － x７ ＝ ３ ，

　 　 　 　 xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，７ ．

　 　

（２） min 　 ５ x１ ＋ ２ x２ ＋ ３ x３ ＋ ７ x４ ＋ ９ x５ ＋ x６
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ＋ x３ ＝ １５ ，

x４ ＋ x５ ＋ x６ ＝ ８ ，

x１ ＋ x３ ＋ x５ ＝ １２ ，

　 　 　 　 xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，６ ．

　 　 ９ ．给定下列线性规划问题 ：

min 　 － ２ x１ － x２ ＋ x３
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ＋ ２ x３ ≤ ６ ，

x１ ＋ ４ x２ － x３ ≤ ４ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

它的最优单纯形表如下表 ：

x１ 眄　 x２ xx３ Ζ　 x４ 1　 x５ 技

x３ [０ 儋－ １ d１ 拻　
１  
３

－
１ è
３

　
２ g
３

x１ [１ 儋　 ３ d０ 拻　
１  
３

　
２ è
３

　
１４ ~
３

０ 儋－ ６ d０ 拻－
１  
３

－
５ è
３

－
２６ ~
３

　 　 （１）若右端向量 b＝ ６

４
改为 b′＝ ２

４
，原来的最优基是否还为最优基 ？利用原来的

最优表求新问题的最优解 ．

（２）若目标函数中 x１ 的系数由 c１ ＝ － ２改为 c′１ ，那么 c′１在什么范围内时原来的最优
解也是新问题的最优解 ？
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　 　 １０ ．考虑下列线性规划问题 ：

max 　 － ５ x１ ＋ ５ x２ ＋ １３ x３
s ．t ．　 － x１ ＋ x２ ＋ ３ x３ ≤ ２０ ，

１２ x１ ＋ ４ x２ ＋ １０ x３ ≤ ９０ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

　 　先用单纯形方法求出上述问题的最优解 ，然后对原来问题分别进行下列改变 ，试用原

来问题的最优表求新问题的最优解 ：

（１）目标函数中 x３的系数 c３ 由 １３改变为 ８ ．

（２） b１ 由 ２０改变为 ３０ ．

（３） b２ 由 ９０改变为 ７０ ．

（４） A的列 － １

１２
改变为

０

５
．

（５）增加约束条件 ２ x１ ＋ ３ x２ ＋ ５ x３ ≤ ５０ ．

１１ ．考虑下列问题 ：

min 　 － x１ ＋ x２ － ２ x３
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ＋ x３ ≤ ６ ，

－ x１ ＋ ２ x２ ＋ ３ x３ ≤ ９ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

　 　 （１）用单纯形方法求出最优解 ．

（２）假设费用系数向量 c＝ （ － １ ，１ ，－ ２）改为（ － １ ，１ ，－ ２） ＋ λ（２ ，１ ，１） ，λ是实参数 ，

对 λ的所有值求出问题的最优解 ．

１２ ．考虑下列问题 ：

min 　 － x１ － ３ x２
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ≤ ６ ，

－ x１ ＋ ２ x２ ≤ ６ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

　 　 （１）用单纯形方法求出最优解 ．

（２）将约束右端 b＝ ６

６
改变为

６

６
＋ λ

－ １

　 １
，λ≥ ０ ，求含参数线性规划的最优解 ．
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第 5章 　运 输 问 题

运输问题是线性规划中一种特殊情形 ．这类问题的约束条件具有特殊结构 ，除了可用

一般的单纯形方法求解外 ，还可用简单有效的表上作业法 ．本章详细介绍这种方法 ．

5 ．1 　运输问题的数学模型与基本性质
5 ．1 ．1 　数学模型
　 　设某种产品有 m个产地 A １ ，A２ ，⋯ ，Am 和 n个销地 B１ ，B２ ，⋯ ，Bn ．在产地 A i ，产量为

ai ，在销地 Bj ，销量为 bj ，从 A i 到 B j 运送一个单位货物的运费为 cij ，假设产销平衡 ，即

∑
m

i ＝ １

ai ＝ ∑
n

j ＝ １

bj ．试确定一个调运方案 ，使总运费最小 ．

假设产地 A i 供给销地 B j 的货物量为 x ij ，问题可表达成下列线性规划 ：

min 　 ∑
m

i ＝ １
∑
n

j ＝ １

cij x ij

s ．t ．　 ∑
n

j ＝ １

xij ＝ ai ，　 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m ，

∑
m

i ＝ １

xij ＝ bj ，　 j ＝ １ ，２ ，⋯ n ，

xij ≥ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ；j ＝ １ ，⋯ ，n ．

　

　

（５ ．１ ．１）

记

x ＝ （x１１ ，x１２ ，⋯ ，x１ n ，x２１ ，⋯ ，x２ n ，⋯ ，xm１ ，⋯ ，xmn ）
T
，

c ＝ （c１１ ，c１２ ， ⋯ ，c１ n ，c２１ ，⋯ ，c２ n ，⋯ ，cm１ ，⋯ ，cmn ） ，

d ＝ （a１ ，a２ ，⋯ ，am ，b１ ，b２ ，⋯ ，bn）
T
，

A ＝ （p１１ ，p１２ ，⋯ ，p１ n ，p２１ ，⋯ ，p２ n ，⋯ ，pm１ ，⋯ ，pmn ） ，

其中

pij ＝ （０ ，⋯ ，１ ，０ ，⋯ ，１ ，０ ，⋯ ，０）
T
＝ ei ＋ em ＋ j

是 m ＋ n维列向量 ，第 i分量及第 m ＋ j分量为 １ ，其余分量均为 ０ ．于是 A有下列形式 ：



A ＝

eT 0 ⋯ 0
0 eT ⋯ 0
… … …

0 0 ⋯ eT

I I ⋯ I

，

其中 eT 是分量均为 １的 n维行向量 ，I是 n阶单位矩阵 ．A有 m ＋ n个行 ，mn个列 ，每列

只有两个非零元素 １ ，其余均为 ０ ．数学模型（５ ．１ ．１）可表达为

min cx
s ．t ． Ax ＝ d ，

x ≥ 0 ，

（５ ．１ ．２）

A的前 m个行对应 m个产地 ，后 n个行对应 n个销地 ．A的增广矩阵记作 A－ ＝ （A ，d） ．

5 ．1 ．2 　运输问题的基本性质
定理 5 ．1 ．1 　产销平衡的运输问题必存在最优解 ．

证明 　 首先 ，产销平衡的运输问题必有可行解 ．记 ∑
m

i ＝ １

ai ＝ ∑
n

j ＝ １

bj ＝ q ，令 xij ＝

aibj

q （ i ＝ １ ，⋯ ，m ；j ＝ １ ，⋯ ，n） ，则

∑
n

j ＝ １

xij ＝ ∑
n

j ＝ １

aib j

q ＝
ai

q ∑
n

j ＝ １

bj ＝ ai ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ，

∑
m

i ＝ １

xij ＝ ∑
m

i ＝ １

aib j

q ＝
bj

q ∑
m

i ＝ １

ai ＝ bj ，　 j ＝ １ ，⋯ ，n ，

由于 ai ≥ ０ ，bj ≥ ０ ，因此 xij ≥ ０ ．xij ＝
aib j

q ，橙 i ，j ，是可行解 ．根据定义 ，０ ≤ xij ≤ min（ai ，bj ） ，

可行域有界 ．有界闭域上的连续函数 cx必存在最小值 ，所以存在最优解 ．

定理 5 ．1 ．2 　运输问题的系数矩阵 A与增广矩阵 A－ 的秩均为 m ＋ n － １ ．

证明 　 由 ∑
m

i ＝ １

ai ＝ ∑
n

j ＝ １

bj及A中每列的两个非零元素 １必有一个属于前 m行 ，另一个

属于后 n行 ，因此 A－ 中前 m 行之和等于后 n 行之和 ，必有 rank （ A－ ） ≤ m ＋ n － １ 及
rank（A） ≤ m＋ n －１ ．另一方面 ，A中包含秩为 m＋ n － １的子矩阵 ，例如去掉 A的第一行后 ，

取前 n个列 ，第 n＋ １列 ，第 ２n＋ １列 ，直到第（m －１）n＋ １列 ，这 m＋ n －１个列构成秩为 m＋

n －１的子矩阵 ，因此 rank（A） ≥ m＋ n －１ ，综上得出 rank（A）＝ rank（A－ ）＝ m＋ n －１ ．

上述定理表明 ，约束条件 Ax＝ d中有一个约束是多余的 ，事实上 ，可去掉任何一个 ，

可行域保持不变 ．根据这个定理 ，运输问题的每个基本可行解包含 m ＋ n － １个基变量和
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mn － （m ＋ n － １）个非基变量 ，这一点在算法研究中将要用到 ．

定理 5 ．1 ．3 　运输问题（５ ．１ ．２）中 ，A的任何方子矩阵的行列式为 － １ ，０或 １ ．

证明 　用归纳法 ．由于 A中元素非 ０即 １ ，因此对一阶子矩阵结论成立 ．

设 A的任何 k （k ＜ m ＋ n）阶子矩阵的行列式 det Ak 为 － １ ，０ 或 １ ．下面证明

det Ak ＋ １ ＝ － １ ，０或 １ ，Ak ＋ １是 A的 k ＋ １阶子矩阵 ．由于 Ak ＋ １的元素均为 ０和 １ ，它的每一

列或者全为 ０ ，或者有一个 １ ，或者有两个 １ ．如果某列元素全为 ０ ，则 det Ak ＋ １ ＝ ０ ．如果某

列有一个 １ ，按此列展开 ，根据归纳法假设 ，结论成立 ．如果所有列均包含两个 １ ，则每列必

有一个 １属于源行 ，另一个 １属于汇行 ，因此 det Ak ＋ １ ＝ ０ ．综上所证 ，定理结论成立 ．

根据上述两个定理 ，当约束右端 d各分量均为整数时 ，运输问题必存在整数最优解 ．

由于结构上的特殊性 ，运输问题可用表格形式表达 ，见表 ５ ．１ ．１ ．

　 　表 　 5 ．1 ．1
Bj 　

　 Ai
B１ U⋯ Bj ⋯ Bn ai

A１ �
c１１

x１１ 　 ⋯
c１ j

x１ j
　 ⋯

c１n
x１n a１ a

… … ⋯ … ⋯ … …

A i
ci１

xi１
　 ⋯

cij
xij

　 ⋯
cin

xin
ai

… … ⋯ … ⋯ … …

Am
cm１

xm１
　 ⋯

cmj

xmj
　 ⋯

cmn

xmn
am

bj b１ I⋯ bj ⋯ bn

　 　表中左端列为产地 A１ ，A２ ，⋯ ，Am ，右端列为产量 a１ ，a２ ，⋯ ，am ；第一行为销地 B１ ，

B２ ，⋯ Bn ，最后一行为销量 b１ ，b２ ，⋯ ，bn ；表中 xij为 A i 至 B j 的运量 ，cij为单位运价 ．由于

运输问题结构上的特殊性 ，中间 m行表示供给约束 ，即

∑
n

j ＝ １

xij ＝ ai ，　 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m ，

中间 n列表示需求约束 ，即

∑
m

i ＝ １

xij ＝ bj ，　 j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ，

中间每个方格（i ，j）表示变量 xij ，同时对应矩阵 A中 p ij列 ．这样 ，表上任一个变量序列

xi
１
j
１
，xi

２
j
２
，⋯ ，xik j k对应矩阵中一个向量序列 p i

１
j
１
，pi

２
j
２
，⋯ ，pik j k ．为利用表 ５ ．１ ．１求问题
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（５ ．１ ．１）的基本可行解 ，这里专门给出运输问题中所谓闭回路概念 ．

定义 5 ．1 ．1 　表 ５ ．１ ．１中变量序列｛ xij ｝称为闭回路 ，如果序列｛ xij ｝由互不相同的变

量组成 ，且沿水平或垂直方向延伸 ，每个变量所在的行与列均恰有该序列中二个变量（不

在序列中变量除外） ．

运用闭回路概念 ，可以给出 A所包含的列向量组线性无关的充要条件 ．

定理 5 ．1 ．4 　运输问题（５ ．１ ．２）中 ，一组变量｛xij ｝对应的列向量组｛pij ｝线性无关的充
要条件是｛ xij ｝不包含闭回路 ．

证明 　先证必要性 ．设｛ pij ｝线性无关 ，若｛ xij ｝包含闭回路 xi
１
j
１
，xi

１
j
２
，xi

２
j
２
，⋯ ，xis j s ，

xis j １ ，则有

pi
１
j
１
－ pi

１
j
２
＋ pi

２
j
２
－ ⋯ ＋ pis j s － pis j １

＝ （ei１ ＋ em＋ j
１ ） － （ei１ ＋ em＋ j

２ ） ＋ （ei２ ＋ em＋ j
２ ） － ⋯ ＋ （eis ＋ em＋ j s ） － （eis ＋ em＋ j

１ ）

＝ 0 ．

因此 pi
１
j
１
，pi

１
j
２
，pi

２
j
２
，⋯ ，pis j s ，pis j １线性相关 ．又知这个向量组是｛ pij ｝的部分组 ，由此推出

向量组｛pij ｝线性相关 ，矛盾 ．

再证充分性 ．设｛ xij ｝不包含闭回路 ，下面证明对应的列向量组｛pij ｝线性无关 ．令

∑ λij p ij ＝ 0 ． （５ ．１ ．３）

为了方便 ，记作 V （１）
＝ ｛xij ｝ ．由于 V （１）中不包含闭回路 ，必存在 x（１）

ij ∈ V （１）
，在运输表中它

所在的第 i行或第 j 列没有 V （１）中其他变量 ．由于 pij第 i及第m ＋ j分量为 １ ，其余分量均
为 ０ ，因此在（５ ．１ ．３）式中 ，对应 x（１）

ij 的列 p ij的系数 λ
（１）
ij ＝ ０ ．记作 V （２）

＝ V （１）
＼｛ x（１）

ij ｝ ，V （２）中

仍不包含闭回路 ，因此存在 x（２）
ij ∈ V （２）

，在它的同行或同列没有 V （２）中其他变量 ，由此可知
（５ ．１ ．３）式中相应的系数 λ

（２）
ij ＝ ０ ．依此类推 ，得出（５ ．１ ．３）式中所有系数 λij ＝ ０ ，因此｛ pij ｝

线性无关 ．

根据定理 ５ ．１ ．２和定理 ５ ．１ ．４ ，表 ５ ．１ ．１ 中不包含闭回路的任意 m ＋ n － １ 个变量

｛ xij ｝均可作为基变量 ，它们对应的向量组｛ pij ｝便是一组基 ．

5 ．2 　表上作业法
5 ．2 ．1 　初始基本可行解表上求解法
　 　运用运输表求初始基本可行解 ，就是在表上确定不包含闭回路的 m ＋ n － １ 个变量
｛ xij ｝ ，作为基变量 ，赋予满足约束条件的值 ，其余变量作为非基变量 ，取零值 ．下面介绍常

用的两种方法 ．

1 ．西北角法

这种方法遵循的规则是 ，从运输表的西北角方格开始 ，优先安排标号小的产地与销地
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间的运输任务 ．具体地说 ，从西北角方格（１ ，１）开始 ，给 x１１赋值 ，令 x１１ ＝ min｛ a１ ，b１ ｝ ．若

x１１ ＝ a１ ，则 A１ 的产品均供给 B１ ，A１ 供应完毕 ，勾掉第 １行其余空格 ，同时令 b′１ ＝ b１ － a１ ，

作为 B１ 的剩余需求 ，再给剩余空格的西北角元素 x２１赋值 ；若 x１１ ＝ b１ ，则 B１ 的需求得到

满足 ，勾掉第 １列其余空格 ，令 a′１ ＝ a１ － b１ ，作为 A１ 的剩余供给 ，再给剩余空格的西北角

元素 x１２赋值 ．以此类推 ，直至求出一个基本可行解 ．

例 5 ．2 ．1 　给定运输问题如表 ５ ．２ ．１ ，试用西北角法求一个基本可行解 ．

　 　表 　 5 ．2 ．1
Bj 　

　 Ai
B１ 噜B２ kB３ 鲻B４ 亖ai

A１ )
６ 櫃４ $５ �９ :

１０ 9

A２ )
８ 櫃３ $６ �４ :

１２ 9

A３ )
５ 櫃８ $７ �８ :

８ "
bj ５ 乔９ R６ 葺１０ �

　 　解 　按照西北角法规则 ，首先给西北角元素（１ ，１）赋值 ，即先安排产地 A１ 与销地 B１

之间的运输任务 ，令 x１１ ＝ min｛１０ ，５｝ ＝ ５ ，修改 a１ 和 b１ ，划掉 B１ 列其余空格 ，再给西北角

元素（２ ，１）赋值 ，依此类推 ，计算结果如表 ５ ．２ ．２ ．

　 　表 　 5 ．2 ．2
Bj 　

　 Ai
B１ 噜B２ kB３ 鲻B４ 亖ai

A１ )5 乔5 R１０ ，５ ，０

A２ )4 R6 葺2 h１２ ，８ ，２ ，０

A３ )8 h８ ，０ P

bj

５

０ 乔
９

４

０ R
６

０ 葺
１０

８

０

　 　求得的基本可行解中 ，基变量取值为

xB ＝ （x１１ ，x１２ ，x２２ ，x２３ ，x２４ ，x３４ ） ＝ （５ ，５ ，４ ，６ ，２ ，８） ，

非基变量取值为

xN ＝ （x１３ ，x１４ ，x２１ ，x３１ ，x３２ ，x３３ ） ＝ （０ ，０ ，０ ，０ ，０ ，０） ，

目标函数值
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f ＝ cx ＝ ６ × ５ ＋ ４ × ５ ＋ ３ × ４ ＋ ６ × ６ ＋ ４ × ２ ＋ ８ × ８ ＝ １７０ ．

　 　值得注意 ，求解过程中可能出现剩余供给与剩余需求同时为 ０ ．这时只能划掉西北角元

素所在的行列之一 ，不能同时划掉 ，相应的基变量以 ０值出现在运输表上 ，属于退化情形 ．

2 ．最小元素法

根据就近供应的原则 ，一般先安排运价最小的产地与销地之间的运输任务 ，按此思路

确定初始基本可行解 ，称为最小元素法 ．

例 5 ．2 ．2 　用最小元素法求例 ５ ．２ ．１的一个基本可行解 ．

解 　例题运输表如表 ５ ．２ ．３所示 ．

　 　表 　 5 ．2 ．3
Bj 　

　 A i
B１ 谮B２ eB３ 痧B４ {ai

A１ #
６ 摀４  ５

6 　 　 　

９

4 　 　 　
１０ ，４ ，０ 弿

A２ #
８ 摀３

9 　 　 　

６ ┅４

3 　 　 　
１２ ，３ ，０ 弿

A３ #
５

5 　 　 　

８  ７ ┅８

3 　 　 　
８ ，３ ，０ 弿

bj

５

０ 儋
９

０ d
６

０ 镲
１０

７

４

０

　 　由于 c２２ ＝ min｛cij ｝ ＝ ３ ，先安排 A２ 与 B２ 之间运输任务 ，令 x２２ ＝ min｛１２ ，９｝ ＝ ９ ，划掉

B２ 列其余空格 ，并修改 a２ 和 b２ ．在表的剩余部分 ，再选最小运价 c２４ ＝ min｛ cij ｝ ＝ ４ ，令

x２４ ＝ ３ ，修改 a２ 和 b４ ，划掉 A２ 行其余空格 ．依此类推 ，直至求出一个基本可行解 ．结果是 ，

基变量的取值为

xB ＝ （x１３ ，x１４ ，x２２ ，x２４ ，x３１ ，x３４ ） ＝ （６ ，４ ，９ ，３ ，５ ，３） ，

非基变量

xN ＝ （x１１ ，x１２ ，x２１ ，x２３ ，x３２ ，x３３ ） ＝ （０ ，０ ，０ ，０ ，０ ，０） ．

目标函数值

f ＝ ５ × ６ ＋ ９ × ４ ＋ ３ × ９ ＋ ４ × ３ ＋ ５ × ５ ＋ ８ × ３ ＝ １５４ ．

5 ．2 ．2 　最优基本可行解表上求解法
表上求最优解的基本思想 ，如同一般单纯形方法 ，也是从一个基本可行解出发 ，按一

定的规则将其改进 ，直至求出最优基本可行解 ．
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当一个基本可行解给定后 ，先要判别这个解是否为最优解 ，为此需要计算对应每个变

量 xij的判别数 z ij － cij ＝ cBB － １ p^ij － cij ＝ w^p^ ij － cij ．下面推导计算单纯形乘子（对偶变量）w^
的公式 ．

如前所述 ，数学模型（５ ．１ ．１）中有一个约束是多余的 ，实际上可去掉任一个 ．比如 ，去

掉第 １个约束 ．新的列向量记作 p^ij ，它与原来的 pij相比 ，只少第 １个分量 ，是 m＋ n － １维
列向量 ．单纯形乘子记作 w^＝ （w２ ，w３ ，⋯ ，wm ，v１ ，⋯ ，vn ） ，其中 wi 对应 A的第 i 行 ，v j 对

应 A的第 m ＋ j行 ，也是表 ５ ．１ ．１上的 Bj 列 ，于是对应变量 xij （i ≠ １）的判别数
z ij － cij ＝ w^p^ ij － cij ＝ wi ＋ v j － cij ，　 i ＝ ２ ，⋯ ，m ；　 j ＝ １ ，⋯ ，n ． （５ ．２ ．１）

当 i＝ １时 ，对应 x１ j的判别数

z１ j － c１ j ＝ v j － c１ j ，　 j ＝ １ ，⋯ ，n ． （５ ．２ ．２）

如果令对应 A的第一行的乘子 w １ ＝ ０ ，记作

（w ，瓫） ＝ （w１ ，w２ ，⋯ ，wm ，v１ ，⋯ ，vn） ，

则（５ ．２ ．１）式和（５ ．２ ．２）式可统一表示为

z ij － cij ＝ （w ，瓫）pij － cij ＝ wi ＋ v j － cij ，　 橙 i ，j ． （５ ．２ ．３）

当 xij为基变量时 ，相应的判别数为零 ，这样便得到计算乘子 w和瓫 的公式

w１ ＝ ０ ，

wi ＋ v j ＝ cij ，　 橙 基变量 xij ，
（５ ．２ ．４）

（５ ．２ ．４）式即

（w ，瓫 ）pij ＝ cij ，　 橙 基变量 xij ，

其中 pij是基向量 ，方程组（５ ．２ ．４）行满秩 ，必有解 ．按（５ ．２ ．４）式求出 wi ，v j 以后 ，代入

（５ ．２ ．３）式 ，便可计算出对应各个变量的判别数 ．这些计算均可在运输表上完成 ．然后 ，根

据计算出来的判别数可以判别是否达到最优解 ．按（５ ．２ ．４）式计算出的 wi 和 v j 分别称为

在现行基下第 i行和第 m ＋ j行的位势 ，上述计算判别数的方法也称为位势法 ．

当运输表未达到最优解时 ，可用闭回路法将现行解加以改进 ，求出新的基本可行解 ．

为此 ，可选择对应最大判别数的变量作为进基变量 ．比如 ，设max z ij － cij ＝ z p q － cp q ＞ ０ ，则

取非基变量 xp q作为进基变量 ．根据定理 ５ ．１ ．４易知 ，任何非基变量与基变量均构成惟一

闭回路 ．在 xp q与基变量构成的惟一闭回路上 ，改变各变量的取值 ，不属于闭回路的变量

保持不变 ，设改变量为 θ ，即令 xp q ＝ θ ，回路中其他变量作相应改变 ．为保持可行性 ，原则

是回路中同一行或同一列的两个变量 ，一个增加 θ ，另一个必须减少 θ ．这样 ，确定一个最

大改变量 ，使一个原有基变量取值变为 ０ ，成为新的非基变量 ，xp q与其他原有基变量一起

构成一组新基 ．然后再按（５ ．２ ．４）式在表上计算 wi 和 v j ，按（５ ．２ ．３）式在表上计算新的判

别数 z ij － cij ，判别新基是否为最优基 ，若不是 ，再取闭回路将其改进 ，如此做下去 ，直至求

出最优解 ．
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例 5 ．2 ．3 　给定运输问题如表 ５ ．２ ．４ ，其中 A i 为产地 ，ai 为产量 ，Bj 为销地 ，bj 为销

量 ，每个方格右上角数字为费用系数 cij ．试确定一个运输方案 ，使总运输费用最小 ．

　 　表 　 5 ．2 ．4

Bj 　

　 A i
B１ 谮B２ eB３ 痧B４ {ai

A１ #
５ 摀８  ３ ┅４ 4

１０ 9

A２ #
６ 摀７  ４ ┅８ 4

１２ 9

A３ #
７ 摀６  ８ ┅５ 4

９ 9
bj ５ 亮５ L１１ 铑１０ y

　 　解 　 首先用西北角法求初始基本可行解 ，计算结果如表 ５ ．２ ．５ ．基变量的取值为

x１１ ＝ ５ ，x１２ ＝ ５ ，x２２ ＝ ０ ，x２３ ＝ １１ ，x２４ ＝ １ ，x３４ ＝ ９ ，目标函数值 f ＝ １６２ ．

　 　表 　 5 ．2 ．5

Bj 　

　 A i
B１ 谮B２ eB３ 痧B４ {ai

A１ #5 亮5 L１０ 9
A２ #0 L11 铑1 b１２ 9
A３ #9 ９ "
bj ５ 亮５ L１１ 铑１０ y

　 　下面 ，将求得的初始基本可行解置于运输表 ５ ．２ ．６中 ，基变量取值如黑体字所示 ．然

后 ，按（５ ．２ ．４）式在表 ５ ．２ ．６上计算位势 wi （w１ ＝ ０）和 v j ，分别置于左端列和上面一行 ．再

按（５ ．２ ．３）式在表上计算判别数 z ij － cij ，置于每个方格左下角的小方格内 ．对应基变量的

判别数为 ０ ，表 ５ ．２ ．６上不再标明 ．

在表 ５ ．２ ．６上 ，最大判别数 z１４ － c１４ ＝ ５ ，没有达到最优 ，用闭回路法求改进的基本可

行解 ，取闭回路 x１４ ，x２４ ，x２２ ，x１２ ．记调整量为 θ ，为保持可行性 ，令 x１４ ＝ θ≥ ０ ，x２４ ＝ １ － θ≥

０ ，x２２ ＝ ０ ＋ θ≥ ０ ，x１２ ＝ ５ － θ≥ ０ ，得到 θ＝ １ ．x１４变为基变量 ，x２４变为非基变量 ，新的基本可

行解置于表 ５ ．２ ．７中 ，基变量取值为

（x１１ ，x１２ ，x１４ ，x２２ ，x２３ ，x３４ ） ＝ （５ ，４ ，１ ，１ ，１１ ，９） ，
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　 　表 　 5 ．2 ．6

v j ５ 痧８ 刎５ 览９ è

wi
　 　 Bj

A i 　 　
B１  B２ 耨B３ 儋B４ 亮ai

０  A１ �
５

　 5
８

　 5
３

２ 览
４

５ è１０ 篌

－ １ NA２ �
６

－ ２ M
７

　 0
４

　 11
８

　 1 １２ 篌

－ ４ NA３ �
７

－ ６ M
６

－ ２ 5
８

－ ７  
５

　 9 ９ 苘
bj ５ 痧５ 刎１１ 鬃１０ 靠

目标函数值为 f ＝ １５７ ．

求得新的基本可行解后 ，再按（５ ．２ ．４）式（从令 w１ ＝ ０开始）计算在新基下的位势 wi

和 v j ，进而按（５ ．２ ．３）式计算判别数 ，这些计算均利用表 ５ ．２ ．７完成 ．

　 　表 　 5 ．2 ．7

v j ５ 痧８ 刎５ 览４ è

wi
　 　 Bj

A i 　 　
B１  B２ 耨B３ 儋B４ 亮ai

０  A１ �
５

　 5
８

　 4
３

２ 览
４

　 1 １０ 篌

－ １ NA２ �
６

－ ２ M
７

　 1
４

　 11
８

－ ５  １２ 篌

１  A３ �
７

－ １ M
６

３ 刎
８

－ ２  
５

　 9 ９ 苘
bj ５ 痧５ 刎１１ 鬃１０ 靠

　 　由表 ５ ．２ ．７知 ，最大判别数 z３２ － c３２ ＝ ３ ，还没有达到最优 ．再用闭回路法求改进的基

本可行解 ．取闭回路 x３２ ，x１２ ，x１４ ，x３４ ，计算调整量 θ ．令 x３２ ＝ θ≥ ０ ，x１２ ＝ ４ － θ≥ ０ ，x１４ ＝ １ ＋

θ≥ ０ ，x３４ ＝ ９ － θ≥ ０ ，解不等式组 ，求得 θ最大取值 ，θ＝ ４ ．x３２变为基变量 ，x１２变为非基变
量 ，新的基本可行解置于表 ５ ．２ ．８中 ，基变量的取值为

（x１１ ，x１４ ，x２２ ，x２３ ，x３２ ，x３４ ） ＝ （５ ，５ ，１ ，１１ ，４ ，５） ，

目标函数值 f ＝ １４５ ．
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　 　表 　 5 ．2 ．8

v j ５ 痧５ 刎２ 览４ è
wi

　 　 Bj

A i 　
B１  B２ 耨B３ 儋B４ 亮ai

０  A１ �
５

　 5
８

－ ３ 5
３

－ １  
４

　 5 １０ 篌

２  A２ �
６

１ 痧
７

　 1
４

　 11
８

－ ２  １２ 篌

１  A３ �
７

－ １ M
６

　 4
８

－ ５  
５

　 5 ９ 苘
bj ５ 痧５ 刎１１ 鬃１０ 靠

　 　再检验新的解是否为最优解 ．按（５ ．２ ．４）式计算在新基下的位势 wi 和 v j （从 w１ ＝ ０

开始） ．计算结果分别置于表 ５ ．２ ．８的左端列和上面一行 ．再按（５ ．２ ．３）式计算判别数 ，并

置于每个方格左下角的小方格内 ．计算结果表明 ，z２１ － c２１ ＝ １ ＞ ０ ，还没有达到最优 ．

再求改进的基本可行解 ．取闭回路 x２１ ，x１１ ，x１４ ，x３４ ，x３２ ，x２２ ．令 x２１ ＝ θ≥ ０ ，x１１ ＝ ５ －

θ≥ ０ ，x１４ ＝ ５ ＋ θ≥ ０ ，x３４ ＝ ５ － θ≥ ０ ，x３２ ＝ ４ ＋ θ≥ ０ ，x２２ ＝ １ － θ≥ ０ ．求得调整量 θ＝ １ ，x２１进
基 ，x２２离基 ，新的基本可行解中基变量取值为

（x１１ ，x１４ ，x２１ ，x２３ ，x３２ ，x３４ ） ＝ （４ ，６ ，１ ，１１ ，５ ，４） ，

目标函数值 f ＝ １４４ ．计算结果列于表 ５ ．２ ．９ ．

　 　表 　 5 ．2 ．9

v j ５ 痧５ 刎３ 览４ è
wi

　 　 Bj

A i 　
B１  B２ 耨B３ 儋B４ 亮ai

０  A１ �
５

　 4
８

－ ３ 5
３

０ 览
４

　 6 １０ 篌

１  A２ �
６

　 1
７

－ １ 5
４

　 11
８

－ ３  １２ 篌

１  A３ �
７

－ １ M
６

　 5
８

－ ４  
５

　 4 ９ 苘
bj ５ 痧５ 刎１１ 鬃１０ 靠

　 　检验新的基本可行解是否为最优解 ．先计算位势 wi 和 v j （w１ ＝ ０） ，分别置于表 ５ ．２ ．９

的左端列与上面一行 ．再按（５ ．２ ．３）式计算判别数 ，计算结果置于表 ５ ．２ ．９每个方格左下

角小方格内 ．结果表明 ，现行基本可行解已经是最优解 ．
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5 ．3 　产销不平衡运输问题

前面介绍的表上作业法 ，是在产销平衡条件下 ，即在 ∑
m

i ＝ １

ai ＝ ∑
n

j ＝ １

bj 假设下给出的 ．实

际问题中 ，往往出现产大于销或销大于产的情形 ，为利用表上作业法解决这类问题 ，需要

引进虚拟销地或虚拟产地 ，转化为产销平衡运输问题 ．当产大于销时 ，问题呈现如下形式 ：

min ∑
m

i ＝ １
∑
n

j ＝ １

cij x ij

s ．t ． ∑
n

j ＝ １

xij ≤ ai ，　 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m ，

∑
m

i ＝ １

xij ＝ bj ，　 j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ，

xij ≥ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ；j ＝ １ ，⋯ ，n ．

（５ ．３ ．１）

这时 ，引进一个虚拟销地 ，各产地供给它的货物为 xi ，n＋ １ （i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m） ，单位运价 ci ，n ＋ １ ＝

０（i＝ １ ，⋯ ，m） ，这个虚拟销地的销量 bn＋ １ ＝ ∑
m

i ＝ １

ai － ∑
n

j ＝ １

bj ．数学模型转化为

min ∑
m

i ＝ １
∑
n＋ １

j ＝ １

cij x ij

s ．t ． ∑
n＋ １

j ＝ １

xij ＝ ai ，　 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m ，

∑
m

i ＝ １

xij ＝ bj ，　 j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ＋ １ ，

xij ≥ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ；j ＝ １ ，⋯ ，n ＋ １ ，

（５ ．３ ．２）

求得的 xi ，n＋ １实际上是第 i个产地的剩余库存 ．

当销大于产时 ，问题的数学模型为

min ∑
m

i ＝ １
∑
n

j ＝ １

cij x ij

s ．t ． ∑
n

j ＝ １

xij ＝ ai ，　 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m ，

∑
m

i ＝ １

xij ≤ bj ，　 j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ，

xij ≥ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ；j ＝ １ ，⋯ ，n ，

（５ ．３ ．３）
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这时 ，需要引进一个虚拟产地 ，假设它的产量为 am＋ １ ＝ ∑
n

j ＝ １

bj － ∑
m

i ＝ １

ai ，从虚拟产地到各销

售地的单位运价 cm ＋ １ ，j ＝ ０（ j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ．把销大于产的问题转化为产销平衡问题

min ∑
m＋ １

i ＝ １
∑
n

j ＝ １

cij x ij

s ．t ． ∑
n

j ＝ １

xij ＝ ai ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ＋ １ ，

∑
m＋ １

i ＝ １

xij ＝ bj ，　 j ＝ １ ，⋯ ，n ，

xij ≥ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ＋ １ ；j ＝ １ ，⋯ ，n ．

（５ ．３ ．４）

　 　转化成产销平衡运输问题后 ，即可用前面介绍的方法求其最优解 ．值得注意 ，对于产

销不平衡问题 ，如果用最小元素法求初始基本可行解 ，必须优先考虑实际产销单位 ，不能

因为实际单位与虚拟单位间运输费用为 ０而先行安排运输任务 ．

习 　 　题

１ ．设一运输问题具有 ３个产地 A i ，３个销地 Bj ，A i 供给 B j 的货物量为 x ij ，问下列每

一组变量可否作为一组基变量 ？

（１） x１１ ，x１２ ，x１３ ，x２３ ，x３３ ；　 　 　 　 　 （２） x１２ ，x１３ ，x２２ ，x２３ ，x３１ ；

（３） x１３ ，x２２ ，x２３ ，x３１ ，x３３ ；　 　 　 　 　 （４） x１２ ，x１３ ，x２１ ，x３１ ，x３２ ，x３３ ；

（５） x１１ ，x１４ ，x２２ ，x３３ ．

２ ．设有运输问题如下表 ：

B１ 谮B２ eB３ 痧B４ {ai

A１ #
８ ７ ５ ４

８ "

A２ #
６ ３ ５ ９

６ "

A３ #
１０ ９ ７ ８

７ "
bj ５ 亮４ L６ 鬃６ b

　 　 （１）用西北角法求一基本可行解 ；

（２）用最小元素法求一基本可行解 ；

（３）分别计算出在两个基本可行解下的目标函数值 ．
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３ ．考虑对应下表的运输问题 ：

B１ 谮B２ eB３ 痧B４ {ai

A１ #
４ ５ ６ ５

２０ 9

A２ #
７ １０ ５ ６

２０ 9

A３ #
８ ９ １２ ７

５０ 9
bj １５ 刎２５ c２０ 铑３０ y

　 　 （１）用西北角法求一初始基本可行解 ；

（２）由（１）中求得的基本可行解出发 ，用表上作业法求最优解 ，使总运输费用最小 ．

４ ．设有 ３ 个产地 ４ 个销地的运输问题 ，产量 ai ，销量 bj 及单位运价 cij的数值如

下表 ：

B１ 谮B２ eB３ 痧B４ {ai

A１ #
６ ４ ３ ７

９ "

A２ #
９ ８ １０ ５

１２ 9

A３ #
４ ７ ６ １０

１４ 9
bj ８ 亮９ L１０ 铑１１ y

　 　 （１）转化成产销平衡运输问题 ；

（２）用西北角法求一基本可行解 ，并由此出发求最优解 ，使总运输费用最小 ；

（３）用最小元素法求一基本可行解 ，进而求出最优解 ，使总运输费用最小 ．
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第 6章 　线性规划的内点算法

倡 6 ．1 　 Karmarkar算法
6 ．1 ．1 　多项式时间算法
　 　 １９８４年 N ．Karmarkar提出了解线性规划的新的多项式时间算法 ，为介绍这种方法 ，

先简要说明什么是多项式时间算法 ．

运用一个算法解一种问题时 ，存在如何评价算法的优劣问题 ，评价的主要指标之一 ，

就是运算次数 ，或运算时间 ．如果所需运算次数（运算时间）太多 ，在计算机上实现就会产

生困难 ，因而就不是一个好的算法 ．运算次数多少（运算时间长短） ，与问题规模大小有关 ．

对于各种问题 ，不管彼此间有多大差别 ，其问题的大小都可用输入量来描写 ．把一个问题

的数据输入计算机时所需二进制代码的长度 L 称为输入长度 ．显然 ，用输入长度代表问

题规模的大小是合理的 ．如果用一个算法解一种问题时 ，需要的计算时间 ，在最坏的情况

下 ，不超过输入长度的某个多项式所确定的数值 P（L） ，则称这个算法是解这种问题的多

项式时间算法 ，简称多项式算法 ．

对于一种问题 ，如果能找到多项式算法 ，由于所需计算时间随输入长度增长的速度不

很快 ，因此就认为这种问题可以有效地用计算机求解 ．

多项式算法这一概念是在 ２０世纪 ６０年代提出来的 ，此后人们对各种算法进行了研

究 ，看其是否为多项式算法 ．自然 ，对求解线性规划的单纯形法也进行了研究 ．１９７２ 年

V ．Klee和 G ．Minty给出一个例子 ，他们构造一个线性规划问题 ，用单纯形方法求解 ，需要

的计算时间为 O（２n
） ．这个例子表明 ，单纯形算法虽然在实用中非常有效 ，至今占有绝对

优势 ，但在理论上它还不是多项式算法 ．于是产生这样的问题 ：对于线性规划 ，能否找到多

项式算法 ？

１９７９年前苏联数学家 П ．Г ．Хачиян第一个给出解线性规划的多项式算法 ，这就是所

谓的椭球算法 ．它的计算复杂性为 O（n６ L２
） ，其中 n是变量的维数 ，L是输入长度 ．这个算

法在理论上是重要的 ，但是计算结果很不理想 ，运不及单纯形方法有效 ．

算法上突破性进展和当代科学技术发展的需要 ，又给人们提出进一步的问题 ：能否找

到实用上也确实有效的多项式时间算法 ？正是在这样的背景下 ，产生了 Karmarkar 算
法 ．它的计算复杂性是 O（n３ ．５ L２

） ．据文献介绍 ，通过例题试算 ，收到较好效果 ．



6 ．1 ．2 　几个有关概念
1 ．Karmarkar标准问题

　 　 Karmarkar算法中定义标准问题为
min 　 cT x
s ．t ． Ax ＝ 0 ，

∑
n

j ＝ １

xj ＝ １ ，

x ≥ 0 ，

（６ ．１ ．１）

其中 A是 m × n满秩矩阵 ，c ，x ∈ Rn
，并假设 ：

（１）问题（６ ．１ ．１）是可行的 ．单纯形

S ＝ x ∑
n

j ＝ １

xj ＝ １ ，　 x ≥ 0

的中心 a（０） ＝ １
n e是可行点 ，其中 e＝ （１ ，⋯ ，１）

T 是分量均是 １的 n维向量 ．

（２）对每个可行点 x ，有 cT x ≥ ０ ．

（３）终止参数 q给定 ，目的是求一个可行点 x ，使得

cT x
cT a（０） ≤ ２

－ q
．

2 ．单纯形的内切球和外接球

定义集合

S ＝ x ∑
n

j ＝ １

xj ＝ １ ，x ≥ 0

图 　 ６ ．１ ．１

为 n － １维单纯形 ．其顶点是

ej ＝ （０ ，⋯ ，０ ，１ ，０ ，⋯ ，０）
T
，　 j ＝ １ ，⋯ ，n ．

S的中心是 a（０）
＝

１
n e ．

根据单纯形 S的定义 ，容易算出它的外接球和

内切球的半径（参见图 ６ ．１ ．１） ．

外接球的半径

R ＝ １ －
１
n

２

＋ （n － １） ０ －
１
n

２

＝
n － １
n ．

　 　由于 S的边界是低维的单纯形 ，第 i个边界的中心为
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１
n － １

（e － ei ） ，

它的第 i个分量是 ０ ，其余分量是 １
n － １ ，因此内切球的半径是

r ＝
１
n

２

＋ （n － １）
１
n －

１
n － １

２

＝
１

n（n － １）
． （６ ．１ ．２）

　 　外接球与内切球半径之比

R
r ＝ n － １ ．

3 ．向量的投影

设 B是 m × n矩阵 ，B的秩为 m ．它的 m个行向量生成的子空间记作 V B ，V B 的正交

子空间用 V ⊥
B 表示 ，则

V ⊥
B ＝ ｛x | Bx ＝ 0｝ ．

由于 n维欧氏空间Rn等于 V B 与 V ⊥
B 的直和 ，即

Rn
＝ V B 晨 V ⊥

B ，

因此任一向量 y ∈ Rn可以写成

y ＝ y１ ＋ y２ ， （６ ．１ ．３）

其中 y１ ∈ V B ，y２ ∈ V ⊥
B ．y１ 和 y２ 分别称为向量 y在 V B 和 V ⊥

B 上的投影 ．y１ 可以表示成 B
的 m个行向量的线性组合 ，设系数向量为λ ，即

y１ ＝ BT
λ ． （６ ．１ ．４）

将（６ ．１ ．４）式代入（６ ．１ ．３）式 ，然后两端左乘 B ，并注意到 By２ ＝ 0 ，则

By ＝ BBT
λ ． （６ ．１ ．５）

由于 B满秩 ，根据（６ ．１ ．５）式 ，有

λ ＝ （BBT
）
－１ By ． （６ ．１ ．６）

把（６ ．１ ．６）式代入（６ ．１ ．４）式得到

y１ ＝ BT
（BBT

）
－１ By ． （６ ．１ ．７）

把（６ ．１ ．７）式代入（６ ．１ ．３）式 ，则

y２ ＝ ［I － BT
（BBT

）
－１ B］y ． （６ ．１ ．８）

（６ ．１ ．８）式给出向量 y在 V ⊥
B 上的投影 ．这个表达式在 Karmarkar算法中将要用到 ．

4 ．射影变换

在 Karmarkar算法中 ，用到一种特殊的射影变换 ，它的定义是

T（x） ＝
D－１ x

eT D－１ x ， （６ ．１ ．９）
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其中 D＝ diag（a１ ，⋯ ，an ）是对角矩阵 ，主对角线上第 i个元素 ai ＞ ０（ i ＝ １ ，⋯ ，n） ．把点 x
的像记作 x′ ，则

x′ ＝
D－１ x

eT D－１ x ． （６ ．１ ．１０）

把（６ ．１ ．１０）式按分量写出 ，即

x′i ＝
xi ／ai

∑
j
（xj ／aj ）

，　 i ＝ １ ，⋯ ，n ．

　 　变换 T具有下列性质 ：

（１） T把单纯形 S 一对一地映射成 S ．它的逆变换是

x ＝
Dx′

eT Dx′ ． （６ ．１ ．１１）

按分量写出来 ，即

xi ＝
ai x′i
∑
j
aj x′j

，　 i ＝ １ ，⋯ ，n ． （６ ．１ ．１２）

S的每个顶点 e j ＝ （０ ，⋯ ，０ ，１ ，０ ，⋯ ，０）
T 的像

T（ej ） ＝
D－１ ej

eT D－１ ej
＝

（１／aj ）ej
１／aj

＝ ej ，

即一个顶点的像就是这个顶点 ．

（２） T把由 x j ＝ ０给出的单纯形 S的每个面映射成对应的面 x′j ＝ ０ ．

（３）点 a＝ （a１ ，⋯ ，an ）
T 的像是单纯形 S的中心 １

n e ．

（４）令 pj 是 A的第 j 列 ，则方程组

∑
n

j ＝ １

pj x j ＝ 0 ，

经变换变成

∑
n

j ＝ １

pj aj x′j ∑
n

j ＝ １

aj x′j ＝ 0

或

∑
n

j ＝ １

p′j x′j ＝ 0 ，

其中 p′j ＝ aj p j ．

（５）如果 a∈ ｛x｜Ax＝ 0｝ ，则单纯形 S的中心（也是 a的像）

a（０） ∈ ｛x′ | ADx′ ＝ 0｝ ．

5 ．势函数

在 Karmarkar算法的证明中 ，引进了势函数的概念 ．对每个线性函数 l（x） ，定义与它
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相联系的势函数为

f （x） ＝ ∑
n

j ＝ １

ln l（x）
xj

＋ k ，

其中 k为常数 ．

势函数具有下列性质 ：

（１）射影变换 T把势函数变换成具有相同形式的函数 ．令 f （x）＝ f′（T（x）） ，则称 f′
为变换后的势函数 ．现在推导 f′的表达式 ．

令 l（x）＝ cT x ，由（６ ．１ ．１２）式 ，有

xi ＝
ai x′i
∑
j
aj x′j

＝
ai x′i
eT Dx′ ． （６ ．１ ．１３）

把（６ ．１ ．１１）式和（６ ．１ ．１３）式代入 f （x）的表达式 ，则

f （x） ＝ ∑
n

j ＝ １

ln cT x
x j

＝ ∑
n

j ＝ １

ln cT Dx′ （eT Dx′）
aj x′j （eT Dx′）

＝ ∑
n

j ＝ １

ln cT Dx′
aj x′j ＝ ∑

n

j ＝ １

ln c′T x′
x′j － ∑

n

j ＝ １

lnaj ，

经过变换 ，得到变换后的势函数

f′（x′） ＝ ∑
n

j ＝ １

ln c′T x′
x′j － ∑

n

j ＝ １

lnaj ，

其中 c′＝ Dc ．
（２）目标函数值所期望的下降量可通过势函数值的充分减小来达到 ．

（３）优化势函数 f （x）可用优化线性函数来近似 ．当然 ，每步所用线性函数不同 ．这一

点 Karmarkar给出了证明 ．

6 ．1 ．3 　 Karmarkar标准问题求解方法
1 ．基本思想

　 　 Karmarkar算法的基本思想是 ，通过射影变换把问题（６ ．１ ．１）转化为在球域上极小化

另一个线性函数 ．求出在球域上的最优解后 ，再用逆变换将此解返回到原决策空间里去 ，

从而得到原问题的一个近似解 ．重复以上过程 ，得到点列｛x（k） ｝ ，此点列在多项式时间内收

敛于问题的最优解 ．

下面 ，具体分析问题的转化过程 ．

在问题（６ ．１ ．１）中 ，可行域是子空间

Ω ＝ ｛x | Ax ＝ 0｝
和单纯形
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S ＝ x ∑
n

j ＝ １

xj ＝ １ ，　 x ≥ 0

的交集 ．因此 ，（６ ．１ ．１）式可以写成

min cT x
s ．t ． x ∈ S ∩ Ω ．

（６ ．１ ．１４）

运用变换（６ ．１ ．９）把子空间 Ω变换为子空间

Ω′ ＝ ｛x′ | ADx′ ＝ 0｝ ，

把单纯形 S变换成 S ，从而把可行域 S ∩ Ω变成 S ∩ Ω′ ．同时 ，这个变换把单纯形上的可行

点 a＝ （a１ ，⋯ ，an）
T
＞ ０变成单纯形 S的中心 a（０）

＝
１
n e ．显然 ，a（０） ∈ S ∩ Ω′ ．

经过变换 ，目标函数 cT x变成分式函数
cT Dx′
eT Dx′ ．

相应地 ，势函数

f （x） ＝ ∑
n

j ＝ １

ln cT x
x j

变换成

f′（x′） ＝ ∑
n

j ＝ １

ln c′T x′
x′j － ∑

n

j ＝ １

lnaj ．

由于变换后目标函数不再是线性函数 ，而势函数却保持相同的形式 ，以及所期望的目标函

数值的减少可通过势函数值的充分减少来达到 ，因此变换后不去极小化分式函数 ，而是极

小化变换后的势函数 ．这样 ，把（６ ．１ ．１４）式转化为

min f′（x′）
s ．t ． x′ ∈ S ∩ Ω′ ．

（６ ．１ ．１５）

　 　为了便于计算 ，用包含在单纯形 S内以 a（０）为球心 ，αr为半径的球 B（a（０） ，αr）取代 S ，

其中 r是单纯形 S 的内切球的半径 ，由（６ ．１ ．２）式知 r ＝ １／ n（n － １） ，α ∈ （０ ，１） ．由于

B（a（０） ，αr）的球心 a（０） ∈ Ω′ ，因此球 B（a（０） ，αr）与子空间 Ω′的交是在 Ω′中以 a（０）为球心 ，具

有相同半径 αr的降维球 ．记作

B′（a（０） ，αr） ＝ B（a（０） ，αr） ∩ Ω′ ，

B′（a（０） ，αr）中每个元素 x′满足
ADx′ ＝ 0 （６ ．１ ．１６）

及

∑
n

j ＝ １

x′j ＝ １ ，　 即 　 eT x′ ＝ １ ． （６ ．１ ．１７）

现在扩充矩阵 AD ，令

581倡
６ ．１ 　 Karmarkar算法



B ＝
AD
eT ，

其中 eT ＝ （１ ，⋯ ，１）是分量均为 １的 n维向量 ，记作

em＋ １ ＝
0
１

，

em ＋ １是前 m个分量是零的 m ＋ １ 维向量 ．这样 ，条件（６ ．１ ．１６）和（６ ．１ ．１７）一起可以表

示为

Bx′ ＝ em＋ １ ．

显然 ，B′（a（０） ，αr）是在仿射空间
Ω″ ＝ x′ Bx′ ＝ em＋ １

中的球 ．于是（６ ．１ ．１５）式转化为问题

min f′（x′）
s ．t ． x′ ∈ B（a（０） ，αr） ∩ Ω″ ．

（６ ．１ ．１８）

　 　 Karmarkar已经证明 ，极小化势函数 f′（x′）可用极小化线性函数 c′T x′来近似 ．最后

把（６ ．１ ．１８）式转化为解下列问题 ：

min c′T x′
s ．t ． x′ ∈ B（a（０） ，αr） ∩ Ω″ ，

（６ ．１ ．１９）

其中 c′＝ Dc ．
现在 ，求函数 c′T x′在集

B（a（０） ，αr） ∩ Ω″

上的极小点 ．由于这个集合是仿射空间 Ω″中的一个球 ，球心为 a（０） ，c′T x′又是线性函数 ，因

此只要从 a（０）出发 ，沿 c′T x′在 Ω″中下降最快的方向 ，移动距离为 αr ，即得到（６ ．１ ．１９）式的

极小点 ．而 c′T x′在 Ω″中下降最快的方向就是最速下降方向（负梯度方向） － c′在 B的零
空间

N（B） ＝ x′ Bx′ ＝ 0
中的投影 ．设 B满秩 ．根据（６ ．１ ．８）式 ，c′在 N （B）上的投影

cp ＝ （I － BT
（BBT

）
－１ B）Dc ，

因此 c′T x′在 Ω″上下降最快的方向是

d（０） ＝ －
cp

‖ cp ‖ ，

c′T x′在降维球上的最小点是

b′ ＝ a（０） －
αr

‖ cp ‖ cp ．

　 　用逆变换（６ ．１ ．１１）求 b′的像源 ，得出（６ ．１ ．１４）式的一个近似解 b ．再把 b变换为单纯
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形 S 的中心 ，并求解问题（６ ．１ ．１９） ．不断重复上述计算过程 ，就可以产生收敛于 （６ ．１ ．１４）

式（也是（６ ．１ ．１）式）的最优解的序列 ．

2 ．计算步骤

求解 Karmarkar标准问题（６ ．１ ．１）的计算步骤如下 ：

（１）给定参数值 α∈ （０ ，１） ，令

x（０） ＝ a（０） ＝
１
n （１ ，⋯ ，１）

T
，

置 k ＝ ０ ．

（２）若 cT x（k） ／（cT a（０） ） ≤ ２ － q
，则停止计算 ，得解 x（k） ．否则进行步骤（３） ．

（３）令 D＝ diag（x（k）
１ ，⋯ ，x（k）

n ） ，又令

B ＝
AD
eT ．

　 　 （４）求梯度 c′＝ Dc在 B的零空间中的投影 ．令 cp ＝ ［I － BT
（BBT

）
－ １ B］Dc ．

（５）把 cp 单位化 ，令

c^ ＝
cp

‖ cp ‖ ．

　 　 （６）计算在球上的极小点

b′ ＝ a（０） －
α

n（n － １）
c^ ．

　 　 （７）求 b′的像源 ，令

x（k＋ １） ＝
Db′

eT Db′ ．

　 　 （８）计算势函数值 f （x（k） ）和 f （x（k ＋ １）
） ，若 f （x（k） ） － f （x（k ＋ １）

） ＜ δ（δ的取值在后面给

出） ，则停止计算 ，得出 Karmarkar 标准问题的极小值大于零的结论 ，这种情形对应原来

的线性规划问题或者不可行 ，或者不存在有限最优值的情况 ．如果

f （x（k） ） － f （x（k＋ １） ） ≥ δ ，

则进行步骤（９） ．

（９）置 k ∶＝ k ＋ １ ，返回步骤（２） ．

3 ．有关定理

下面给出 Karmarkar算法中的几个定理 ，这里不加证明 ，可参见文献［１３］ ．

定理 6 ．1 ．1 　算法在 O（n（q ＋ log n））步内求得一个可行点 x ，使得

cT x
cT a（０） ≤ ２

－ q
，
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其中 q是给定的终止参数 ，a（０）是初点 ，取为单纯形 S的中心 ．

定理 6 ．1 ．2 　对于每个 k ，有下列两种情形之一 ：

（１） f （x（k ＋ １）
） ≤ f （x（k） ） － δ ；

（２）目标函数的极小值大于零 ．

其中 δ是一个常数 ，它依赖于 α的取值 ，这两个参数之间的关系为

δ ＝ α －
α
２

２
－

α
２ n

（n － １）［１ － α n／（n － １）］
，

α∈ （０ ，１） ，当 α＝
１
４
时 ，δ≥

１
８

．

这个定理表明 ，经一次迭代 ，势函数值的减小不小于常数 δ（当最优解存在时） ．

定理 6 ．1 ．3 　存在一点 b′ ∈ B（a（０） ，αr） ∩ Ω″ ，使得 f′（b′） ≤ f′（a（０） ） － δ ．

定理 6 ．1 ．4 　设 b′是 c′T x在 B（a（０） ，αr） ∩ Ω″上的极小点 ，则

f′（b′） ≤ f′（a（０） ） － δ ．

　 　上述定理表明 ，在 B（a（０） ，αr） ∩ Ω″上极小化 f′（x） ，可用极小化线性函数 c′T x来
近似 ．

定理 6 ．1 ．5 　算法求得的点 b′是 c′T x在 B（a（０） ，αr） ∩ Ω″上的极小点 ．

4 ．关于（BBT
）

－ 1的计算方法

Karmarkar算法的主要工作量在于计算 c′在 B的零空间中的投影 ，即求

cp ＝ ［I － BT
（BBT

）
－１ B］Dc ，

其中主要计算量又是求（BBT
）

－ １
．用 Gauss 消去法求矩阵的逆 ，需做 O（n３ ）次算术运算 ，

对于每次算术运算又需要 O（L）位的精度 ，因此用 Gauss消去法实际上要做 O（n３ L）次算
术运算 ．为了减少计算次数 ，Karmarkar采用了秩 １修正 ，节省了 n０ ．５次运算 ．下面简要介

绍计算（BBT
）

－ １的一种方法 ．

由矩阵 B的定义可知 ，

BBT
＝

AD
eT

AD
eT

T
＝

AD２ AT ADe
（ADe）T eT e

＝
AD２ AT

　 0
　 0 　 　 n ．

　 　显然 ，在计算 cp 时 ，从一次迭代到另一次迭代 ，只有矩阵 D发生变化 ．在第 k次迭代
时 ，按定义有

D（k）
＝ diag（x（k）

１ ，⋯ ，x（k）
n ） ，

为减少计算量 ，定义矩阵 D′（k） ，使

１
２

≤
D′（k）ii

D（k）
ii

２

≤ ２ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，n ，

其中 D′（k）ii 是矩阵 D′（k）的主对角线上第 i个元素 ，D（k）
ii 是 D（k）的主对角线上第 i个元素 ．这
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时 ，D′（k）作为 D（k）的近似矩阵 ．在求逆时 ，用矩阵 D′（k）代替 D（k）
，进而用（A（D′（k） ）２ AT

）
－ １

代替（A（D（k）
）
２ AT

）
－ １

．建立矩阵 D′（k）的具体方法如下 ．

在运算之初 ，令

D′（０） ＝ D（０）
＝ diag（a１ ，⋯ ，an ） ，

其中 a＝ （a１ ，⋯ ，an ）是初始可行点 ．以后由修改 D′（k）而得到 D′（k ＋ １）
．修改 D′（k）的策

略是 ：

（１）令 D′（k ＋ １）
＝ σkD′（k） ，其中

σk ＝
１
n ∑

n

j ＝ １

x（k＋ １）
j

x （k）
j

．

　 　 （２）对于 i ＝ １ ，⋯ ，n ，检验是否成立

D′（k＋ １）ii

D（k＋ １）
ii

２

臭
１
２

，２ ． （６ ．１ ．２０）

若对某个 i ，（６ ．１ ．２０）式成立 ，则表明 D′（k ＋ １）的第 i个对角线元素不满足近似要求 ．因

此令

D′（k＋ １）ii ＝ D（k＋ １）
ii ，

紧接着对 A（D′（k ＋ １）
）
２ AT 作秩 １ 修正 ，并求出它的逆矩阵 ．然后从第 i ＋ １ 个对角元素开

始 ，继续检验 （６ ．１ ．２０）式是否成立 ．重复以上步骤 ，直至 i ＝ n ．按上述方法 ，检验完

（６ ．１ ．２０）式 ，便得到 D（k ＋ １）的近似矩阵 D′（k ＋ １）
，同时得到逆矩阵（A（D′（k ＋ １）

）
２ AT

）
－ １

．

现在说明秩 １修正的方法 ．

设对角矩阵 D′和 D″仅相差主对角线上第 i个元素 ，则

A（D′）２ AT
＝ A（D″）２ AT

＋ ［（D′ii ）２ － （D″ii ）２ ］pipT
i ， （６ ．１ ．２１）

其中 pi 是 A的第 i列 ．［（D′ii ）２ － （D″ii ）２ ］pi pT
i 是秩 １矩阵 ．（６ ．１ ．２１）式表明 ，对A（D″）２ AT

作秩 １修正 ，得到 A（D′）２ AT
，记作

M ＝ A（D″）２ AT
，

瓫 ＝ pi ，

u ＝ ［（D′ii ）２ － （D″ii ）２ ］pi ，

利用 Sherman唱Morrison公式
（M ＋ u瓫 T

）
－１

＝ M－１
－
M－１ u瓫 T M－１

１ ＋ 瓫
T M－１ u ， （６ ．１ ．２２）

由（A（D″）２ AT
）

－ １求（A（D′）２ AT
）

－ １
．

采用上述修正技巧以前 ，计算的复杂性为 O（n４ L２
） ，采用修正技巧后 ，计算的复杂性

为 O（n３ ．５ L２
） ．
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6 ．1 ．4 　一般线性规划问题的处理
1 ．利用对偶定理转化线性规划问题

　 　我们考虑一般线性规划问题

min cT x
s ．t ． Ax ≥ b ，

x ≥ 0 ．

（６ ．１ ．２３）

　 　这一节的目的是把（６ ．１ ．２３）式转化为求解 Karmarkar标准问题 ．实现这种转化可用

多种方法 ，现介绍其中的一种 ，这就是利用对偶性质和射影变换实现这种转化的方法 ．

首先介绍怎样把（６ ．１ ．２３）式转化为求解标准形式的线性规划问题 ．已知（６ ．１ ．２３）式

的对偶问题是

max bT u
s ．t ． AT u ≤ c ，

u ≥ 0 ．

又知（６ ．１ ．２３）式存在最优解的充要条件是

Ax ≥ b ，

AT u ≤ c ，
cT x － bT u ＝ ０ ，

x ≥ 0 ，

u ≥ 0

（６ ．１ ．２４）

有可行解 ．（６ ．１ ．２４）式的可行解 ，其中 x的取值就是（６ ．１ ．２３）式的最优解 ．这样 ，把求解

（６ ．１ ．２３）式转化为求（６ ．１ ．２４）式的可行解 ．

用两阶段法的第一阶段求（６ ．１ ．２４）式的可行解 ．为此 ，先引进松弛变量 ，把不等式化

为等式 ，得到

Ax － y ＝ b ，

AT u ＋ 瓫 ＝ c ，
cT x － bT u ＝ ０ ，

x ≥ 0 ，　 u ≥ 0 ，　 y ≥ 0 ，　 瓫 ≥ 0 ．

　 　再引进人工变量 λ ，并令

x（０） ＞ 0 ，　 y（０） ＞ 0 ，　 u（０） ＞ 0 ，　 瓫
（０）

＞ 0 ．

把求解（６ ．１ ．２３）式转化为求解下列问题 ：
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min λ

s ．t ． Ax － y ＋ （b － Ax（０）
＋ y（０） ）λ ＝ b ，

AT u ＋ 瓫 ＋ （c － AT u（０） － 瓫
（０）

）λ ＝ c ，
cT x － bT u ＋ （－ cT x（０） ＋ bT u（０） ）λ ＝ ０ ，

x ≥ 0 ，　 u ≥ 0 ，　 y ≥ 0 ，　 瓫 ≥ 0 ，　 λ ≥ ０ ．

（６ ．１ ．２５）

　 　在（６ ．１ ．２５）式中 ，目标函数值有下界 ，且

x ＝ x（０） ，　 y ＝ y（０） ，　 u ＝ u（０） ，　 瓫 ＝ 瓫
（０）

，　 λ ＝ １

是可行解 ，因此（６ ．１ ．２５）式必存在最优解 ．为了方便 ，将问题（６ ．１ ．２５）改写成

min cT x
s ．t ． Ax ＝ b ，

x ≥ 0 ，

（６ ．１ ．２６）

并假设 A是 m × n矩阵 ，c ，x ∈ Rn
．

值得注意 ，（６ ．１ ．２６）式和（６ ．１ ．２５）式中的相同字母比如 A ，b ，c ，x ，含义不同 ，不可

混淆 ．

2 ．利用射影变换化（6 ．1 ．26）式为标准问题

定义射影变换 T１ （x） ：

x′i ＝
xi ／ai

∑
j
（xj ／aj ） ＋ １

，　 i ＝ １ ，⋯ ，n ，

x′n＋ １ ＝ １ － ∑
n

i ＝ １

x′i ．

　 　容易验证 ，变换 T１ （x）具有下列性质 ：

（１） T１ 把Rn中的集合

P＋ ＝ ｛x ∈ Rn | x ≥ 0｝
映射成Rn＋ １中的 n维单纯形

S ＝ x′ ∈ Rn＋ １
∑
n＋ １

j ＝ １

x′j ＝ １ ，　 x′ ≥ 0 ．

　 　 （２） T１ 是一对一的可逆变换 ，其逆变换是

xi ＝
ai x′i
x′n＋ １ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，n ． （６ ．１ ．２７）

　 　 （３）点 a＝ （a１ ，⋯ ，an ）
T 的像是单纯形 S的中心 １

n＋ １
e ，其中 e是分量全为 １的 n ＋ １

维向量 ．

（４）设 pj 表示 A的第 j 列 ，如果
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∑
n

j ＝ １

xj p j ＝ b ，

则

∑
j
aj x′j p j

x′n＋ １ ＝ b

或

∑
n

j ＝ １

aj x′j p j － x′n＋ １ b ＝ 0 ． （６ ．１ ．２８）

定义矩阵 A′ ，它的前 n列为
p′j ＝ aj p j ，　 j ＝ １ ，⋯ ，n ，

第 n＋ １列为
p′n＋ １ ＝ － b ，

则（６ ．１ ．２８）式可写成
A′x′ ＝ 0 ，

其中 x′＝ （x′１ ，⋯ ，x′n＋ １ ）
T
．即 T１ 把 Ax＝ b变成 A′x′＝ 0 ．

（５）我们希望求出使 cT x等于零的可行解 ，为此定义仿射子空间 Z ，使得
Z ＝ ｛x ∈ Rn | cT x ＝ ０｝ ．

　 　下面利用（６ ．１ ．２７）式研究 Z的像 ．

现将（６ ．１ ．２７）式代入 cT x＝ ０ ，得到

∑
n

i ＝ １

ci ai x′i
x′n＋ １ ＝ ０ ． （６ ．１ ．２９）

定义向量 c′ ∈ Rn＋ １
，使

c′i ＝ ci ai ，　 i ＝ １ ，⋯ ，n ，

c′n＋ １ ＝ ０ ．

由（６ ．１ ．２９）式得到

∑
n＋ １

i ＝ １

c′i x′i ＝ ０ ，

即 c′T x′＝ ０ ．因此 ，若 cT x＝ ０ ，则 c′T x′＝ ０ ，由此可知 ，Z的像是
Z′ ＝ ｛x′ ∈ Rn＋ １ | c′T x′ ＝ ０｝ ．

　 　根据以上性质 ，变换后得到 Karmarkar标准问题 ：

min 　 c′T x′
s ．t ． A′x′ ＝ 0 ， （６ ．１ ．３０）

　 　 ∑
n＋ １

i ＝ １

x′i ＝ １ ，

　 　 x′ ≥ 0 ．
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　 　由于（６ ．１ ．２６）（即（６ ．１ ．２５））式存在正的可行解 ，利用这个可行解定义点 a ，这样 ，这

个可行解的像是单纯形 S的中心 １
n＋ １

e ．因此 ，以 １
n＋ １

e为问题（６ ．１ ．３０）的初始可行解 ，就

可以用 ６ ．１ ．３节介绍的方法求解（６ ．１ ．３０）式 ．其结果是 c′T x′的最优值或者为零或者大于
零 ．当这个最优值为零时 ，最优解 x′的像源给出原问题的最优解 ．当最优值大于零时 ，原

问题不存在最优解 ，即或者不可行或者属于无界情形 ．

倡 6 ．2 　内 　点 　法

6 ．2 ．1 　计算公式的推导
　 　运用前面介绍的方法 ，需要把一般线性规划问题的求解转化为解 Karmarkar标准问
题 ，计算比较复杂 ．Karmarkar 等人在此基础上 ，又给出一种内点法 ，参见文献［１４］ ．采用

这种方法 ，不必把线性规划问题转化为 Karmarkar标准问题 ．下面介绍这种方法 ．

考虑线性规划问题

max 　 cT x
s ．t ．　 Ax ≤ b ， （６ ．２ ．１）

其中 c ，x∈ Rn
，A是 m × n矩阵 ，m ≥ n ．先假设存在内点 x（０） ，并假设问题是有界的 ．

算法的基本思想 ，是从内点 x（０）出发 ，沿可行方向求出使目标函数值上升的后继点 ，

再从得到的内点出发 ，沿另一个可行方向求使目标函数值上升的内点 ．重复以上步骤 ，产

生一个由内点组成的序列｛x（k） ｝ ，使得

cT x（k＋ １） ＞ cT x（k） ，

当满足终止准则时 ，则停止迭代 ．这种方法的关键是选择使目标函数值上升的可行方向 ．

下面给出简要分析 ．

首先引进松弛变量 ，把线性规划（６ ．２ ．１）写成

max cT x
s ．t ． Ax ＋ 瓫 ＝ b ，

瓫 ≥ 0 ．

（６ ．２ ．２）

　 　在第 k次迭代 ，定义瓫
（k）为非负松弛变量构成的 m维向量 ，使得

瓫
（k）

＝ b － Ax（k）
．

再定义对角矩阵

Dk ＝ diag １

v（k）１

，⋯ ，
１

v（k）m
．

作仿射变换 ，令

w ＝ Dk 瓫 ，
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把线性规划（６ ．２ ．２）改写成

max cT x
s ．t ． Ax ＋ D－１

k w ＝ b ，
w ≥ 0 ．

在变换的空间中 ，选择搜索方向

d ＝
dx

dw
．

显然 ，d作为可行方向 ，它必是下列齐次方程的一个解（可参见第 １２章定理 １２ ．１ ．１） ：

DkAdx ＋ dw ＝ 0 ， （６ ．２ ．３）

对于（６ ．２ ．３）式的任一解 ，有

AT Dk （DkAdx ＋ dw） ＝ 0 ，

由此得到

dx ＝ － （AT D２
kA）－１ AT Dkdw ． （６ ．２ ．４）

每次迭代中 ，目标函数在 dx 方向的方向导数是

cT dx ， （６ ．２ ．５）

把（６ ．２ ．４）式代入（６ ．２ ．５）式 ，则有

cT dx ＝ cT ［－ （AT D２
kA）－１ AT Dkdw］ ＝ － ［DkA（AT D２

kA）－１ c］T dw ．

选择 dw ，使 cT dx 最大 ，则

dw ＝ － DkA（AT D２
kA）－１ c ． （６ ．２ ．６）

由（６ ．２ ．６）式确定 dw 后 ，可得出（６ ．２ ．３）式的一个解 ，其中

dx ＝ （AT D２
kA）－１ c ．

同时 ，对 dw 作逆仿射变换 ，可得到

d瓫 ＝ D－１
k dw ＝ － A（AT D２

kA）－１ c ＝ － Adx ．

搜索方向确定后 ，还需确定沿此方向移动的步长 ．设后继点

x（k＋ １） ＝ x（k） ＋ λdx ，

步长 λ的取值应保证 x（k ＋ １）为可行域的内点 ，即满足

A（x（k） ＋ λdx ） ＜ b ，

λAdx ＜ b － Ax（k）
，

－ λd瓫 ＜ 瓫
（k）

．

令

α ＝ min v（k）i

－ （d瓫 ）i
（d瓫 ）i ＜ ０ ，i ∈ ｛１ ，⋯ ，m｝ ，

取 λ＝ γα ，其中 γ∈ （０ ，１） ．这样即可从 x（k）出发沿方向 dx 求得使目标函数值上升的内点
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x（k ＋ １）
．

6 ．2 ．2 　计算步骤
（１）给定初始内点 x（０） ，参数 γ ∈ （０ ，１） ，容许限 ε＞ ０ ，置 k ＝ ０ ．

（２）计算瓫
（k）

＝ b － Ax（k） ．

（３）置对角矩阵

Dk ＝ diag １

v（k）１

，⋯ ，
１

v（k）m
．

　 　 （４）计算 dx ＝ （AT D２
kA）－ １ c ．

（５）令 d瓫 ＝ － Adx ．

（６）令

λ ＝ γ · min v（k）i

－ （d瓫 ）i
（d瓫 ）i ＜ ０ ，i ∈ ｛１ ，⋯ ，m｝ ．

　 　 （７）置 x（k ＋ １）
＝ x（k） ＋ λdx ．

（８）若｜cT x（k ＋ １）
－ cT x（k） ｜／｜cT x（k） ｜＜ ε ，则停止计算 ，x（k ＋ １）为近似解 ．

（９）置 k ∶＝ k ＋ １ ，返回步骤（２） ．

6 ．2 ．3 　找初始内点的方法
当可行域存在内点时 ，可用下列方法求初始内点 ．

首先从原点出发 ，沿目标函数的梯度方向 c取一点 ，令

x（０） ＝ ‖ b‖ ／ ‖ Ac ‖ c ．
如果瓫

（０）
＝ b － Ax（０） ＞ 0 ，则 x（０）取作初始内点 ．否则 ，解下列一阶段线性规划问题 ：

max 　 cT x － M x a

s ．t ．　 Ax － xae ≤ b ，
（６ ．２ ．７）

其中 M是大的正数 ，e＝ （１ ，⋯ ，１）
T是分量全是 １的 m维列向量 ．xa 是人工变量 ．

根据瓫
（０）的定义 ，如果令

x（０）
a ＞ | min｛v（０）i | i ＝ １ ，⋯ ，m｝ | ，

则有

Ax（０）
－ x（０）

a e ＜ b ．

因此（x（０） ，x（０）
a ）必为线性规划（６ ．２ ．７）的可行域的内点 ．这样 ，可从此内点出发 ，用本节提

供的方法求解问题（６ ．２ ．７） ．

如果在第 k次迭代得出 x （k）
a ＜ ０ ，则停止一阶段问题（６ ．２ ．７）的迭代 ，取 x（k）作为线性

规划（６ ．２ ．１）的初始内点 ．

如果线性规划（６ ．２ ．７）达到最优时有 x（k）
a ＞ ０ ，则问题（６ ．２ ．１）是不可行的 ．
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6 ．2 ．4 　一般线性规划问题的处理
考虑标准形式的线性规划问题

min bT y
s ．t ． AT y ＝ c ，

y ≥ 0 ，

（６ ．２ ．８）

其中 A是 m × n矩阵 ，b ，y ∈ Rm
，c∈ Rn

．原问题（６ ．２ ．８）的对偶问题为

max cT x
s ．t ． Ax ≤ b ， （６ ．２ ．９）

其中 x ∈ Rn
．

显然 ，线性规划（６ ．２ ．９）与线性规划（６ ．２ ．１）相同 ，因此可用前面介绍的内点法求解 ．

设算法产生由内点组成的序列 x（１） ，x（２） ，⋯ ，x（ t） ．有了 x（ t） ，我们就能按下式计算相应

的向量 y（ t） ：

y（ t） ＝ D２
kA（AT D２

kA）－１ c ，
其中

Dk ＝ diag １

v（ t）１ ，
⋯ ，

１

v（ t）m
，　 瓫

（ t）
＝ b － Ax（ t）

．

根据线性规划的对偶理论 ，若满足条件

AT y（ t） ＝ c ，
y（ t） ≥ 0 ，

y（ t）
j v （ t）

j ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，m ，

则 y（ t）和 x（ t）分别是线性规划（６ ．２ ．８）和线性规划（６ ．２ ．９）的最优解 ．

实际上 ，可以迭代到满足下列条件 ：

y（ t）
j ≥ － ε１ ‖ y（ t） ‖ ， j ＝ １ ，⋯ ，m

| y（ t）
j v （ t）

j | ≤ ε２ ‖ y（ t） ‖‖ 瓫
（ t）

‖ ， j ＝ １ ，⋯ ，m
其中 ε１ 和 ε２ 是给定的小的正数 ．这时 y（ t）作为线性规划（６ ．２ ．８）的近似解 ．

6 ．3 　路径跟踪法
6 ．3 ．1 　松弛 Karush唱Kuhn唱Tucker条件及中心路径
　 　考虑线性规划原问题

min cT x
s ．t ． Ax ＝ b ，

x ≥ 0
（６ ．３ ．１）
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和对偶问题

max bT y
s ．t ． AT y ＋ w ＝ c ，

w ≥ 0 ，

（６ ．３ ．２）

其中 c和 x是 n维列向量 ，b和 y 是 m 维列向量 ，A是 m × n矩阵 ，秩为 m ．可行域分别

记作

Sp ＝ x | Ax ＝ b ，x ≥ 0 ，　 SD ＝
y
w AT y ＋ w ＝ c ，w ≥ 0 ．

可行域内部分别记作

S＋
p ＝ ｛x | Ax ＝ b ，x ＞ 0｝ ，　 S＋

D ＝
y
w AT y ＋ w ＝ c ，w ＞ 0 ．

根据线性规划互补松弛性质 ，x ，y ，w为最优解的充分必要条件是
Ax ＝ b ，　 x ≥ 0 ，

AT y ＋ w ＝ c ，　 w ≥ 0 ，

XWe ＝ 0 ，

其中 X＝ diag（x１ ，x２ ，⋯ ，xn ） ，xj 是 x的第 j 个分量 ，W ＝ diag（w１ ，w２ ，⋯ ，wn ） ，wi 是 w的
第 i个分量 ．这组条件称为 Karush唱Kuhn唱Tucker 条件 ．现将条件 XWe ＝ 0 换作 XWe ＝
μe ，e是分量全为 １的 n维列向量 ，实参数 μ ＞ ０ ．得到松弛 Karush唱Kuhn唱Tucker条件（简

称松弛 KKT 条件） ：

Ax ＝ b ，　 x ≥ 0 ，

AT y ＋ w ＝ c ，　 w ≥ 0 ，

XWe ＝ μe ．

（６ ．３ ．３）

　 　定理 6 ．3 ．1 　设（６ ．３ ．１）式的可行域有界且内部 s＋p 非空 ，则对每个正数 μ ，松弛 KKT
条件（６ ．３ ．３）存在惟一内点解 ．

证明 　在非空集合 S＋
p 上定义障碍函数

Bp （x ，μ） ＝
１
μ
cT x － ∑

n

j ＝ １

ln xj ． （６ ．３ ．４）

由于 Hesse矩阵Δ
２
xBp （x ，μ）＝ diag １

x２１ ，
１

x２２ ，⋯ ，
１

x２n 在非空集合 S ＋
p 上正定 ，Bp （x ，μ）必为

严格凸函数 ，凸规划

min 　 Bp （x ，μ）
def １

μ
cT x － ∑

n

j ＝ １

ln xj （６ ．３ ．５）

s ．t ．　 Ax ＝ b
必存在惟一最优解 ，由此可知 Lagrange函数
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L μ （x ，λ ） ＝
１
μ
cT x － ∑

n

j ＝ １

ln xj － （Ax － b）T
λ

存在惟一平稳点 ，即下列方程组有惟一解 ：

Δ xL μ （x ，λ ） ＝
１
μ
c － X－１ e － AT

λ ＝ 0 ，

ΔλL μ （x ，λ ） ＝ － （Ax － b） ＝ 0 ，　 x ＞ 0 ，

（６ ．３ ．６）

其中 X － １
＝ diag １

x１ ，
１
x２ ，⋯ ，

１
xn

．若记 μ λ ＝ y ，μ X － １ e＝ w ，w＞ 0 ，则（６ ．３ ．６）式可写作

Ax ＝ b ， x ＞ 0 ，

AT y ＋ w ＝ c ， w ＞ 0 ，

XWe ＝ μ e ，

（６ ．３ ．７）

由于含有 xj ＝ ０ 或 wi ＝ ０ 的点均非（６ ．３ ．３）式的可行解 ，因此（６ ．３ ．７）式的惟一解就是

（６ ．３ ．３）式的惟一解 ．

定义原始唱对偶可行集 S ＝ ｛（x ，y ，w）｜Ax ＝ b ，AT y ＋ w＝ c ，（x ，w） ≥ 0｝和可行集内部
S ＋

＝ ｛（x ，y ，w）｜Ax＝ b ，AT y ＋ w＝ c ，（x ，w） ＞ 0｝ ，由定理 ６ ．３ ．１知 ，若 S＋ 非空 ，则对每个

μ＞ ０ ，系统（６ ．３ ．７）存在惟一解（x（μ） ，y（μ） ，w（μ）） ．一般把点集｛（x（μ） ，y（μ） ，w（μ））｜
μ＞ ０｝称为原始唱对偶中心路径 ．这一概念在线性规划内点法中具有重要作用 ．

下面证明 ，在中心路径上 ，当 μ趋于零时 ，对偶间隙趋于零 ．

定理 6 ．3 ．2 　在中心路径上 ，当 μ减小时 ，原问题的目标值单调减小且趋于最优值 ，

对偶问题目标值单调增加且趋于最优值 ，对于每个中心路径参数 μ ，对偶间隙 cT x（μ） －

bT y（μ）＝ nμ ．

证明 　任取参数 μ１ ＞ μ２ ＞ ０ ，对应内路径上两点 x（μ１ ）和 x（μ２ ） ，障碍函数的最优值分

别是

Bp （x（μ１ ） ，μ１ ） ＝
１
μ１
cT x（μ１ ） － ∑

n

j ＝ １

ln xj （μ１ ）

和

Bp （x（μ２ ） ，μ２ ） ＝
１
μ２
cT x（μ２ ） － ∑

n

j ＝ １

ln xj （μ２ ） ．

根据 Bp （x（μ１ ） ，μ１ ）和 Bp （x（μ２ ） ，μ２ ）的定义 ，必有

１
μ１
cT x（μ１ ） ＋ ∑

n

j ＝ １

ln xj （μ１ ） ＜
１
μ１
cT x（μ２ ） ＋ ∑

n

j ＝ １

ln xj （μ２ ） ，

１
μ２
cT x（μ２ ） ＋ ∑

n

j ＝ １

ln xj （μ２ ） ＜
１
μ２
cT x（μ１ ） ＋ ∑

n

j ＝ １

ln xj （μ１ ） ．

将上面两式相加 ，得到
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１
μ１
cT x（μ１ ） ＋

１
μ２
cT x（μ２ ） ＜

１
μ１
cT x（μ２ ） ＋

１
μ２
cT x（μ１ ） ，

移项整理 ，即

１
μ１

－
１
μ２

［cT x（μ１ ） － cT x（μ２ ）］ ＜ ０ ．

由于 μ１ ＞ μ２ ，因此

cT x（μ１ ） ＞ cT x（μ２ ） ，

即在中心路径上 ，当参数 μ减小时 ，原问题的目标函数值 cT x（μ）也减小 ．与此相应 ，可以

证明对偶目标函数值 bT y（μ）单调增加 ．

下面证明定理后半部分 ．易知

cT x（μ） － bT y（μ） ＝ ［AT y（μ） ＋ w（μ）］T x（μ） － bT y（μ）
＝ y（μ）T Ax（μ） ＋ w（μ）T x（μ） － bT y（μ）
＝ w（μ）T x（μ）

＝ ∑
n

j ＝ １

w j （μ）x j （μ）

＝ nμ ．

　 　结果表明 ，在中心路径上 ，随着参数 μ的减小 ，对偶间隙趋近于零 ，相应的点 x（μ）和
y（μ） ，w（μ）分别趋近原问题和对偶问题的最优解 ．

6 ．3 ．2 　参数 μ的估计和移动方向的计算

如果点（x ，y ，w）在中心路径上 ，即满足方程组（６ ．３ ．３） ，显然有

μ ＝
xT w
n ． （６ ．３ ．８）

如果任取点（x ，y ，w）不在中心路径上 ，后面给出的算法仍然按（６ ．３ ．８）式估计 μ的值 ．

下面介绍怎样求移动方向 ．

若线性规划存在最优解 ，根据定理 ６ ．３ ．２ ，在原始唱对偶中心路径上 ，当参数 μ趋于零

时 ，原问题和对偶问题均趋于最优值 ，如果能够求出中心路径（x（μ） ，y（μ） ，w（μ）） ，再令 μ

趋于零 ，取极限即可求出原问题和对偶问题的最优解 ．然而 ，要求出 x（μ） ，y（μ） ，w（μ）的解
析表达式一般并非易事 ，因此路径跟踪法并不去计算中心路径 ，而是通过迭代 ，大致沿着

中心路径逼近最优解 ．设任取一点（x ，y ，w） ，其中 x ＞ 0 ，w ＞ 0 ．此时 ，目标是求一个方向

（Δ x ，Δ y ，Δw） ，使迭代产生的点（x ＋ Δ x ，y ＋ Δ y ，w ＋ Δw）位于原始唱对偶中心路径上 ，即

满足

A（x ＋ Δ x） ＝ b ，
AT

（y ＋ Δ y） ＋ （w ＋ Δw） ＝ c ，
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（X ＋ ΔX）（W ＋ ΔW）e ＝ μe ．

经整理 ，上式可写作

AΔ x ＝ b － Ax ，

AT
Δ y ＋ Δw ＝ c － AT y － w ，

WΔ x ＋ XΔw ＋ ΔXΔW e ＝ μe － XWe ，

记作 b － Ax＝ ρ ，c － AT y － w＝ σ ，忽略二次项 ΔXΔWe ，用矩阵形式表示 ，则有

A 0 0
0 AT I
W 0 X

Δ x
Δ y
Δw

＝

ρ

σ

μe － XWe
． （６ ．３ ．９）

解方程（６ ．３ ．９） ，可求出移动方向

Δ x
Δ y
Δw

．

6 ．3 ．3 　选择步长参数
求出移动方向（Δ x ，Δ y ，Δw）后 ，需确定沿此方向移动的步长参数 λ ，以便求出后继点

（x＋ λΔ x ，y ＋ λΔ y ，w＋ λΔw） ．λ的取值应满足

x ＋ λΔ x ＞ 0 ， （６ ．３ ．１０）

w ＋ λΔw ＞ 0 ， （６ ．３ ．１１）

即

xj ＋ λΔ x j ＞ ０ ，　 j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ，

wi ＋ λΔ wi ＞ ０ ，　 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ．

由于 xj ＞ ０ ，wi ＞ ０ ，λ＞ ０ ，上式即

１
λ

＞ －
Δ xj

x j
， j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ，

１
λ

＞ －
Δ wi

w i
， i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ．

因此

１
λ

＞ max
i ，j

－
Δ xj

x j
，－

Δ wi

w i
，

为保证（６ ．３ ．１０）式和（６ ．３ ．１１）式成立严格不等式 ，引进小于 １且接近 １的正数 p ，令

λ ＝ min p max
i ，j

－
Δ xj

x j
，－

Δ wi

w i

－１

，１ ． （６ ．３ ．１２）

6 ．3 ．4 　计算步骤
（１）给定初点（x（１） ，y（１） ，w（１）

） ，其中 x（１） ＞ 0 ，w（１）
＞ 0 ，取小于 １且接近 １的数 p ，精度
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要求 ε＞ ０ ，正数 M ＜ ∞ ，置 k ∶＝ １ ．

（２）计算ρ ＝ b － Ax（k） ，σ ＝ c － AT y（k） － w（k）
，γ＝ x（k）T w（k）

，μ ＝ δ
γ
n ，其中 δ是小于 １的

正数 ，通常取 δ＝
１
１０

．

（３）若同时成立 ‖ ρ ‖ １ ＜ ε ，‖ σ ‖ １ ＜ ε ，γ ＜ ε ，则停止计算 ，得到最优解 （x（k） ，y（k） ，

w（k）
） ，若 ‖ x（k） ‖ ∞ ＞ M或 ‖ y（k） ‖ ∞ ＞ M ，则停止计算 ，原问题或对偶问题无界 ．否则进行

下一步 ．

（４）解方程

A 0 0
0 AT I
W 0 X

Δ x（k）

Δ y（k）

Δw（k）

＝

ρ

σ

μe － XWe
，

其中 X ＝ diag （ x（k）
１ ，x（k）

２ ，⋯ ，x（k）
n ） ，W ＝ diag （w（k）

１ ，w（k）
２ ，⋯ ，w（k）

n ） ，得解 （Δ x（k） ，Δ y（k） ，

Δw（k）
） ．

置

λ ＝ min p max
i ，j

－
Δ x（k）

j

x （k）
j

，－
Δ w（k）

i

w （k）
i

－１

，１ ．

　 　 （５）令 x（k ＋ １）
＝ x（k） ＋ λΔ x（k） ，y（k ＋ １）

＝ y（k） ＋ λΔ y（k） ，w（k ＋ １）
＝ w（k）

＋ λΔw（k）
．

置 k ∶＝ k ＋ １ ，转步骤（２） ．

例 6 ．3 ．1 　给定线性规划
min x１ － x２
s ．t ． x１ ＋ x２ ＝ ２ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ，

用路径跟踪法迭代一次 ．

解 　对偶问题为

max ２ y
s ．t ． y ＋ w１ 　 　 ＝ １ ，

y 　 　 ＋ w２ ＝ － １ ，

w１ ，w２ ≥ ０ ．

任取点
x（１）
１

x（１）
２

＝
２

２
，y（１）

＝ １ ，
w（１）

１

w（１）
２

＝
１

１
，计算（６ ．３ ．９）式中的数据 ：

A ＝ （１ ，１） ，b ＝ ２ ，c ＝
　 １

－ １
，　 ρ ＝ b － Ax（１）

＝ ２ － （１ ，１）
２

２
＝ － ２ ，

σ ＝ c － AT y（１）
－ w（１）

＝
　 １

－ １
－

１

１
· １ －

１

１
＝

－ １

－ ３
，
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X ＝
２ 　 ０

０ 　 ２
，　W ＝

１ 　 ０

０ 　 １
，　 μ ＝

１
１０

·

（２ ，２）
１

１
２

＝
１
５

，

μe － XWe ＝
１
５

１

１
－

２ 　 ０

０ 　 ２

１ 　 ０

０ 　 １

１

１
＝

－
９
５

－
９
５

．

解方程

A 0 0
0 AT I
W 0 X

　Δ x
　Δ y
　Δw

＝

ρ

σ

μe － XWe
，

即

１ 　 １ 　 ０ 　 ０ 　 ０

０ 　 ０ 　 １ 　 １ 　 ０

０ 　 ０ 　 １ 　 ０ 　 １

１ 　 ０ 　 ０ 　 ２ 　 ０

０ 　 １ 　 ０ 　 ０ 　 ２

Δ x１
Δ x２
Δ y
Δ w１

Δ w２

＝

－ ２

－ １

－ ３

－
９
５

－
９
５

，

求得 Δ x１ ＝ － ３ ，Δ x２ ＝ １ ，Δ y ＝ －
８
５

，Δw１ ＝
３
５

，Δ w２ ＝ －
７
５

．取系数 p ＝ ０ ．９９ ，根据

（６ ．３ ．１２）式 ，令

λ ＝ min ０ ．９９ max －
－ ３
２

，－
１
２

，－

３
５
１

，－
－

７
５
１

　

－１

，１ ＝ ０ ．６６ ．

因此

x（２）
１ ＝ ２ ＋ ０ ．６６ × （－ ３） ＝ ０ ．０２ ，

x（２）
２ ＝ ２ ＋ ０ ．６６ × １ ＝ ２ ．６６ ，

y（２）
＝ １ ＋ ０ ．６６ × －

８
５

＝ － ０ ．５６ ，

w（２）
１ ＝ １ ＋ ０ ．６６ ×

３
５

＝ １ ．４０ ，

w（２）
２ ＝ １ ＋ ０ ．６６ × －

７
５

＝ ０ ．０８ ．

　 　关于路径跟踪法 ，可参见文献［１５ ～ １７］ ．
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第 7章 　最优性条件

本章研究非线性规划的最优解所满足的必要条件和充分条件 ．这些条件很重要 ，它们

将为各种算法的推导和分析提供必不可少的理论基础 ．

7 ．1 　无约束问题的极值条件
7 ．1 ．1 　无约束极值问题
　 　考虑非线性规划问题

min f （x） ，　 x ∈ Rn
， （７ ．１ ．１）

其中 f （x）是定义在Rn上的实函数 ．这个问题是求 f （x）在 n维欧氏空间中的极小点 ，称为

无约束极值问题 ．这是一个古典的极值问题 ，在微积分学中已经有所研究 ，那里给出了定

义在几何空间上的实函数极值存在的条件 ，这一节只是把已有理论在 n维欧氏空间中加
以推广 ．

7 ．1 ．2 　必要条件
为研究函数 f （x）的极值条件 ，先介绍一个定理 ，它在后面的证明中将要多次用到 ．

定理 7 ．1 ．1 　设函数 f （x）在点 珔x可微 ，如果存在方向 d ，使Δ f （珔x）T d ＜ ０ ，则存在数

δ＞ ０ ，使得对每个 λ∈ （０ ，δ ） ，有 f （珔x ＋ λd）＜ f （珔x） ．

证明 　函数 f （珔x＋ λd）在 珔x的一阶 Taylor展开式为
f （珔x ＋ λd）＝ f （珔x） ＋ λΔ f （珔x）T d ＋ o ‖ λd ‖

＝ f （珔x） ＋ λ Δ f （珔x）T d ＋ o ‖ λ d ‖
λ

， （７ ．１ ．２）

其中当 λ → ０时 ，
o ‖ λ d ‖

λ
→ ０ ．

由于Δ f （珔x）T d＜ ０ ，当｜λ ｜充分小时 ，在（７ ．１ ．２）式中

Δ f （珔x）T d ＋ o ‖ λ d ‖
λ

＜ ０ ，

因此存在 δ ＞ ０ ，使得当 λ ∈ （０ ，δ ）时 ，有



λ Δ f （珔x）T d ＋ o ‖ λd ‖
λ

＜ ０ ，

从而由（７ ．１ ．２）式得出

f （珔x ＋ λd） ＜ f （珔x） ．

　 　利用上述定理可以证明局部极小点的一阶必要条件 ．

定理 7 ．1 ．2 　设函数 f （x）在点 珔x可微 ，若 珔x是局部极小点 ，则梯度Δ f （珔x）＝ 0 ．

证明 　用反证法 ．设Δ f （珔x） ≠ 0 ，令方向 d＝ － Δ f （珔x） ，则有

Δ f （珔x）T d ＝ － Δ f （珔x）T Δ f （珔x） ＝ － ‖ Δ f （珔x） ‖ ２
＜ ０ ．

根据定理 ７ ．１ ．１ ，必存在 δ ＞ ０ ，使得当 λ ∈ （０ ，δ ）时 ，成立

f （珔x ＋ λd） ＜ f （珔x） ，

这与 珔x是局部极小点矛盾 ．

下面 ，利用函数 f （x）的 Hesse矩阵 ，给出局部极小点的二阶必要条件 ．

定理 7 ．1 ．3 　设函数 f （x）在点 珔x处二次可微 ，若 珔x是局部极小点 ，则梯度Δ f （珔x）＝ 0 ，

并且 Hesse矩阵Δ
２ f （珔x）半正定 ．

证明 　定理 ７ ．１ ．２已经证明Δ f （珔x）＝ 0 ，现在只需证明 Hesse矩阵Δ
２f （珔x）半正定 ．

设 d是任意一个 n维向量 ，由于 f （x）在 珔x处二次可微 ，且Δ f （珔x）＝ 0 ，则有

f （珔x ＋ λd） ＝ f （珔x） ＋ １
２
λ
２ dT Δ２f （珔x）d ＋ o ‖ λd ‖ ２

，

经移项整理 ，得到

f （珔x ＋ λd） － f （珔x）
λ
２ ＝

１
２
dT Δ２f （珔x）d ＋ o ‖ λd ‖ ２

λ
２ ． （７ ．１ ．３）

由于 珔x是局部极小点 ，当｜λ ｜充分小时 ，必有

f （珔x ＋ λd） ≥ f （珔x） ．

因此由（７ ．１ ．３）式推得

dT Δ２f （珔x）d ≥ ０ ，

即Δ
２f （珔x）是半正定的 ．

7 ．1 ．3 　二阶充分条件
下面给出局部极小点的二阶充分条件 ．

定理 7 ．1 ．4 　设函数 f （x）在点 珔x处二次可微 ，若梯度 Δ f （珔x） ＝ 0 ，且 Hesse 矩阵
Δ

２ f （珔x）正定 ，则 珔x是局部极小点 ．

证明 　由于Δ f （珔x）＝ 0 ，f （x）在 珔x的二阶 Taylor展开式为
f （x） ＝ f （珔x） ＋

１
２
（x － 珔x）T

Δ
２f （珔x）（x － 珔x） ＋ o ‖ x － 珔x ‖ ２

． （７ ．１ ．４）
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设Δ
２ f （珔x）的最小特征值为 λ min ＞ ０ ，由于Δ

２ f （珔x）正定 ，必有

（x － 珔x）T Δ ２ f （珔x）（x － 珔x） ≥ λmin ‖ x － 珔x ‖ ２
．

从而由（７ ．１ ．４）式得出

f （x） ≥ f （珔x） ＋ １
２
λmin ＋

o ‖ x － 珔x ‖ ２

‖ x － 珔x ‖ ２
‖ x － 珔x ‖ ２

．

当 x → 珚x时 ，
o ‖ x － 珔x ‖ ２

‖ x － 珔x ‖ ２ → ０ ，因此存在 珔x的 ε邻域 N （珔x ，ε） ，当 x ∈ N（珔x ，ε）时 f （x） ≥

f （珔x） ，即 珔x是 f （x）的局部极小点 ．

7 ．1 ．4 　充要条件
前面的几个定理分别给出无约束极值的必要条件和充分条件 ，这些条件都不是充分

必要条件 ，而且利用这些条件只能研究局部极小点 ．下面在函数凸性的假设下 ，给出全局

极小点的充分必要条件 ．

定理 7 ．1 ．5 　设 f （x）是定义在Rn上的可微凸函数 ，珔x ∈ Rn
，则 珔x为全局极小点的充分

必要条件是梯度Δ f （珔x）＝ 0
证明 　必要性是显然的 ，若 珔x是全局极小点 ，自然是局部极小点 ，根据定理 ７ ．１ ．２ ，必

有Δ f （珔x）＝ 0 ．

现在证明充分性 ．设Δ f （珔x）＝ 0 ，则对任意的 x ∈ Rn
，有Δ f （珔x）T

（x － 珔x） ＝ ０ ，由于 f （x）
是可微凸函数 ，根据定理 １ ．４ ．１４ ，成立

f （x） ≥ f （珔x） ＋ Δ f （珔x）T
（x － 珔x） ＝ f （珔x） ，

即 珔x是全局极小点 ．

在上述定理中 ，如果 f （x）是严格凸函数 ，则全局极小点是惟一的 ．

上面介绍的几个极值条件 ，是针对极小化问题给出的 ．对于极大化问题 ，可以给出类

似的定理 ．

例 7 ．1 ．1 　利用极值条件解下列问题 ：

min 　 f （x）
def

（x２１ － １）
２
＋ x２１ ＋ x２２ － ２ x１ ．

　 　先求驻点 ．由于

抄 f
抄 x１ ＝ ４ x３１ － ２ x１ － ２ ，　

抄 f
抄 x２ ＝ ２ x２ ．

令Δ f （x）＝ 0 ，即

４ x３１ － ２ x１ － ２ ＝ ０ ，

２ x２ ＝ ０ ，

解此方程组 ，得到驻点

珔x ＝ （珚x１ ，珚x２ ）T ＝ （１ ，０）
T
．
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　 　再利用极值条件判断 珔x是否为极小点 ．由于目标函数的 Hesse矩阵
Δ

２ f （x） ＝
１２ x２１ － ２ ０

０ ２
，

由此可知

Δ
２ f （珔x） ＝

１０ ０

０ ２
．

显然Δ
２ f （珔x）为正定矩阵 ，根据定理 ７ ．１ ．４ ，驻点 珔x ＝ （１ ，０）

T 是局部极小点 ．

例 7 ．1 ．2 　利用极值条件解下列问题 ：

min 　 f （x）
def １

３
x３１ ＋

１
３
x３２ － x２２ － x１ ．

　 　解 　根据 f （x）的定义 ，有
抄 f
抄 x１ ＝ x２１ － １ ，　

抄 f
抄 x２ ＝ x２２ － ２ x２ ．

令Δ f （x）＝ 0 ，即
x２１ － １ ＝ ０ ，

x２２ － ２ x２ ＝ ０ ．

解此方程组 ，得到驻点

x（１） ＝
１

０
，　 x（２） ＝

１

２
，　 x（３） ＝

－ １

　 ０
，　 x（４） ＝

－ １

　 ２
．

函数 f （x）的 Hesse矩阵
Δ

２ f （x） ＝
２ x１ ０

０ ２ x２ － ２
，

由此可知 ，在点 x（１） ，x（２） ，x（３） ，x（４）处的 Hesse矩阵依次是
Δ

２ f （x（１） ） ＝
２ 　 ０

０ － ２
， Δ

２ f （x（２） ） ＝
２ ０

０ ２
，

Δ
２ f （x（３） ） ＝

－ ２ 　 ０

０ － ２
， Δ

２ f （x（４） ） ＝
－ ２ ０

０ ２
．

由于矩阵 Δ
２ f （x（１） ） ，Δ

２ f （x（４） ）不定 ，根据定理 ７ ．１ ．３ ，x（１）和 x（４）不是极小点 ．矩阵
Δ

２ f （x（３） ）负定 ，因此 x（３）也不是极小点 ，实际上它是极大点 ．矩阵Δ
２ f （x（２） ）正定 ，根据定

理 ７ ．１ ．４ ，x（２）是局部极小点 ．

7 ．2 　约束极值问题的最优性条件
7 ．2 ．1 　约束极值问题
　 　有约束的极值问题一般表示为
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min 　 f （x） 　 x ∈ Rn

s ．t ．　 gi （x） ≥ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ， （７ ．２ ．１）

hj （x） ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l ，
其中 gi （x） ≥ ０称为不等式约束 ，hj （x）＝ ０称为等式约束 ．集合

S ＝ x gi （x） ≥ ０ ， i ＝ １ ，⋯ ，m ；hj （x） ＝ ０ ， j ＝ １ ，⋯ ，l ， （７ ．２ ．２）

称为可行集或可行域 ．

由于在约束极值问题中 ，自变量的取值受到限制 ，目标函数在无约束情况下的平稳点

（驻点）很可能不在可行域内 ，因此一般不能用无约束极值条件处理约束问题 ．

7 ．2 ．2 　可行方向与下降方向
为增加直观性 ，首先给出最优性的几何条件 ，然后再给出它们的代数表示 ．为此引入

可行方向与下降方向的概念 ．

首先定义下降方向 ．

定义 7 ．2 ．1 　设 f （x）是定义在Rn上的实函数 ，珔x ∈ Rn
，d是非零向量 ．若存在数 δ ＞ ０ ，

使得对每个 λ ∈ （０ ，δ ） ，都有

f （珔x ＋ λd） ＜ f （珔x） ，

则称d为函数 f （x）在 珔x处的下降方向 ．

如果 f （x）是可微函数 ，且Δ f （珔x）T d＜ ０ ，根据定理 ７ ．１ ．１ ，显然 d为 f （x）在 x处的下
降方向 ．这时记作

F０ ＝ ｛d | Δ f （珔x）T d ＜ ０｝ ， （７ ．２ ．３）

这个集合在下面的讨论中将要用到 ．

下面定义可行域 S的可行方向 ．

定义 7 ．2 ．2 　设集合 S 炒 Rn
，珔x ∈ cl S ，d是非零向量 ，若存在数 δ ＞ ０ ，使得对每一个

λ ∈ （０ ，δ ） ，都有

珔x ＋ λd ∈ S ，

则称 d为集合 S在 珔x的可行方向 ．其中“cl”表示闭包 ，cl S即 S 的闭包 ．

集合 S在 珔x处所有可行方向组成的集合
D ＝ ｛d | d ≠ 0 ，珔x ∈ cl S ，愁 δ ＞ ０ ，使得 橙 λ ∈ （０ ，δ ） ，有 珔x ＋ λd ∈ S｝ ， （７ ．２ ．４）

称为在 珔x处的可行方向锥 ．

由可行方向和下降方向的定义可知 ，如果 珔x是 f （x）在 S上的局部极小点 ，则在 珔x处
的可行方向一定不是下降方向 ．

定理 7 ．2 ．1 　考虑问题
min f （x）
s ．t ． x ∈ S ．
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设 S是Rn中的非空集合 ，珔x ∈ S ，f （x）在 珔x处可微 ．如果 珔x是局部最优解 ，则 F０ ∩ D ＝ 碬 ．其

中 F０ 和 D分别由（７ ．２ ．３）式和（７ ．２ ．４）式定义 ．

证明 　用反证法 ．设存在非零向量

d ∈ F０ ∩ D ，

则 d ∈ F０ 且 d∈ D ．根据 F０ 的定义 ，有

Δ f （珔x）T d ＜ ０ ．

由定理 ７ ．１ ．１可知 ，存在 δ１ ＞ ０ ，当 λ ∈ （０ ，δ１ ）时 ，有

f （珔x ＋ λd） ＜ f （珔x） ． （７ ．２ ．５）

又根据可行方向锥 D的定义 ，存在 δ２ ＞ ０ ，当 λ ∈ （０ ，δ２ ）时 ，有

珔x ＋ λd ∈ S ， （７ ．２ ．６）

令

δ ＝ min｛δ１ ，δ２ ｝ ，

则当 λ ∈ （０ ，δ ）时 ，（７ ．２ ．５）式和 （７ ．２ ．６）式同时成立 ．这个结果与 珔x是局部最优解相
矛盾 ．

7 ．2 ．3 　不等式约束问题的一阶最优性条件
考虑非线性规划问题

min 　 f （x）
s ．t ．　 gi （x） ≥ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ． （７ ．２ ．７）

这个问题的可行域

S ＝ ｛x | gi （x） ≥ ０ ， i ＝ １ ，⋯ ，m｝ ． （７ ．２ ．８）

　 　为把最优性的几何条件用代数来表示 ，引入起作用约束的概念 ．

问题（７ ．２ ．７）的约束条件 ，在点 珔x ∈ S处呈现两种情形 ：

有些约束 ，它们的下标集用 I表示 ，成立等式 ，即

gi （珔x） ＝ ０ ，　 i ∈ I ． （７ ．２ ．９）

图 　 ７ ．２ ．１

　 　另一些约束成立严格不等式 ，即

gi （珔x） ＞ ０ ，　 i 臭 I ． （７ ．２ ．１０）

　 　满足（７ ．２ ．９）式的约束 ，在 珔x的邻域限制了可行点的范围 ，也就是说 ，当点沿某些方向

稍微离开 珔x时 ，仍能满足这些约束条件 ，而沿着另一些方向离

开 珔x时 ，不论步长多么小 ，都将违背这些约束条件 ，这样的约

束称为在 珔x处起作用约束 ．对满足（７ ．２ ．１０）式的约束 ，情形则

不同 ，当点稍微离开 珔x时 ，不论沿什么方向 ，都不会违背这些

约束 ，它们称为在 珔x处不起作用约束 ．如图 ７ ．２ ．１ ，在 珔x处 ，

g１ ≥ ０和 g２ ≥ ０是起作用约束 ，g３ ≥ ０是不起作用约束 ．
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我们研究在一点处的可行方向时 ，只需考虑在这一点的起作用约束 ，那些不起作用约

束可以暂且不管 ．本书中均用符号 I表示起作用约束下标集 ，即

I ＝ ｛ i | gi （珔x） ＝ ０｝ ．

　 　定义起作用约束之后 ，就能用集合

G０ ＝ ｛d | Δ gi （珔x）T d ＞ ０ ，i ∈ I｝ ， （７ ．２ ．１１）

取代定理 ７ ．２ ．１中的可行方向锥 D ．

定理 7 ．2 ．2 　设 珔x ∈ S ，f （x）和 gi （x）（i ∈ I）在 珔x可微 ，gi （x）（i 臭 I）在 珔x连续 ．如果 珔x
是问题（７ ．２ ．７）的局部最优解 ，则

F０ ∩ G０ ＝ 碬 ．

　 　证明 　定理 ７ ．２ ．１已经证明 ，在点 珔x处 ，有

F０ ∩ D ＝ 碬 ．

　 　下面证明 G０ 炒 D０ ．设方向 d ∈ G０ 则 Δ gi （珔x）T d ＞ ０ （ i ∈ I） ．为了方便 ，令 珟gi （x） ＝
－ gi （x） ．这样 ，橙 i ∈ I ，有 Δ 珟g（珔x）T d ＜ ０ ．根据定理 ７ ．１ ．１ ，存在 δ１ ＞ ０ ，当 λ ∈ （０ ，δ１ ）

时 ，有

珟gi （珔x ＋ λd） ＜ 珟gi （珔x） ，　 i ∈ I ，
即

gi （珔x ＋ λd） ＞ gi （珔x） ＝ ０ ，　 i ∈ I ． （７ ．２ ．１２）

　 　当 i 臭 I时 ，gi （珔x）＞ ０ ．由于 gi （x）（i 臭 I）在 珔x连续 ，因此存在 δ２ ＞ ０ ，当 λ ∈ （０ ，δ２ ）时 ，

有

gi （珔x ＋ λd） ＞ ０ ，　 i 臭 I ． （７ ．２ ．１３）

令

δ ＝ min｛δ１ ，δ２ ｝ ， （７ ．２ ．１４）

由（７ ．２ ．１２）式至（７ ．２ ．１４）式可知 ，当 λ ∈ （０ ，δ ）时 ，有

gi （珔x ＋ λd） ＞ ０ ，　 　 橙 i ，
即

珔x ＋ λd ∈ S ．

按定义 ，d为可行方向 ，因此 d ∈ D ．从而得出 G０ 炒 D ，故 F０ ∩ G０ ＝ 碬 ．

利用上述定理 ，容易将最优性的几何条件转化为代数条件 ．

定理 7 ．2 ．3（Fritz John条件） 　设 珔x ∈ S ，I ＝ ｛ i｜gi （珔x） ＝ ０｝ ，f ，gi （i ∈ I）在 珔x处可微 ，

gi （i 臭 I）在 珔x处连续 ，如果 珔x是（７ ．２ ．７）式的局部最优解 ，则存在不全为零的非负数 w０ ，

wi （i ∈ I） ，使得

w０ Δ f （珔x） － 钞
i ∈ I

w i Δ gi （珔x） ＝ 0 ．

　 　证明 　根据定理 ７ ．２ ．２ ，在点 珔x ，F０ ∩ G０ ＝ 碬 ，即不等式组
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Δ f （珔x）T d ＜ ０ ，

－ Δ gi （珔x）T d ＜ ０ ，　 i ∈ I （７ ．２ ．１５）

无解 ．又根据 Gordan定理 ，必存在非零向量

w ＝ （w０ ，wi ，i ∈ I） ≥ 0 ，

使得

wΔ f （珔x） － 钞
i ∈ I

w i Δ gi （珔x） ＝ 0 ．

　 　例 7 ．2 ．1 　已知 珔x ＝ （３ ，１）
T 是下列问题的最优解 ：

min 　 f （x）
def

（x１ － ７）
２
＋ （x２ － ３）

２

s ．t ．　 g１ （x） ＝ １０ － x２１ － x２２ ≥ ０ ，

g２ （x） ＝ ４ － x１ － x２ ≥ ０ ，

g３ （x） ＝ x２ ≥ ０ ．

验证在 珔x满足 Fritz John条件（如图 ７ ．２ ．２所示） ．

图 　 ７ ．２ ．２ 　

解 　在点 珔x＝ （３ ，１）
T
，前两个约束是起作用约束 ，即 I ＝ ｛１ ，２｝ ．计算在 珔x处目标函数

及起作用约束函数的梯度 ，得到

Δ f （珔x） ＝
－ ８

－ ４
，　 Δ g１ （珔x） ＝

－ ６

－ ２
，　 Δ g２ （珔x） ＝

－ １

－ １
．

设

w０

－ ８

－ ４
－ w１

－ ６

－ ２
－ w２

－ １

－ １
＝

０

０
，

即

－ ８w０ ＋ ６w１ ＋ w２ ＝ ０ ，

－ ４w０ ＋ ２w１ ＋ w２ ＝ ０ ，

这个方程组存在分量不全为零的非负解 ，比如

012 第 ７章 　最优性条件



w０

w１

w２

＝

１

１

２

，

就是这样的解 ．因此 ，在 珔x ＝ （３ ，１）
T
，Fritz John条件满足 ．

例 7 ．2 ．2 　给定非线性规划问题（如图 ７ ．２ ．３所示）

min 　 f （x）
def

－ x２
s ．t ．　 g１ （x） ＝ － ２ x１ ＋ （２ － x２ ）３ ≥ ０ ，

g２ （x） ＝ x１ ≥ ０ ．

验证在点 珔x＝ （０ ，２）
T
，Fritz John条件成立 ．

图 　 ７ ．２ ．３ 　

解 　在点 珔x ，两个约束都是起作用约束 ．目标函数及约束函数的梯度分别为

Δ f （珔x） ＝
　 ０

－ １
，　 Δ g１ （珔x） ＝

－ ２

　 ０
，　 Δ g２ （珔x） ＝

１

０
．

设

w０

　 ０

－ １
－ w１

－ ２

　 ０
－ w２

１

０
＝

０

０
，

即

２w１ － w２ ＝ ０ ，

w０ ＝ ０ ．

解此方程组 ，得到

（w０ ，w１ ，w２ ） ＝ （０ ，k ，２k） ．

k可取任何正数 ，因此在 珔x处 Fritz John条件成立 ．

例 ７ ．２ ．２表明 ，运用 Fritz John条件时 ，可能出现 w０ ＝ ０的情形 ．这时 ，Fritz John条
件中实际上不包含目标函数的任何数据 ，只是把起作用约束的梯度组合成零向量 ．这样的

条件 ，对于问题的解的描述 ，没有多少价值 ．我们感兴趣的是 w０ ≠ ０的情形 ．为保证 w０ ≠ ０ ，
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还需要对约束施加某种限制 ．这种限制条件通常称为约束规格（constraint qualification） ．

在定理 ７ ．２ ．３中 ，如果增加起作用约束的梯度线性无关的约束规格 ，则给出不等式约束问

题的著名的 K唱T 条件 ．

定理 7 ．2 ．4（Kuhn唱Tucker条件） 　考虑问题（７ ．２ ．７） ．设 珔x ∈ S ，f ，gi （i ∈ I）在 珔x处可
微 ，gi （i 臭 I）在点 珔x连续 ，｛Δ gi （珔x）｜i ∈ I｝线性无关 ．若 珔x是局部最优解 ，则存在非负数 wi ，

i ∈ I ，使得
Δ f （珔x） － 钞

i ∈ I
w i Δ gi （珔x） ＝ 0 ． （７ ．２ ．１６）

　 　证明 　根据定理 ７ ．２ ．３ ，存在不全为零的非负数 w０ ，^wi （i ∈ I） ，使得

w０ Δ f （珔x） － 钞
i ∈ I

w^ i Δ gi （珔x） ＝ 0 ．

　 　显然 w０ ≠ ０ ，因为如果 w０ ＝ ０ ，由于 w^ i （i ∈ I）不全为零 ，必导致｛Δ gi （珔x）｜i ∈ I｝线性相
关 ．于是可令

wi ＝
w^ i

w ０
，　 i ∈ I ，

从而得到

Δ f （珔x） － 钞
i ∈ I

w i Δ gi （珔x） ＝ 0 ，

wi ≥ ０ ，　 i ∈ I ．
　 　在上述定理中 ，若 gi （i 臭 I）在 珔x可微 ，则 K唱T 条件可写成等价形式 ：

Δ f （珔x） － 钞
m

i ＝ １

wi Δ gi （珔x） ＝ 0 ， （７ ．２ ．１７）

wi gi （珔x） ＝ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ， （７ ．２ ．１８）

wi ≥ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ． （７ ．２ ．１９）

　 　 当 i 臭 I 时 ，gi （珔x） ≠ ０ ，由 （７ ．２ ．１８）式可知 ，wi ＝ ０ ．这时 ，项 wi Δ gi （珔x）（ i 臭 I）从
（７ ．２ ．１７）式中自然消去 ，得到（７ ．２ ．１６）式 ．

当 i ∈ I时 ，gi （珔x）＝ 0 ，因此条件（７ ．２ ．１８）对 wi 没有限制 ．

条件（７ ．２ ．１８）称为互补松弛条件 ．

（７ ．２ ．１７）式和（７ ．２ ．１８）式组成含有 m ＋ n个未知量及 m ＋ n个方程的方程组 ．如果给

定点 珔x ，验证它是否为 K唱T 点 ，只需解方程组（７ ．２ ．１６） ．如果 珔x没有给定 ，欲求问题的 K唱T
点 ，就需要求解（７ ．２ ．１７）式和（７ ．２ ．１８）式 ．

例 7 ．2 ．3 　给定非线性规划问题（参见图７ ．２ ．４） ：

min 　 （x１ － ２）
２
＋ x２２

s ．t ．　 x１ － x２２ ≥ ０ ，

－ x１ ＋ x２ ≥ ０ ．
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图 　 ７ ．２ ．４ 　

验证下列两点

x（１） ＝
０

０
　 和 　 x（２） ＝

１

１

是否为 K唱T 点 ．

解 　记

f （x） ＝ （x１ － ２）
２
＋ x２２ ，

g１ （x） ＝ x１ － x２２ ，

g２ （x） ＝ － x１ ＋ x２ ．

目标函数和约束函数的梯度是

Δ f （x） ＝
２（x１ － ２）

２ x２ ，　 Δ g１ （x） ＝
１

－ ２ x２ ，　 Δ g２ （x） ＝
－ １

　 １
．

　 　先验证 x（１） ．在这一点 ，g１ （x） ≥ ０和 g２ （x） ≥ ０都是起作用约束 ，目标函数和约束函数

的梯度分别是

Δ f （x（１） ） ＝
－ ４

　 ０
，　 Δ g１ （x（１） ） ＝

１

０
，　 Δ g２ （x（１） ） ＝

－ １

　 １
．

设

－ ４

　 ０
－ w１

１

０
－ w２

－ １

　 １
＝

０

０
，

即

－ ４ － w１ ＋ w２ ＝ ０ ，

－ w２ ＝ ０ ，

解此方程组 ，得到

w１ ＝ － ４ ，　 w２ ＝ ０ ，

由于 w１ ＜ ０ ，因此 x（１）不是 K唱T 点 ．

再验证 x（２） ．在点 x（２） ，g１ （x） ≥ ０和 g２ （x） ≥ ０都是起作用约束 ，目标函数和约束函数

的梯度分别是

Δ f （x（２） ） ＝
－ ２

　 ２
，　 Δ g１ （x（２） ） ＝

１

－ ２
，　 Δ g２ （x（２） ） ＝

－ １

１
．

设

－ ２

　 ２
－ w１

　 １

－ ２
－ w２

－ １

　 １
＝

０

０
，

即

－ ２ － w１ ＋ w２ ＝ ０ ，

２ ＋ ２w１ － w２ ＝ ０ ，

312７ ．２ 　约束极值问题的最优性条件



解此方程组 ，得到

w１ ＝ ０ ，　 w２ ＝ ２ ．

所以 x（２）是 K唱T 点 ．

例 7 ．2 ．4 　给定非线性规划问题

min f （x）
def

（x１ － １）
２
＋ x２

s ．t ． g１ （x） ＝ － x１ － x２ ＋ ２ ≥ ０ ，

g２ （x） ＝ x２ ≥ ０ ，

求满足 K唱T 条件的点 ．

解 　为求 K唱T 点 ，需解方程组（７ ．２ ．１７）和（７ ．２ ．１８） ．目标函数和约束函数的梯度分

别为

Δ f （x） ＝
２（x１ － １）

１
，　 Δ g１ （x） ＝

－ １

－ １
，　 Δ g２ （x） ＝

０

１
．

K唱T 条件为
Δ f （x） － 钞

２

i ＝ １

wi Δ gi （x） ＝ 0 ，

wi gi （x） ＝ ０ ，　 　 i ＝ １ ，２ ，

wi ≥ ０ ， i ＝ １ ，２ ，

即

２（x１ － １） ＋ w１ ＝ ０ ， （７ ．２ ．２０）

１ ＋ w１ － w２ ＝ ０ ， （７ ．２ ．２１）

w１ （ － x１ － x２ ＋ ２） ＝ ０ ， （７ ．２ ．２２）

w２ x２ ＝ ０ ， （７ ．２ ．２３）

w１ ，w２ ≥ ０ ． （７ ．２ ．２４）

　 　 （７ ．２ ．２０）至（７ ．２ ．２３）式是以 x１ ，x２ ，w１ ，w２ 为元的非线性方程组 ，问题归结为求这个

方程组满足条件 w１ ≥ ０和 w２ ≥ ０的解 ．一般说来 ，求解非线性方程组比较复杂 ．但这个问

题比较简单 ，求解并不困难 ．

在（７ ．２ ．２３）式中 ，若 w２ ＝ ０ ，则由（７ ．２ ．２１）式得到 w１ ＝ － １ ，因此设 x２ ＝ ０ ，则方程组

变成

２ x１ ＋ w１ － ２ ＝ ０ ， （７ ．２ ．２５）

w１ － w２ ＋ １ ＝ ０ ， （７ ．２ ．２６）

w１ （－ x１ ＋ ２） ＝ ０ ． （７ ．２ ．２７）

　 　在（７ ．２ ．２７）式中 ，若 － x１ ＋ ２ ＝ ０ ，则由（７ ．２ ．２５）式必得出 w１ ＝ － ２ ，因此设 w１ ＝ ０ ．再

将 w１ ＝ ０代入（７ ．２ ．２５）式和（７ ．２ ．２６）式 ，解得 w２ ＝ １ ，x１ ＝ １ ．
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由上述求解过程得到原方程组的一组解

x１ ＝ １ ，　 x２ ＝ ０ ，　 w１ ＝ ０ ，　 w２ ＝ １ ．

由于 w１ 和 w２ 都是非负数 ，因此得到 K唱T 点
珔x ＝

１

０
．

　 　下面 ，对于凸规划 ，给出最优解的一阶充分条件 ．

定理 7 ．2 ．5 　设在问题（７ ．２ ．７）中 ，f 是凸函数 ，gi （i ＝ １ ，⋯ ，m）是凹函数 ，S为可行
域 ，珔x ∈ S ，I ＝ ｛ i｜gi （珔x）＝ ０｝ ，f 和 gi （ i ∈ I）在点 珔x可微 ，gi （ i 臭 I）在点 珔x连续 ，且在 珔x处
K唱T条件成立 ，则 珔x为全局最优解 ．

证明 　根据定理假设 ，显然 S是凸集 ，f 是凸函数 ，因此问题属于凸规划 ．

由于 f 是凸函数且在点 珔x ∈ S可微 ，根据定理 １ ．４ ．１４的推论 ，对任意的 x∈ S ，有

f （x） ≥ f （珔x） ＋ Δ f （珔x）T
（x － 珔x） ． （７ ．２ ．２８）

又知在点 珔x处 K唱T 条件成立 ，即存在 K唱T 乘子 wi ≥ ０（i ∈ I） ，使得

Δ f （珔x） ＝ 钞
i ∈ I

w i Δ gi （珔x） ． （７ ．２ ．２９）

把（７ ．２ ．２９）式代入（７ ．２ ．２８）式 ，得到

f （x） ≥ f （珔x） ＋ 钞
i ∈ I

w i Δ gi （珔x）T （x － 珔x） ． （７ ．２ ．３０）

　 　由于 gi （i＝ １ ，⋯ ，m）是凹函数 ，因此 － gi 是凸函数 ．当 i ∈ I时 ，由定理 １ ．４ ．１４的推

论得到

－ gi （x） ≥ － gi （珔x） ＋ ［－ Δ gi （珔x）］T （x － 珔x） ，
即

Δ gi （珔x）T
（x － 珔x） ≥ gi （x） － gi （珔x） ，　 　 i ∈ I ． （７ ．２ ．３１）

由于 gi （珔x）＝ ０ ，gi （x） ≥ ０ ，因此有

Δ gi （珔x）T （x － 珔x） ≥ ０ ，　 　 i ∈ I ． （７ ．２ ．３２）

根据（７ ．２ ．３０）式和（７ ．２ ．３２）式 ，显然成立

f （x） ≥ f （珔x） ，

即 珔x是问题（７ ．２ ．７）的全局最优解 ．

由上述定理可知 ，例 ７ ．２ ．４的 K唱T 点 珔x ＝ （１ ，０）
T 一定是该问题的全局最优解 ．

7 ．2 ．4 　一般约束问题的一阶最优性条件
考虑具有等式和不等式约束问题（７ ．２ ．１） ．记

g（x） ＝

g１ （x）
g２ （x）
…

gm （x）

，　 h（x） ＝

h１ （x）
h２ （x）
…

hl （x）

．
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将问题（７ ．２ ．１）写作

min 　 f （x） ，　 x ∈ Rn
，

s ．t ．　 g（x） ≥ 0 ， （７ ．２ ．３３）

h（x） ＝ 0 ．

　 　研究上述问题的最优性条件 ，涉及一个基本概念 ，就是正则点 ．

定义 7 ．2 ．3 　设 珔x为可行点 ，不等式约束中在 珔x起作用约束下标集记作 I ，如果向量组
｛Δ gi （珔x） ，Δ hj （珔x）｜i∈ I ，j ＝ １ ，２ ，⋯ ，l｝线性无关 ，就称 珔x为约束 g（x）≥ 0和 h（x）＝ 0的正则点 ．

下面将在正则假设下 ，研究最优解的必要条件 ．

引进等式约束后 ，推导一阶最优性条件的难点在于可行移动的描述 ．当 hj （x）为非线
性函数时 ，在任何可行点均不存在可行方向 ，沿任何方向取微小步长都将破坏可行性 ．因

此 ，就等式约束 h（x）＝ ０而言 ，为描述可行移动 ，需考虑超曲面 S ＝ ｛x｜h（x）＝ 0｝上的可行
曲线 ．

定义 7 ．2 ．4 　点集｛x＝ x（t）｜t０ ≤ t ≤ t１ ｝称为曲面 S ＝ ｛x｜h（x） ＝ 0｝上的一条曲线 ，如

果对所有 t ∈ ［t０ ，t１ ］均有 h（x（t））＝ 0 ．

显然 ，曲线上点是参数 t的函数 ，如果导数 x′（t） ＝ dx（t）d t 存在 ，则称曲线是可微的 ．曲

线 x（t）的一阶导数 x′（t）是曲线在点 x（t）处切向量 ．曲面 S上在点 x处所有可微曲线的
切向量组成的集合 ，称为曲面 S在点 x的切平面 ，记作 T（x） ．

为便于表达切平面 ，定义下列子空间 ：

H ＝ ｛d | Δ h（x）T d ＝ 0｝ ， （７ ．２ ．３４）

其中Δ h（x）＝ （Δ h１ （x） ，Δ h２ （x） ，⋯ ，Δ hl （x）） ，Δ hj （x）是 hj （x）的梯度 ．

根据切平面 T及子空间 H 的定义 ，在点 珔x ，若向量 d∈ T（珔x） ，则有

d ∈ H
def

｛d | Δ h（珔x）T d ＝ 0｝ ，

反之不一定成立 ；然而 ，若 珔x是约束 h（x）＝ 0的正则点 ，反之也成立 ．

定理 7 ．2 ．6 　设 珔x是曲面 S ＝ ｛x｜h（x） ＝ 0｝上一个正则点（即Δ h１ （珔x） ，Δ h２ （珔x） ，⋯ ，

Δ hl （珔x）线性无关） ，则在点 珔x切平面 T （珔x）等于子空间 H ＝ ｛d｜Δ h（珔x）T d＝ 0｝ ．

证明 　若 d∈ T（珔x） ，根据定义必有 d ∈ H ．下面证明 ，若 d∈ H ，则 d∈ T（珔x） ．即证明在

曲面 S上存在过点 珔x ＝ x（０）的可微曲线 x（t） ，使 x′（０）＝ d ．为此 ，利用隐函数定理 ．考虑以

y和 t为变量的非线性方程组
h（珔x ＋ td ＋ Δ h（珔x）y） ＝ 0 ， （７ ．２ ．３５）

其中 t ∈ R１
，y ∈ Rl

．由于 h（珔x）＝ 0 ，上述方程组必有解（y ，t） ＝ （0 ，０） ．在 t ＝ ０ ，h关于 y 的
Jacobi矩阵为Δ h（珔x）T

Δ h（珔x） ，由于正则性假设 ，这个矩阵非奇异 ．根据隐函数定理 ，在 t ＝ ０

的邻域 ，存在连续可微函数 y ＝ y（t）（y（０）＝ 0） ，使

h（珔x ＋ td ＋ Δ h（珚x）y（t）） ＝ 0 （７ ．２ ．３６）
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恒成立 ．令 x（t）＝ 珔x ＋ td ＋ Δ h（珔x）y（t） ，则 x（t）为曲面 S上通过 珔x ＝ x（０）的一条曲线 ，在点

珔x ，切向量

x′（０） ＝ d ＋ Δ h（珔x）y′（０） ． （７ ．２ ．３７）

下面证明上式右端第 ２ 项必为零 ．为此 ，将恒等式 （７ ．２ ．３６）两端对 t求导 ，令 （ t ，y） ＝
（０ ，0） ，得到

Δ h（珔x）T d ＋ Δ h（珔x）T
Δ h（珚x）y′（０） ＝ 0 ． （７ ．２ ．３８）

由 d的定义知 Δ h（珚x）T d ＝ 0 ，由正则假设可知 ，Δ h（珔x）T
Δ h（珔x）为 l阶可逆矩阵 ，因此由

（７ ．２ ．３８）式得出 y′（０）＝ 0 ，代入（７ ．２ ．３７）式 ，则 x′（０）＝ d ，即 d∈ T（珔x） ．

下面给出最优解的一阶必要条件 ．

定理 7 ．2 ．7 　 设在约束极值问题（７ ．２ ．１）中 ，珚x 为可行点 ，I ＝ ｛ i ｜gi （珔x） ＝ ０｝ ，f 和
gi （i ∈ I）在点 珔x可微 ，gi （i 臭 I）在点 珔x连续 ，hj （ j ＝ １ ，⋯ ，l）在点 珔x连续可微 ，且 Δ h１ （珔x） ，

Δ h２ （珔x） ，⋯ ，Δ hl （珔x）线性无关 ．如果 珔x是局部最优解 ，则在 珔x处 ，有

F０ ∩ G０ ∩ H０ ＝ 碬 ，

其中 F０ ，G０ 和 H０ 的定义为

F０ ＝ ｛d | Δ f （珔x）T d ＜ ０｝ ，

G０ ＝ ｛d | Δ gi （珔x）T d ＞ ０ ， i ∈ I｝ ，

H０ ＝ ｛d | Δ hj （珔x）T d ＝ ０ ， j ＝ １ ，２ ，⋯ ，l｝ ．

　 　证明 　用反证法 ．设存在向量 y ∈ F０ ∩ G０ ∩ H０ ，即同时成立下列各式

Δ f （珔x）T y ＜ ０ ，

Δ gi （珔x）T y ＞ ０ ，　 i ∈ I ，
Δ hj （珔x）T y ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，２ ，⋯ ，l ．

根据定理 ７ ．２ ．６ ，y ∈ T（珔x） ，即在曲面 S ＝ ｛x｜h（x）＝ 0｝上存在经过点 珔x ＝ x（０）的可微曲线

x（t） ，其切向量dx（０）d t ＝ y ．下面证明当 t＞ ０充分小时 ，x（t）为可行点 ，且 f （x（t））＜ f （珔x） ．

当 i ∈ I时 ，

dgi （x（t））d t t ＝ ０
＝ Δ gi （珔x）T dx（０）d t ＝ Δ gi （珔x）T y ＞ ０ ，

因此存在 δ１ ＞ ０ ，当 t ∈ ［０ ，δ１ ）时 ，

gi （x（t）） ≥ ０ ，　 　 橙 i ∈ I ． （７ ．２ ．３９）

　 　当 i 臭 I时 ，由于 gi （珔x）＞ ０ ，且 gi 在 珔x连续 ，因此存在 δ２ ＞ ０ ，当 t ∈ ［０ ，δ２ ）时 ，有

gi （x（t）） ≥ ０ ，　 　 橙 i 臭 I ． （７ ．２ ．４０）

　 　另一方面 ，由于

d f （x（t））d t t ＝ ０
＝ Δ f （珔x）T y ＜ ０ ，
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因此存在 δ３ ＞ ０ ，当 t ∈ ［０ ，δ３ ）时 ，有

f （x（t）） ＜ f （珔x） ． （７ ．２ ．４１）

令 δ＝ min｛δ１ ，δ２ ，δ３ ｝ ，则当 t∈ ［０ ，δ）时 ，（７ ．２ ．３９）～ （７ ．２ ．４１）式同时成立 ，且 h（x（t））＝ 0 ，因此

当 t∈ ［０ ，δ）时 x（t）为可行点 ，且 f（x（t））＜ f（珔x） ．这个结果与 珔x是局部最优解相矛盾 ，因此有

F０ ∩ G０ ∩ H０ ＝ 碬 ．

　 　下面给出一阶必要条件的代数表达 ．

定理 7 ．2 ．8（Fritz John条件） 　设在问题（７ ．２ ．１）中 ，珔x为可行点 ，I ＝ ｛ i｜gi （珔x）＝ ０｝ ，f
和 gi （i ∈ I）在点 珔x可微 ，gi （i 臭 I）在点 珔x连续 ，hj （ j ＝ １ ，⋯ ，l）在点 珔x连续可微 ．如果 珔x是
局部最优解 ，则存在不全为零的数 w０ ，wi （i ∈ I）和 v j （ j ＝ １ ，⋯ ，l） ，使得

w０ Δ f （珔x） － 钞
i ∈ I

w i Δ gi （珔x） － 钞
l

j ＝ １

v j Δ hj （珔x） ＝ 0 ，　 w０ ，wi ≥ ０ ，　 i ∈ I ．

　 　证明 　如果Δ h１ （珔x） ，⋯ ，Δ hl （珔x）线性相关 ，则存在不全为零的数 v j （ j ＝ １ ，⋯ ，l）使

钞
l

j ＝ １

v j Δ hj （珔x） ＝ 0 ，

这时 ，可令 w０ ＝ ０ ，wi ＝ ０ （i ∈ I） ，则得出定理的结论 ．

如果Δ h１ （珔x） ，⋯ ，Δ hl （珔x）线性无关 ，则满足定理 ７ ．２ ．７的条件 ，必有

F０ ∩ G０ ∩ H０ ＝ 碬 ，

即不等式组

Δ f （珔x）T d ＜ ０ ，

Δ gi （珔x）T d ＞ ０ ，　 i ∈ I ，
Δ hj （珔x）T d ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l

（７ ．２ ．４２）

无解 ．

令 A是以Δ f （珔x）T ，－ Δ gi （珔x）T （i ∈ I）为行组成的矩阵 ，B是以 － Δ hj （珔x）T （ j ＝ １ ，⋯ ，l）
为行组成的矩阵 ．这样 ，系统（７ ．２ ．４２）无解 ，也就是系统

Ad ＜ 0 ，

Bd ＝ 0 （７ ．２ ．４３）

无解 ．

现在定义两个集合

S１ ＝
y１
y２

y１ ＝ Ad ，y２ ＝ Bd ，d ∈ Rn
，

S２ ＝
y１
y２

y１ ＜ 0 ，y２ ＝ 0 ．

显然 ，S１ 和 S２ 均为非空凸集 ，并且

S１ ∩ S２ ＝ 碬 ．
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根据定理 １ ．４ ．５ ，存在非零向量

p ＝
p１
p２

，

使得对每一个 d∈ Rn及每一点

y１
y２

∈ cl S２ ，

成立

pT
１ Ad ＋ pT

２ Bd ≥ pT
１ y１ ＋ pT

２ y２ ． （７ ．２ ．４４）

　 　令 y２ ＝ 0 ．由于 y１ 的每个分量均可为任意负数 ，因此（７ ．２ ．４４）式的成立蕴含着

p１ ≥ 0 ， （７ ．２ ．４５）

再令

y１
y２

＝
0
0 ∈ cl S２ ，

则（７ ．２ ．４４）式的成立又蕴含着

pT
１ Ad ＋ pT

２ Bd ≥ ０ ． （７ ．２ ．４６）

　 　由于 d ∈ Rn
，可取任何向量 ，我们令

d ＝ － （AT p１ ＋ BT p２ ） ，

代入（７ ．２ ．４６）式 ，得到

－ ‖ AT p１ ＋ BT p２ ‖ ２
≥ ０ ．

由此可知

AT p１ ＋ BT p２ ＝ 0 ， （７ ．２ ．４７）

把 p１ 的分量记作 w０ 和 wi （ i ∈ I） ，p２ 的分量记作 v j （ j ＝ １ ，⋯ ，l） ，则 （７ ．２ ．４７）式和

（７ ．２ ．４５）式即为

w０ Δ f （珔x） － 钞
i ∈ I

w i Δ gi （珔x） － 钞
l

j ＝ １

v j Δ hj （珔x） ＝ 0 ，　 w０ ，wi ≥ ０ ，　 i ∈ I ．

由于 p是非零向量 ，因此数 w０ ，wi （i ∈ I）以及 v j （ j ＝ １ ，⋯ ，l）不全为零 ．

图 　 ７ ．２ ．５ 　

例 7 ．2 ．5 　考虑非线性规划问题（如图 ７ ．２ ．５）

min － x２
s ．t ． x１ － （１ － x２ ）３ ＝ ０ ，

－ x１ － （１ － x２ ）３ ＝ ０ ．

这个问题只有一个可行点

珔x ＝
０

１
，
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验证在点 珔x满足 Fritz John条件 ．

解 　在点 珔x目标函数和约束函数的梯度分别为

Δ f （珔x） ＝
　 ０

－ １
，　 Δ h１ （珔x） ＝

１

０
，　 Δ h２ （珔x） ＝

－ １

　 ０
．

设

w０

　 ０

－ １
－ v１ １

０
－ v２ － １

　 ０
＝

０

０
，

按分量写出 ，即

－ v１ ＋ v２ ＝ ０ ，

－ w０ ＝ ０ ．

解此方程组 ，得到

w０ ＝ ０ ，　 v１ ＝ v２ ＝ α ，

其中 α可取任何数 ．因此 ，在点 珔x ，Fritz John条件成立 ．

上例表明 ，在 Fritz John条件中 ，不排除目标函数梯度的系数 w０ 等于零的情形 ．为保

证 w０ 不等于零 ，需给约束条件施加某种限制 ，从而给出一般约束问题的 K唱T 必要条件 ．

定理 7 ．2 ．9（K唱T 必要条件） 　设在问题（７ ．２ ．１）中 ，珔x为可行点 ，I ＝ ｛ i｜gi （珔x） ＝ ０｝ ，f
和 gi （i ∈ I）在点 珔x可微 ，gi （i 臭 I）在点 珔x连续 ，hj （ j ＝ １ ，⋯ ，l）在点 珔x连续可微 ，向量集

｛Δ gi （珔x） ，Δ hj （珔x） | i ∈ I ，j ＝ １ ，⋯ ，l｝
线性无关 ．如果 珔x是局部最优解 ，则存在数 wi （i ∈ I）和 v j （ j ＝ １ ，⋯ ，l） ，使得

Δ f （珔x） － 钞
i ∈ I

w i Δ gi （珔x） － 钞
l

j ＝ １

v j Δ hj （珔x） ＝ 0 ，　 wi ≥ ０ ，　 i ∈ I ．

　 　证明 　根据定理 ７ ．２ ．８存在不全为零的数 w０ ，珡wi （i ∈ I）和 珔v j （ j ＝ １ ，⋯ ，l） ，使得

w０ Δ f （珔x） － 钞
i ∈ I

珡w i Δ gi （珔x） － 钞
l

j ＝ １

珔v j Δ hj （珔x） ＝ 0 ，　 w０ ，珡wi ≥ ０ ，　 i ∈ I ．

由向量组

｛Δ gi （珔x） ，Δ hj （珔x） | i ∈ I ，j ＝ １ ，⋯ ，l｝
线性无关 ，必得出 w０ ≠ ０ ，如若不然 ，将导致上面的向量组线性相关的结论 ．令

wi ＝
珡wi

w ０
，　 　 i ∈ I ，

v j ＝
珔v j

w ０

，　 　 j ＝ １ ，⋯ ，l ．

于是得到

Δ f （珔x） － 钞
i ∈ I

w i Δ gi （珔x） － ∑
l

j ＝ １

v j Δ hj （珔x） ＝ 0 ，　 wi ≥ ０ ，　 i ∈ I ．

　 　这里 ，与只有不等式约束的情形类似 ，当 gi （i 臭 I）在点 珔x也可微时 ，令其相应的乘子
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wi 等于零 ，于是可将上述 K唱T 条件写成下列等价形式 ：

Δ f （珔x） － 钞
m

i ＝ １

wi Δ gi （珔x） － 钞
l

j ＝ １

v j Δ hj （珔x） ＝ 0 ，

wi gi （珔x） ＝ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ，

wi ≥ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ，

其中 wi gi （珔x）＝ ０（i ＝ １ ，⋯ ，m）仍称为互补松弛条件 ．

定义广义的 Lagrange函数
L（x ，w ，瓫） ＝ f （x） － ∑

m

i ＝ １

wi gi （x） － ∑
l

j ＝ １

v j h j （x） ． （７ ．２ ．４８）

　 　由上面的讨论可知 ，在定理 ７ ．２ ．９的条件下 ，若 珔x为问题（７ ．２ ．１）的局部最优解 ，则存

在乘子向量 珚w ≥ ０和瓫
－

，使得

Δx L（珔x ，珚w ，瓫
－

） ＝ 0 ，

这样 ，K唱T 乘子 珚w和瓫
－

也称为 Lagrange乘子 ．

这时 ，一般情形的一阶必要条件可以表达为

Δx L （x ，w ，瓫 ） ＝ 0 ，

gi （x） ≥ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ，

hj （x） ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l ，
wi gi （x） ＝ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ，

wi ≥ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ． （７ ．２ ．４９）

　 　下面 ，对于凸规划 ，给出最优解的充分条件 ．

定理 7 ．2 ．10 　 设在问题 （７ ．２ ．１）中 ，f 是凸函数 ，gi （i＝ １ ，⋯ ，m）是凹函数 ，hj

（ j ＝ １ ，⋯ ，l）是线性函数 ，可行域为 S ，珔x ∈ S ，I ＝ ｛ i｜gi （珔x）＝ ０｝ ，且在 珔x处 K唱T 必要条件成
立 ，即存在 wi ≥ ０（i ∈ I）及 v j （ j ＝ １ ，⋯ ，l） ，使得

Δ f （珔x） － ∑
i ∈ I

w i Δ gi （珔x） － ∑
l

j ＝ １

v j Δ hj （珔x） ＝ 0 ， （７ ．２ ．５０）

则 珔x是全局最优解 ．

证明 　由定理的假设易知 ，可行域 S是凸集 ，又目标函数 f 是凸函数 ，因此问题属于

凸规划 ．

对任意一点 x ∈ S ，由于 f 是凸函数 ，且在 珔x ∈ S可微 ，因此根据定理 １ ．４ ．１４的推论 ，

必有

f （x） ≥ f （珔x） ＋ Δ f （珔x）T
（x － 珔x） ． （７ ．２ ．５１）

由于 gi （i ∈ I）是凹函数且在 珔x可微 ，必有

gi （x） ≤ gi （珔x） ＋ Δ gi （珔x）T
（x － 珔x） ，　 　 i ∈ I ．

由于 x ∈ S ，gi （x） ≥ ０及 gi （珔x）＝ ０ ，因此由上式可知
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Δ gi （珔x）T （x － 珔x） ≥ ０ ，　 　 i ∈ I ． （７ ．２ ．５２）

由于 hj （ j ＝ １ ，⋯ ，l）是线性函数 ，必有

hj （x） ＝ hj （珔x） ＋ Δ hj （珔x）T （x － 珔x） ． （７ ．２ ．５３）

又因为 x和 珔x为可行点 ，满足

hj （x） ＝ hj （珔x） ＝ ０ ，

因此由（７ ．２ ．５３）式得到

Δ hj （珔x）T （x － 珔x） ＝ ０ ，　 　 j ＝ １ ，⋯ ，l ． （７ ．２ ．５４）

由已知条件（７ ．２ ．５０） ，得到

Δ f （珔x） ＝ ∑
i ∈ I

w i Δ gi （珔x） ＋ ∑
l

j ＝ １

v j Δ hj （珔x） ． （７ ．２ ．５５）

　 　把（７ ．２ ．５５）式代入 （７ ．２ ．５１）式 ，并注意到 （７ ．２ ．５２）式 ，（７ ．２ ．５４）式以及 wi ≥ ０

（i ∈ I） ，则得出

f （x） ≥ f （珔x） ，

故 珔x为全局最优解 ．

定理中的条件 ，关于函数凸性的假设 ，还可以适当放宽 ，这就需要用到“准凸”和“伪

凸”的概念 ，这里不再详述 ，可参见文献［１］ ．

图 　 ７ ．２ ．６

例 7 ．2 ．6 　 求下列问题的最优解 （参见

图 ７ ．２ ．６） ：

min 　 （x１ － ２）
２
＋ （x２ － １）

２
，

s ．t ．　 － x２１ ＋ x２ ≥ ０ ，

－ x１ － x２ ＋ ２ ≥ ０ ．

　 　目标函数和约束函数的梯度分别为

Δ f （x） ＝
２（x１ － ２）

２（x２ － １）
，

Δ g１ （x） ＝
－ ２ x１
１

，Δ g２ （x） ＝
－ １

－ １
．

　 　根据（７ ．２ ．４９）式 ，这个问题的最优解的一阶必要条件包含下列几个方程和不等式 ：

２（x１ － ２） ＋ ２w１ x１ ＋ w２ ＝ ０ ，

２（x２ － １） － w１ ＋ w２ ＝ ０ ，

w１ （－ x２１ ＋ x２ ） ＝ ０ ，

w２ （－ x１ － x２ ＋ ２） ＝ ０ ，

－ x２１ ＋ x２ ≥ ０ ，

－ x１ － x２ ＋ ２ ≥ ０ ，
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w１ ，w２ ≥ ０ ．

求解上述问题 ，得

x１ ＝ １ ，　 x２ ＝ １ ，　 w１ ＝
２
３

，　 w２ ＝
２
３

．

因此 珔x ＝ （１ ，１）
T 为 K唱T 点 ．

由于目标函数 f （x）＝ （x１ － ２）
２
＋ （x２ － １）

２ 是凸函数 ，约束函数 g１ （x）＝ － x２１ ＋ x２ 是
凹函数 ，线性约束函数 g２ （x） ＝ － x１ － x２ ＋ ２ 也是凹函数 ，因此本例是凸规划 ．根据定理

７ ．２ ．１０ ，K唱T 点 珔x是这个问题的全局最优解 ．

7 ．2 ．5 　二阶条件
前面给出的一阶最优性条件 ，都不涉及目标函数和约束函数的二阶导数 ．实际上 ，二

阶导数反映函数的曲率特性 ，它们对稳定算法的设计具有重要意义 ，因此需要研究约束问

题的二阶最优性条件 ．

我们知道 ，对于无约束问题 ，二阶条件是利用目标函数的 Hesse矩阵给出的 ．然而 ，

约束问题比无约束问题复杂得多 ，只是孤立地研究目标函数的 Hesse矩阵是不行的 ．对

于约束问题 ，即使在 K唱T 点目标函数的 Hesse矩阵是正定的 ，这个点也不一定是最优解 ．

后面的例 ７ ．２ ．８就是很好的说明 ．

为研究二阶必要条件 ，需要像研究一阶必要条件那样 ，对约束条件加以适当的限制 ．

为此 ，我们引入切锥的概念 ．

定义 7 ．2 ．5 　设 S是Rn中一个非空集合 ，点 珔x ∈ cl S ，集合

T ＝ ｛d｜存在 x（k） ∈ S ，x（k） → 珔x及 λk ＞ ０ ，使得 d＝ lim
k → ∞

λk （x（k） － 珔x）｝ ，

则称 T为集合 S在点 珔x的切锥 ．

根据上述定义 ，如果序列｛x（k）｝ 炒 S收敛于 珔x ，x（k） ≠ 珔x ，使

lim
k → ∞

x（k） － 珔x
‖ x（k） － 珔x ‖ ＝ d ，

则方向 d ∈ T ．

图 　 ７ ．２ ．７

如果 珔x ∈ int S ，则 S在 珔x的切锥 T ＝ Rn
．

图 ７ ．２ ．７给出切锥的两个例 ，原点移至 珔x ．

现在考虑问题（７ ．２ ．１） ．设在可行点 珔x ，对应

不等式约束中的起作用约束和等式约束的

Lagrange乘子分别为 珡wi ≥ ０ ，i ∈ I ，珔v j （ j ＝ １ ，⋯ ，

l） ．定义一个集合

322７ ．２ 　约束极值问题的最优性条件



珚S ＝ x

x ∈ Rn

gi （x） ＝ ０ ，　 i ∈ I且 珡w i ＞ ０

gi （x） ≥ ０ ，　 i ∈ I且 珡w i ＝ ０

hj （x） ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l

，

设集合 珚S在点 珔x的切锥为 珡T ．

再定义一个集合

珚G ＝ d

d ∈ Rn

Δ gi （珔x）T d ＝ ０ ，　 i ∈ I且 珡w i ＞ ０

Δ gi （珔x）T d ≥ ０ ，　 i ∈ I且 珡w i ＝ ０

Δ hj （珔x）T d ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l

，

容易证明 珚G 车 珡T ．

设 d ∈ 珡T ，则存在可行序列｛x（k）｝ 炒 珚S和正数列｛λk｝ ，使得lim
k → ∞

λk （x（k） － 珔x）＝ d ．

把 gi （x）和 hj （x）在 珔x展开 ，令 x＝ x（k） ，则有

gi （x（k） ） ＝ gi （珔x） ＋ Δ gi （珔x）T
（x（k） － 珔x） ＋ o（ ‖ x（k） － 珔x ‖ ） ，

hj （x（k） ） ＝ hj （珔x） ＋ Δ hj （珔x）T
（x（k） － 珔x） ＋ o（ ‖ x（k） － 珔x ‖ ） ．

由于当 i ∈ I 时 ，gi （珔x） ＝ ０ ，当 i ∈ I 且 珡w i ＞ ０ 时 ，gi （x（k） ） ＝ ０ ，当 i ∈ I 且 珡w i ＝ ０ 时 ，

gi （x（k） ） ≥ ０以及 hj （x（k） ） ＝ hj （珔x）＝ ０ ，因此有下列结论 ：

当 i ∈ I且 珡w i ＞ ０时 ，有

Δ gi （珔x）T
（x（k） － 珔x） ＋ o（‖ x（k） － 珔x ‖ ） ＝ ０ ；

　 　当 i ∈ I且 珡w i ＝ ０时 ，有

Δ gi （珔x）T
（x（k） － 珔x） ＋ o（‖ x（k） － 珔x ‖ ） ≥ ０ ；

　 　当 j ＝ １ ，⋯ ，l时 ，有

Δ hj （珔x）T
（x（k） － 珔x） ＋ o（‖ x（k） － 珔x ‖ ） ＝ ０ ．

　 　把以上各式两端乘以 λk ，令 k → ∞ ，得到

Δ gi （珔x）T d ＝ ０ ，　 i ∈ I且 珡w i ＞ ０ ；

Δ gi （珔x）T d ≥ ０ ，　 i ∈ I且 珡w i ＝ ０ ；

Δ hj （珔x）T d ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l ．
即 d ∈ 珚G ，所以 珚G 车 珡T ．

由以上分析可知 ，切锥 珡T必含于 珚G ，但是反之不成立 ，即集合 珚G不一定含于切锥 珡T ．

下面 ，在 珚G 炒 珡T 也成立的假设下 ，给出关于问题 （７ ．２ ．１）的局部最优解的二阶必要

条件 ．

定理 7 ．2 ．11（二阶必要条件） 　设 珔x是问题（７ ．２ ．１）的局部最优解 ，f ，gi （i ＝ １ ，⋯ ，m）
和 hj （ j ＝ １ ，⋯ ，l）二次连续可微 ，并存在满足（７ ．２ ．４９）式的乘子 珚w ＝ （珡w１ ，⋯ ，珡wm ）和瓫

－

＝
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（珔v１ ，⋯ ，珔v l ） ．再假设在点 珔x约束规格 珚G ＝ 珡T成立 ，则对每一个向量 d ∈ 珚G ，都有

dT Δ ２
xL （珔x ，珚w ，瓫

－

）d ≥ ０ ．

其中

Δ
２
xL （珔x ，珚w ，瓫

－

） ＝ Δ
２ f （珔x） － ∑

m

i ＝ １

珡wi Δ
２ gi （珔x） － ∑

l

j ＝ １

珔v j Δ
２ hj （珔x）

是 Lagrange函数 L（x ，w ，瓫 ）在点 珔x关于 x的 Hesse矩阵 ．

证明 　设向量 d ≠ 0 ，d ∈ 珚G ．由于约束规格 珚G ＝ 珡T成立 ，因此 d ∈ 珡T ．从而存在可行序列

｛x（k） ｝ 炒 珚S和正数列｛λk｝ ，使得

lim
k → ∞

λk （x（k） － 珔x） ＝ d ．

　 　将 L（x ，珚w ，瓫
－

）在 珔x展开 ，并令 x＝ x（k） ，则

L（x（k） ，珚w ，瓫
－

） ＝ L（珔x ，珚w ，瓫
－

） ＋ Δ xL （珔x ，珚w ，瓫
－

）
T
（x（k） － 珔x）

＋
１
２
（x（k） － 珔x）T

Δ
２
xL （珔x ，珚w ，瓫

－

）（x（k） － 珔x） ＋ o（ ‖ x（k） － 珔x ‖ ２
） ．

（７ ．２ ．５６）

　 　由于 x（k） ∈ 珚S ，因此必有 hj （x（k） ） ＝ ０（ j ＝ １ ，⋯ ，l） ，珡wi gi （x（k） ） ＝ ０（ i ＝ １ ，⋯ ，m） ．代入

Lagrange函数的表达式（７ ．２ ．４８） ，得到

L（x（k） ，珚w ，瓫
－

） ＝ f （x（k） ） ， （７ ．２ ．５７）

L（珔x ，珚w ，瓫
－

） ＝ f （珔x） ． （７ ．２ ．５８）

把（７ ．２ ．５７）式和（７ ．２ ．５８）式代入（７ ．２ ．５６）式 ，并注意到 珔x是局部最优解 ，Δ xL （珔x ，珔w ，瓫
－

） ＝ 0 ，

则有

f （x（k） ） ＝ f （珔x） ＋
１
２
（x（k） － 珔x）T

Δ
２
xL （珔x ，珚w ，瓫

－

）（x（k） － 珔x） ＋ o ‖ x（k） － 珔x ‖ ２
．

（７ ．２ ．５９）

由于 珔x是局部最优解 ，当 k 充分大时 ，必有 f （x（k） ） ≥ f （珔x） ，因此对充分大的 k ，由

（７ ．２ ．５９）式得出

１
２
（x（k） － 珔x）T Δ ２

xL （珔x ，珚w ，瓫
－

）（x（k） － 珔x） ＋ o ‖ x（k） － 珔x ‖ ２
≥ ０ ，

上式两端乘以 λ
２
k ，并取极限 ，则

dT Δ ２
xL （珔x ，珚w ，瓫

－

）d ≥ ０ ．

　 　上述定理用到约束规格 珚G ＝ 珡T ．这个约束规格不便于检验 ，可代之以其他约束规格 ，

比如 ，假设向量组 Δ gi （珔x）（ i ∈ I） ，Δ hj （珔x）（ j ＝ １ ，⋯ ，l）线性无关 ．若后者成立 ，则定理

７ ．２ ．１１中所用约束规格也成立 ．关于约束规格的进一步研究 ，可参见文献［１ ，１８］ ．

为了给出局部最优解的二阶充分条件 ，定义集合
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G ＝ d

d ≠ ０

Δ gi （珔x）T d ＝ ０ ， i ∈ I且 珡w i ＞ ０

Δ gi （珔x）T d ≥ ０ ， i ∈ I且 珡w i ＝ ０

Δ hj （珔x）T d ＝ ０ ， j ＝ １ ，⋯ ，l

．

　 　定理 7 ．2 ．12（二阶充分条件） 　 设在问题（７ ．２ ．１）中 ，f ，gi （ i ＝ １ ，⋯ ，m）和 hj （ j ＝
１ ，⋯ ，l）二次连续可微 ，珔x为可行点 ，存在乘子 珚w ＝ （珡w１ ，⋯ ，珡wm ）和 瓫

－

＝ （珔v１ ，⋯ ，珔v l ）使条件

（７ ．２ ．４９）成立 ，且对每个向量 d∈ G ，都有

dT Δ ２
xL （珔x ，珚w ，瓫

－

）d ＞ ０ ，

则 珔x是严格局部最优解 ．

证明 　用反证法 ．假设 珔x不是严格局部最优解 ，则存在收敛于 珔x的可行序列｛x（k）｝ ，使

f （x（k） ） ≤ f （珔x） ． （７ ．２ ．６０）

令

d（k） ＝
x（k） － 珔x

‖ x（k） － 珔x ‖ ． （７ ．２ ．６１）

由于｛d（k） ｝是有界序列 ，则必存在收敛子序列｛d（k j ） ｝ ，设其极限为 d（０） ．

将 gi （x）在点 珔x展开 ，再令 x＝ x（k j ） ，得到

gi（x（k j ） ） ＝ gi （珔x） ＋ Δ gi （珔x）T
（x（k j ） － 珔x） ＋ o（ ‖ x（k j ） － 珔x ‖ ） ． （７ ．２ ．６２）

　 　当 i ∈ I时 ，gi （珔x）＝ ０ ．又知 x（k j ）是可行点 ，gi （x（k j ） ） ≥ ０ ，因此由（７ ．２ ．６２）式得到

Δ gi （珔x）T （x（k j ） － 珔x） ＋ o（‖ x（k j ） － 珔x ‖ ） ≥ ０ ．

上式两端除以 ‖ x（k j ） － 珔x ‖ ，令 kj → ∞ ，则推得

Δ gi （珔x）T d（０） ≥ ０ ，　 　 i ∈ I ． （７ ．２ ．６３）

　 　用类似方法 ，可以得到

Δ hj （珔x）T d（０） ＝ ０ ，　 　 j ＝ １ ，⋯ ，l ， （７ ．２ ．６４）

以及

Δ f （珔x）T d（０） ≤ ０ ． （７ ．２ ．６５）

　 　下面分两种情形讨论 ：

（１） d（０） 臭 G
此时 ，由（７ ．２ ．６３）式和集合 G 的定义可知 ，必存在下标 i ∈ I ，使得 珡wi ＞ ０ ，且

Δ gi （珔x）T d（０） ＞ ０ ．这样 ，利用 K唱T 条件必推出下列结果 ：

Δ f （珔x）T d（０） ＝ ∑
i ∈ I

珡w i Δ gi（珔x） ＋ ∑
l

j ＝ １

珔v j Δ hj （珔x）
T
d（０） ＝ ∑

i ∈ I
珡w i Δ gi （珔x）T d（０） ＞ ０ ，

这与（７ ．２ ．６５）式相矛盾 ．

（２） d（０） ∈ G
这时 ，把 Lagrange函数 L（x ，珚w ，瓫

－

）在 珔x展开 ，并令 x＝ x（k j ） ，则有
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L（x（k j ） ，珚w ，瓫
－

） ＝ L（珔x ，珚w ，瓫
－

） ＋ Δ xL （珔x ，珚w ，瓫
－

）
T
（x（k j ） － 珔x）

＋
１
２
（x（k j ） － 珔x）T

Δ
２
xL （珔x ，珚w ，瓫

－

）（x（k j ） － 珔x）

＋ o（ ‖ x（k j ） － 珔x ‖ ２
） ． （７ ．２ ．６６）

　 　由于 x（k j ）是可行点 ，珚w＝ （珡w１ ，⋯ ，珡wm ） ≥ 0 ，根据 Lagrange函数的定义 ，有

L（x（k j ） ，珚w ，瓫
－

） ＝ f （x（k j ） ） － ∑
m

i ＝ １

珡wi gi （x（k j ） ） － ∑
l

j ＝ １

珔v j h j （x（k j ） ） ，

因此（７ ．２ ．６６）式的左端

L（x（k j ） ，珚w ，瓫
－

） ≤ f （x（k j ） ） ． （７ ．２ ．６７）

又知

L（珔x ，珚w ，瓫
－

） ＝ f （珔x） ， （７ ．２ ．６８）

由假设还有

Δ xL （珔x ，珚w ，瓫
－

） ＝ 0 ， （７ ．２ ．６９）

以及

f （x（k j ） ） ≤ f （珔x） ． （７ ．２ ．７０）

将（７ ．２ ．６７）式至（７ ．２ ．７０）式代入（７ ．２ ．６６）式 ，则

１
２
（x（k j ） － 珔x）T

Δ
２
xL （珔x ，珚w ，瓫

－

）（x（k j ） － 珔x） ＋ o（ ‖ x（k j ） － 珔x ‖ ２
） ≤ ０ ．

上式两端除以 ‖ x（k j ） － 珔x ‖ ２
，令 kj → ∞ ，得到

d（０）T Δ
２
xL （珔x ，珚w ，瓫

－

）d（０） ≤ ０ ．

图 　 ７ ．２ ．８

这个结果与 dT Δ ２
xL （珔x ，珚w ，瓫

－

）d＞ ０（d ∈ G）的假设相矛盾 ．

例 7 ．2 ．7 　 考虑下列非线性规划问题 （可行域如

图 ７ ．２ ．８中的弧 ） ：

min 　 x１ ，

s ．t ．　 ３（x１ － ３）
２
＋ x２ ≥ ０ ，

（x１ － ３）
２
＋ x２２ － １０ ＝ ０ ．

检验以下各点是否为局部最优解 ：

x（１） ＝
２

－ ３
，　 x（２） ＝

４

－ ３
，

x（３） ＝
３ ＋ １０

０
，　 x（４） ＝

３ － １０

０
．

　 　解 　记目标函数和约束函数分别为 f （x） ，g（x）和 h（x） ，它们在点 x处的梯度分
别为

722７ ．２ 　约束极值问题的最优性条件



Δ f （x） ＝
１

０
，　 Δ g（x） ＝

６（x１ － ３）

１
，　 Δ h（x） ＝

２（x１ － ３）

２ x２ ，

Lagrange函数是
L（x ，w ，v） ＝ x１ － w［３（x１ － ３）

２
＋ x２ ］ － v［（x１ － ３）

２
＋ x２２ － １０］ ．

Lagrange函数关于 x的 Hesse矩阵
Δ

２
xL ＝

－ ６w － ２v ０

０ － ２v ．

　 　检验 x（１） ＝ （２ ，－ ３）
T
：x（１）是可行点 ．两个约束均为起作用约束 ．

Δ f （x（１） ） ＝
１

０
，　 Δ g（x（１） ） ＝

－ ６

１
，　 Δ h（x（１） ） ＝

－ ２

－ ６
，

按照 K唱T 条件 ，设

１

０
－ w

－ ６

１
－ v

－ ２

－ ６
＝

０

０
，

即

１ ＋ ６w ＋ ２v ＝ ０ ，

－ w ＋ ６ v ＝ ０ ．

解此方程组 ，得到

w ＝ －
３
１９

，　 v ＝ －
１
３８

，

不存在使 w ≥ ０的解 ，因此 x（１）不是 K唱T 点 ．

检验 x（２） ＝ （４ ，－ ３）
T
：x（２）是可行点 ．两个约束都是起作用约束 ．

Δ f （x（２） ） ＝
１

０
，　 Δ g（x（２） ） ＝

６

１
，　 Δ h（x（２） ） ＝

２

－ ６
．

设

１

０
－ w ６

１
－ v ２

－ ６
＝

０

０
，

即

１ － ６w － ２v ＝ ０ ，

－ w ＋ ６ v ＝ ０ ，

解此方程组 ，得到

w ＝
３
１９

，　 v ＝
１
３８

．

x（２）是 K唱T 点 ．在此点 Lagrange函数的 Hesse矩阵
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Δ
２
xL （x（２） ，w ，v） ＝

－ １ ０

０ －
１
１９

．

求集合 珚G中的元素 ．由于 w ＞ ０ ，根据集合 珚G的定义 ，令

Δ g（x（２） ）T d ＝ ０ ，

Δ h（x（２） ）T d ＝ ０ ，

其中 d＝ （d１ ，d２ ）T
．上述方程组即

６ d１ ＋ d２ ＝ ０ ，

２ d１ － ６ d２ ＝ ０ ，

解得 d＝ （０ ，０）
T
，因此 G ＝ 碬 ．这种情形表明 ，在充分条件中对曲率的要求自然满足 ，因此

点 x（２） ＝ （４ ，－ ３）
T 是局部最优解（局部极小点） ．

检验 x（３） ＝ （３ ＋ １０ ，０）
T
：x（３）是可行点 ．两个约束中只有等式约束 h（x） ＝ ０是起作

用约束 ，其梯度

Δ h（x（３） ） ＝
２ １０

０
．

设

１

０
－ v ２ １０

０
＝

０

０
，

即

１ － ２ １０ v ＝ ０ ，

解得 v ＝ １／２ １０ ，x（３）是 K唱T 点 ．在点 x（３）处不起作用约束对应的乘子 w ＝ ０ ，因此有

Δ
２
x L （x（３） ，w ，v） ＝

－
１

１０
０

０ －
１

１０

．

再求 珚G中的元素 ．令

Δ h（x（３） ）T d ＝ ０ ，

其中 d＝ （d１ ，d２ ）T
，上述方程即

（２ １０ ，０）
d１
d２

＝ ０ ．

解得

d ＝
０

d２ ，
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其中 d２ 可取任何实数 ．这时有

dT Δ ２
xL d ＝ （０ ，d２ ）

－
１

１０
０

０ －
１

１０

０

d２ ＝ ０ ，－
d２
１０

０

d２

＝ －
d２２
１０

＜ ０ 　 　 （d２ ≠ ０） ．

　 　在点 x（３） ，不满足最优解的二阶必要条件 ，因此 x（３）不是局部最优解 ，即不是局部极小

点 ．实际上 ，x（３）是一个局部极大点 ．

检验 x（４） ＝ （３ － １０ ，０）
T
：x（４）是可行点 ，只有等式约束 h（x） ＝ ０是起作用约束 ，在点

x（４）等式约束函数的梯度

Δ h（x（４） ） ＝
－ ２ １０

０
．

设

１

０
－ v － ２ １０

０
＝

０

０
，

即

１ ＋ ２ １０ v ＝ ０ ．

解得 v ＝ － １／２ １０ ．Lagrange函数关于 x的 Hesse矩阵

Δ
２
x L ＝

１

１０
０

０
１

１０

，

这是一个正定矩阵 ．自然 ，对 G中元素来说（假设 G非空） ，它也是正定的 ．在这种情形下 ，

不必求出合集 G便知 ，x（４） ＝ （３ － １０ ，０）
T 是局部最优解 ．

例 7 ．2 ．8 　考虑下列非线性规划问题 ：

min 　 x２１ ＋ （x２ － ２）
２

s ．t ．　 βx２
１ － x２ ＝ ０ ，

其中 β为某个实数 ．讨论点 x（０） ＝ （０ ，０）
T 是否为局部最优解 ？

解 　目标函数 f （x）和约束函数 h（x）在 x（０）的梯度分别为

Δ f （x（０） ） ＝
０

－ ４
，　 Δ h（x（０） ） ＝

０

－ １
．
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设

０

－ ４
－ v ０

－ １
＝

０

０
，

即

－ ４ ＋ v ＝ ０ ，

解得 v ＝ ４ ．Lagrange函数为
L（x ，v） ＝ x２１ ＋ （x２ － ２）

２
－ v（βx２

１ － x２ ） ，

它关于 x的 Hesse矩阵是
Δ

２
x L ＝

２ － ２βv ０

０ ２
，

在点 x（０）处 ，有

Δ
２
xL （x（０） ，瓫 ） ＝

２ － ８β ０

０ ２
．

　 　求集合 珚G的元素 d ，令

（０ ，－ １）
d１
d２

＝ ０ ，

即

－ d２ ＝ ０ ，

解得 d＝ （d１ ，０）
T
，d１ 可取任何实数 ．这时有

dT Δ ２
x L （x（０） ，v）d＝ （d１ ，０）

２ － ８β ０

０ ２

d１
０

＝ （d１ （２ － ８β） ，０）
d１
０

＝ ２（１ － ４β）d２１ ．

　 　当 β ＜
１
４
时 ，对每一个向量 d ∈ G ，有

dT Δ２
x L （x（０） ，v）d ＞ ０ ，

因此 x（０） ＝ （０ ，０）
T 是局部最优解 ．

当 β ＞
１
４
时 ，对每个向量 d ∈ G ，有

dT Δ２
x L （x（０） ，v）d ＜ ０ ，

此时在点 x（０）不满足局部最优解的二阶必要条件 ，因此 x（０） ＝ （０ ，０）
T 不是局部最优解 ．

当 β ＝
１
４
时 ，利用二阶条件给不出结论 ，可用其他方法进行判断 ．这时 ，原问题即为

min 　 x２１ ＋ （x２ － ２）
２

s ．t ．　 １
４
x２１ － x２ ＝ ０ ，
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利用约束条件 ，从目标函数中消去一个变量 ，把约束问题转化为无约束问题

min 　 ４ x２ ＋ （x２ － ２）
２
．

易知 x（０） ＝ （０ ，０）
T 是局部极小点 ．

可见 x（０）是否为局部最优解 ，这与参数 β的取值有关 ．当 β ≤
１
４
时 ，是局部最优解 ，当

β ＞
１
４
时则不是 ．

此外 ，本例表明 ，研究约束问题的二阶极值条件时 ，只考虑目标函数的 Hesse矩阵是
不行的 ．事实上 ，例中目标函数的 Hesse矩阵

Δ
２ f （x） ＝

２ ０

０ ２

是正定的 ，但当 β ＞
１
４
时 ，可行点 x（０）不是约束问题的局部极小点 ．

倡 7 ．3 　对偶及鞍点问题
7 ．3 ．1 　 Lagrange对偶问题
　 　对偶理论在最优化理论的发展及算法的研究中具有十分重要的作用 ，正因如此 ，许多

关于最优化的论文和著作 ，对对偶理论进行了深入的研究 ．本书第 ４章也讨论了这个理论

的重要组成部分 ———线性规划中的对偶理论 ．这里将简要地介绍非线性规划中的对偶理

论 ．如需有更多的了解 ，可参见文献［１ ～ ３］ ．

下面给出 Lagrange对偶中原问题与对偶问题的描述 ．考虑非线性规划问题

min 　 f （x）
s ．t ．　 gi （x） ≥ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ， （７ ．３ ．１）

　 　 hj （x） ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l ，
　 　 x ∈ D ，

其中约束分作两种 ，一种是等式约束和不等式约束 ，另一种写成集约束的形式 ，即 x ∈ D ．

如果将问题写成只有前一种约束的情形 ，就认为 D ＝ Rn
．

我们把上述问题作为原问题 ，定义它的对偶问题为

max 　 θ（w ，瓫 ） ，

s ．t ．　 w ≥ 0 ， （７ ．３ ．２）

其中目标函数 θ（w ，瓫）定义如下 ：

θ（w ，瓫 ） ＝ inf f （x） － ∑
m

i ＝ １

wi gi （x） － ∑
l

j ＝ １

v j h j （x） x ∈ D ． （７ ．３ ．３）

232 第 ７章 　最优性条件



　 　当上式不存在有限下界时 ，假设

θ（w ，瓫） ＝ － ∞ ，

θ（w ，瓫 ）称为 Lagrange对偶函数 ．建立对偶问题时 ，要注意集合 D的选择 ，这将影响到计

算和修正对偶函数 θ的工作量 ．

例 7 ．3 ．1 　考虑非线性规划问题
min 　 x２１ ＋ x２２
s ．t ．　 x１ ＋ x２ － ４ ≥ ０ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

　 　解 　将变量的非负限制作为集约束 ，即

x ∈ D ＝
x１
x２

x１ ≥ ０ ，x２ ≥ ０ ，

对偶函数为

θ（w）＝ inf｛ x２１ ＋ x２２ － w（x１ ＋ x２ － ４） | x１ ≥ ０ ，x２ ≥ ０｝

＝ inf｛ x２１ － wx１ | x１ ≥ ０｝ ＋ inf｛x２２ － wx２ | x２ ≥ ０｝ ＋ ４w ．

　 　由上式可知 ，当 w ≥ ０时 ，有

θ（w） ＝ －
１
２
w２

＋ ４w ．

　 　当 w ＜ ０时 ，由于 x１ ≥ ０ ，x２ ≥ ０ ，则有

x２１ － wx１ ≥ ０ ，

x２２ － wx２ ≥ ０ ．

因此 ，当 x１ ＝ x２ ＝ ０时 ，得到极小值

θ（w） ＝ ４w ．

　 　综上分析 ，得到对偶函数

θ（w） ＝
－

１
２
w２

＋ ４w ，　 w ≥ ０ ，

４w ，　 w ＜ ０ ．

本例的对偶问题为

max 　 －
１
２
w２

＋ ４w

s ．t ．　 w ≥ ０ ．

　 　不难求得原问题的最优解

珔x ＝
x１
x２

＝
２

２
，

目标函数的最优值 fmin ＝ ８ ．而对偶问题的最优解 珡w ＝ ４ ，最优值 θmax ＝ ８ ．
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由上例可见 ，对偶问题的极大值等于原问题的极小值 ．这种现象 ，对于线性规划的对

偶来说 ，是必然的 ；但是对于非线性规划 ，这一结论并不是普遍成立的 ．运用非线性规划对

偶理论时 ，要特别注意这一点 ．

7 ．3 ．2 　对偶定理
下面研究原问题和对偶问题之间的关系 ．为书写方便 ，记

g（x） ＝ （g１ （x） ，g２ （x） ，⋯ ，gm （x））T ，

h（x） ＝ （h１ （x） ，h２ （x） ，⋯ ，hl （x））T ．

把（７ ．３ ．１）式至（７ ．３ ．３）式改写为

min 　 f （x）
s ．t ．　 g（x） ≥ 0 ，

　 　 h（x） ＝ 0 ，

　 　 x ∈ D ．

（７ ．３ ．４）

对偶问题为

max 　 θ（w ，瓫 ）

s ．t ．　 w ≥ 0 ， （７ ．３ ．５）

其中对偶函数

θ（w ，瓫 ） ＝ inf｛ f （x） － wT g（x） － 瓫
T h（x） | x ∈ D｝ ．

　 　定理 7 ．3 ．1（弱对偶定理） 　设 x和（w ，瓫 ）分别是原问题和对偶问题的可行解 ，则

f （x） ≥ θ（w ，瓫 ） ．

　 　证明 　根据 θ（w ，瓫）的定义 ，有

θ（w ，瓫）＝ inf｛ f （y） － wT g（y） － 瓫
T h（y） | y ∈ D｝

≤ f （x） － wT g（x） － 瓫
T h（x） ． （７ ．３ ．６）

由于 x和（w ，瓫 ）分别是问题（７ ．３ ．４）和（７ ．３ ．５）的可行解 ，即满足 g（x） ≥ 0 ，h（x） ＝ 0和
w≥ 0 ，由此可知 wT g（x） ≥ ０ ，因此由（７ ．３ ．６）式得到

f （x） ≥ θ（w ，瓫 ） ．

　 　由上述定理可以直接得出下列几个推论 ．

推论 1 　对于原问题和对偶问题 ，必有

inf｛ f （x） | g（x） ≥ 0 ，h（x） ＝ 0 ，x ∈ D｝ ≥ sup｛θ（w ，瓫） | w ≥ 0｝ ．

　 　推论 2 　如果 f （珔x） ≤ θ（珚w ，瓫
－

） ，其中

珔x ∈ ｛x | g（x） ≥ 0 ，　 h（x） ＝ 0 ，x ∈ D｝ ，　 珚w ≥ 0 ，

则 珔x和（珚w ，瓫
－

）分别是原问题和对偶问题的最优解 ．

推论 3 　如果
inf｛ f （x） | g（x） ≥ 0 ，h（x） ＝ 0 ，x ∈ D｝ ＝ － ∞ ，
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则对每一个 w≥ 0 ，有

θ（w ，瓫） ＝ － ∞ ．

　 　推论 4 　如果
sup｛θ（w ，瓫 ） | w ≥ 0｝ ＝ ∞ ，

则原问题没有可行解 ．

根据推论 １ ，若原问题的目标函数最优值为 fmin ，对偶问题的目标函数最优值为 θmax ，

则必有

fmin ≥ θmax ．

如果严格不等号成立 ，即 fmin ＞ θmax ，则称存在“对偶间隙” ．这是线性规划的对偶中未曾遇

见的现象 ．为了保证不出现对偶间隙 ，需要对目标函数和约束函数的性态给予适当的限

定 ，以便建立强对偶定理 ．为此 ，我们先来证明下列引理 ．

引理 7 ．3 ．2 　设 D是Rn中一个非空凸集 ，φ（x）和 gi （x）（i ＝ １ ，⋯ ，m）分别是Rn上的凸

函数和凹函数 ，hj （x）（ j ＝ １ ，⋯ ，l）是Rn上的线性函数 ，即假设

h（x） ＝ Ax － b ，
那么下列两个系统中 ，若系统 １ 无解 ，则系统 ２ 有解 （w０ ，w ，瓫 ） ；反之 ，若系统 ２ 有解

（w０ ，w ，瓫） ，w０ ＞ ０ ，则系统 １无解 ．

系统 １ 　存在 x ∈ D ，使得 φ（x）＜ ０ ，g（x） ≥ 0 ，h（x）＝ 0 ；

　 　系统 ２ 　 w０ φ（x） － wT g（x） － 瓫
T h（x） ≥ ０ ，橙 x ∈ D ，（w０ ，w） ≥ 0 ，（w０ ，w ，瓫） ≠ 0 ．

　 　证明 　设系统 １无解 ．定义集合

C ＝ ｛（p ，q ，r） | 存在 x ∈ D ，使 p ＞ φ（x） ，q ≤ g（x） ，r ＝ h（x）｝ ． （７ ．３ ．７）

　 　由于 D非空 ，则 C不是空集 ．利用凸集和凸函数的定义 ，容易证明 C是凸集 ．

任取（p１ ，q１ ，r１ ） ，（p２ ，q２ ，r２ ） ∈ C ，则存在 x（１） ，x（２） ∈ D ，使得

p１ ＞ φ（x（１）
） ，　 　 q１ ≤ g（x（１） ） ，　 　 r１ ＝ h（x（１） ） ，

p２ ＞ φ（x（２）
） ，　 　 q２ ≤ g（x（２） ） ，　 　 r２ ＝ h（x（２） ） ，

对任意的 λ∈ ［０ ，１］ ，记

（p^ ，^q ，^r） ＝ λ（p１ ，q１ ，r１ ） ＋ （１ － λ）（p２ ，q２ ，r２ ）
＝ （λp１ ＋ （１ － λ）p２ ，λq１ ＋ （１ － λ）q２ ，λr１ ＋ （１ － λ）r２ ） ．

由于 φ（x）是凸函数 ，则有

λp１ ＋ （１ － λ）p２ ＞ λφ（x（１） ） ＋ （１ － λ）φ（x（２） ）
≥ φ（λx（１）

＋ （１ － λ）x（２） ） ＝ φ（x^） ．

由于 g（x）的每个分量是凹函数 ，则有

λq１ ＋ （１ － λ）q２ ≤ λg（x（１） ） ＋ （１ － λ）g（x（２） ）
≤ g（λx（１）

＋ （１ － λ）x（２） ） ＝ g（x^） ．
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由于 h（x）的每个分量是线性函数 ，则有

λr１ ＋ （１ － λ）r２ ＝ λh（x（１） ） ＋ （１ － λ）h（x（２） ）
＝ λ（Ax（１）

－ b） ＋ （１ － λ）（Ax（２）
－ b）

＝ A（λx（１）
＋ （１ － λ）x（２） ） － b

＝ Ax^ － b
＝ h（x^） ．

由于 D为凸集 ，x（１） ，x（２） ∈ D ，λ∈ ［０ ，１］ ，^x ＝ λx（１）
＋ （１ － λ）x（２） ，因此存在 x^ ∈ D ，使得

p^ ＞ φ（x^） ，　 q^ ≤ g（x^） ，　 r^ ＝ h（x^） ，

故（p^ ，^q ，^r） ∈ C ．证得 C为非空凸集 ．

根据假设 ，系统 １无解 ，自然（０ ，0 ，0）臭 C ，由定理 １ ．４ ．４的推论可知 ，存在（珡w０ ，珚w ，瓫
－

） ≠ 0 ，

使得对每一个（p ，q ，r） ∈ cl C ，都有

珡w０ p ＋ 珚wT q ＋ 瓫
－ T r ≥ ０ ．

令（w０ － w ，－ 瓫 ）＝ （珡w０ ，珚w ，瓫
－

） ，可将上式写成

w０ p － wT q － 瓫
T r ≥ ０ ，　 橙 （p ，q ，r） ∈ cl C ． （７ ．３ ．８）

　 　固定 x ∈ D ，取 p ，q和 r ，使得
p ＞ φ（x） ，　 q ≤ g（x） ，　 r ＝ h（x） ，

在满足上述条件下 ，p可取任意大的正数 ，q的分量可取任意小的负数 ，均有

（p ，q ，r） ∈ C ，

因此 ，由（７ ．３ ．８）式的成立必得出

w０ ≥ ０ 　 和 　 w ≥ 0 ．

令

（p ，q ，r） ＝ （φ（x） ，g（x） ，h（x）） ，

则（p ，q ，r） ∈ cl C ．从而由（７ ．３ ．８）式得到

w０ φ（x） － wT g（x） － 瓫
T h（x） ≥ ０ ，　 橙 x ∈ D ，

（w０ ，w） ≥ 0 ，

（w０ ，w ，瓫） ≠ 0 ，

即系统 ２存在解（w０ ，w ，瓫 ） ．

下面证明引理的后半部 ．

设系统 ２有解（w０ ，w ，瓫 ） ，其中 w０ ＞ ０ ，w≥ 0 ，满足

w０ φ（x） － wT g（x） － 瓫
T h（x） ≥ ０ ，　 橙 x ∈ D ， （７ ．３ ．９）

　 　假设存在 x∈ D ，使

g（x） ≥ 0 ，　 　 h（x） ＝ 0 ．

由于 w≥ 0 ，则 wT g（x） ≥ ０ ．由（７ ．３ ．９）式得到
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w０ φ（x） ≥ ０ ．

由于 w０ ＞ ０ ，因此推得

φ（x） ≥ ０ ．

即系统 １无解 ．

下面给出并证明强对偶定理 ．

定理 7 ．3 ．3（强对偶定理） 　设 D是Rn中一个非空凸集 ，f 和 gi （i ＝ １ ，⋯ ，m）分别是

Rn上的凸函数和凹函数 ，hj （ j ＝ １ ，⋯ ，l）是Rn上的线性函数 ，即 h（x）＝ Ax － b ，又设存在点

x^ ∈ D ，使得

g（x^） ＞ 0 ，　 h（x^） ＝ 0 ，　 0 ∈ int H（D） ，

其中 H（D）＝ ｛h（x）｜x ∈ D｝ ．则

inf｛ f （x） | g（x） ≥ 0 ，h（x） ＝ 0 ，x ∈ D｝ ＝ sup｛θ（w ，瓫） | w ≥ 0｝ ， （７ ．３ ．１０）

而且 ，若式中 inf为有限值 ，则

sup｛θ（w ，瓫） | w ≥ 0｝
在（珚w ，瓫

－

）达到 ，珚w ≥ 0 ．如果 inf在点 珔x达到 ，则 珚wT g（珔x）＝ ０ ．

证明 　设

r ＝ inf｛ f （x） | g（x） ≥ 0 ，h（x） ＝ 0 ，x ∈ D｝ ．

若 r ＝ － ∞ ，则由定理 ７ ．３ ．１的推论 ３得到

sup｛θ（w ，瓫 ） | w ≥ 0｝ ＝ － ∞ ．

因此（７ ．３ ．１０）式成立 ．

现在假设 r为有限值 ．考虑下列系统 ：

f （x） － r ＜ ０ ，　 g（x） ≥ 0 ，　 h（x） ＝ 0 ，　 x ∈ D ， （７ ．３ ．１１）

由 r的定义可知此系统无解 ．根据引理 ７ ．３ ．２ ，存在（w０ ，w ，瓫 ） ≠ 0 ，（w０ ，w） ≥ 0 ，使得对每

一个 x ∈ D ，都有

w０ ［ f （x） － r］ － wT g（x） － 瓫
T h（x） ≥ ０ ． （７ ．３ ．１２）

这里 ，必有 w０ ＞ ０ ．如若不然 ，设 w０ ＝ ０ ，则（７ ．３ ．１２）式变成

wT g（x） ＋ 瓫
T h（x） ≤ ０ ，

由假设 ，存在 x^ ∈ D ，使得 g（x^） ＞ 0 ，h（x^）＝ 0 ，代入上式 ，得到 w＝ 0 ．再把 w０ ＝ ０ ，w＝ 0代入
（７ ．３ ．１２）式 ，得到

瓫
T h（x） ≤ 0 ，　 橙 x ∈ D ． （７ ．３ ．１３）

由于 0 ∈ int H（D） ，因此可令 x ∈ D ，使 h（x）＝ λ瓫 ，其中 λ＞ ０ ，于是有

０ ≥ 瓫
T h（x） ＝ － ‖ 瓫 ‖

２
，

这就意味着瓫 ＝ 0 ．

因此 ，w０ ＝ ０ ，蕴含（w０ ，w ，瓫）＝ 0 ，这是不可能的 ．

由于 w０ ≠ ０ ，可令
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珚w ＝
w
w ０

，　 瓫
－

＝
瓫
w０

，

这样 ，由（７ ．３ ．１２）式得出 ，对每一个 x ∈ D ，有

f （x） － 珚wT g（x） － 瓫
－ T h（x） ≥ r ， （７ ．３ ．１４）

由上式立即得到

θ（珚w ，瓫
－

） ＝ inf｛ f （x） － 珚wT g（x） － 瓫
－ T h（x） | x ∈ D｝ ≥ r ，

其中 珚w ≥ 0 ．根据定理 ７ ．３ ．１ ，显然有

θ（珚w ，瓫
－

） ＝ r
及（珚w ，瓫

－

）是对偶问题的最优解 ．

此外 ，设 珔x是原问题的最优解 ，即满足

珔x ∈ D ，　 g（珔x） ≥ 0 ，　 h（珔x） ＝ 0 ，　 f （珔x） ＝ r ．
由（７ ．３ ．１４）式得到

珚wT g（珔x） ≤ ０ ．

由于 珚w ≥ 0及 g（珔x） ≥ 0 ，因此由上式可知

珚wT g（珔x） ＝ ０ ．

　 　上述定理中 ，如果 D ＝ Rn
，那么 0 ∈ int H（D）自然成立 ．这是因为 ：设 h（x） ＝ Ax － b ，

A的秩为 l ，则任意的 y ∈ Rl能够表示成

y ＝ Ax － b ，
其中 x＝ AT

（AAT
）

－ １
（y ＋ b） ．因此 H（D）＝ Rl

．

上述定理表明 ，对于凸规划 ，在适当的约束规格下 ，原问题的极小值与对偶问题的极

大值是相等的 ．

7 ．3 ．3 　鞍点最优性条件
下面 ，我们推导著名的鞍点最优性准则 ．

考虑非线性规划

min 　 f （x） ，　 x ∈ Rn
，

s ．t ．　 g（x） ≥ 0 ， （７ ．３ ．１５）

h（x） ＝ 0 ，

其中

g（x） ＝ （g１ （x） ，g２ （x） ，⋯ ，gm （x））T ，

h（x） ＝ （h１ （x） ，h２ （x） ，⋯ ，hl （x））T ，

相应的 Lagrange函数为
L（x ，w ，瓫 ） ＝ f （x） － wT g（x） － 瓫

T h（x） ．
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令

θ（w ，瓫） ＝ inf｛ f （x） － wT g（x） － 瓫
T h（x） | x ∈ Rn

｝ ．

（７ ．３ ．１５）式的对偶问题为

max 　 θ（w ，瓫 ） ，

s ．t ．　 w ≥ 0 ． （７ ．３ ．１６）

　 　我们先定义 Lagrange函数 L（x ，w ，瓫 ）的鞍点 ，然后讨论 Lagrange函数的鞍点与原
问题（７ ．３ ．１５）及对偶问题（７ ．３ ．１６）的最优解之间的关系 ，给出鞍点最优性条件 ，最后给出

鞍点最优性条件与 K唱T 条件之间的关系 ．

定义 7 ．3 ．1 　设 L（x ，w ，瓫 ）为 Lagrange函数 ，珔x ∈ Rn
，珚w ∈ Rm

，珚w ≥ 0 ，瓫
－

∈ Rl
，如果对每

个 x ∈ Rn
，w∈ Rm

，w≥ 0及瓫 ∈ Rl
，都有

L（珔x ，w ，瓫 ） ≤ L（珔x ，珚w ，瓫
－

） ≤ L（x ，珚w ，瓫
－

） ， （７ ．３ ．１７）

则称（珔x ，珚w ，瓫
－

）为 L（x ，w ，瓫 ）的鞍点 ．

由此定义可知 ，Lagrange 函数的鞍点必是 Lagrange 函数关于 x的极小点及关于
（w ，瓫）的极大点 ．其中 w有非负限制 ，即 w≥ 0 ．

定理 7 ．3 ．4（鞍点定理） 　设（珔x ，珚w ，瓫
－

）是原问题（７ ．３ ．１５）的 Lagrange函数 L（x ，w ，瓫 ）

的鞍点 ，则 珔x和（珚w ，瓫
－

）分别是原问题（７ ．３ ．１５）和对偶问题（７ ．３ ．１６）的最优解 ．反之 ，假设

f 是凸函数 ，gi （i ＝ １ ，⋯ ，m）是凹函数 ，hj （ j ＝ １ ，⋯ ，l）是线性函数 ，即 h（x） ＝ Ax － b ，且 A
满秩 ．又设存在 x^ ，使 g（x^） ＞ 0 ，h（x^）＝ 0 ．如果 珔x是问题（７ ．３ ．１５）的最优解 ，则存在（珚w ，瓫

－

） ，

其中 珚w ≥ ０ ，使（珔x ，珚w ，瓫
－

）是 Lagrange函数 L（x ，w ，瓫 ）的鞍点 ．

证明 　现证定理的前半部 ．设（珔x ，珚w ，瓫
－

）是 Lagrange函数的鞍点 ．先证明 珔x是可行点 ．

考虑（７ ．３ ．１７）式的左端不等式 ．由假设 ，对所有 w∈ Rm
，w≥ 0 ，瓫 ∈ Rl

，有

L（珔x ，w ，瓫 ） ≤ L（珔x ，珚w ，瓫
－

） ，

即

f （珔x） － wT g（珔x） － 瓫
T h（珔x） ≤ f （珔x） － 珚wg（珔x） － 瓫

－ T h（珔x） ，

经整理得到

（w － 珚w）T g（珔x） ＋ （瓫 － 瓫
－

）
T h（珔x） ≥ ０ ． （７ ．３ ．１８）

　 　易证 h（珔x）＝ 0 ．设 hk （珔x）＞ ０ ．令

w ＝ 珚w ，

v j ＝ 珔v j ，　 橙 j ≠ k ，

vk ＝ 珔vk － １ ，

将这些取值代入（７ ．３ ．１８）式 ，则得出 hk （珔x） ≤ ０ ，这与 hk （珔x）＞ ０相矛盾 ．因此 h（珔x）的每个
分量不大于零 ．再设 hk （珔x）＜ ０ ，用类似方法可推出 h（珔x）的每个分量不小于零 ．综上分析 ，

必有

h（珔x） ＝ 0 ． （７ ．３ ．１９）
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　 　再证 g（珔x） ≥ 0 ．把（７ ．３ ．１９）式代入（７ ．３ ．１８）式 ，则

（w － 珚w）T g（珔x） ≥ ０ ． （７ ．３ ．２０）

根据假设 ，对任意的 w≥ 0 ，（７ ．３ ．２０）式总成立 ．

　 　令

wk ＝ 珡wk ＋ １ ，

wi ＝ 珡wi ，　 i ≠ k ．
由（７ ．３ ．２０）式得到 gk （珔x） ≥ ０ ，由此可知 g（珔x）的每个分量均大于或等于零 ，即

g（珚w） ≥ 0 ． （７ ．３ ．２１）

　 　由（７ ．３ ．１９）式和（７ ．３ ．２１）式可知 ，珔x是（７ ．３ ．１５）式的可行点 ．进而证明 珔x和（珚w ，瓫
－

）分

别是原问题（７ ．３ ．１５）和对偶问题（７ ．３ ．１６）的最优解 ．

在（７ ．３ ．２０）式中 ，令 w＝ 0 ，则

－ 珚wT g（珔x） ≥ ０ ．

由于 珚w ≥ 0 ，g（珔x） ≥ 0 ，因此由上式得到

珚wT g（珔x） ＝ ０ ． （７ ．３ ．２２）

把（７ ．３ ．１９）式和（７ ．３ ．２２）式代入（７ ．３ ．１７）式右端不等式 ，得到

f （珔x） ≤ f （x） － 珚wT g（x） － 瓫
－ T h（x） ． （７ ．３ ．２３）

上式对每个 x∈ Rn都成立 ，由此可知

f （珔x） ≤ θ（珚w ，瓫
－

） ，

注意到 珔x是原问题（７ ．３ ．１５）的可行解 ，珚w ≥ 0 ，根据定理 ７ ．３ ．１的推论 ２ ，珔x和（珚w ，瓫
－

）分别是

原问题（７ ．３ ．１５）和对偶问题（７ ．３ ．１６）的最优解 ．

下面证明定理的后半部 ．

设 珔x是原问题（７ ．３ ．１５）的最优解 ．根据定理 ７ ．３ ．３ ，存在（珚w ，瓫
－

） ，珚w ≥ 0 ，使得

f （珔x） ＝ θ（珚w ，瓫
－

） （７ ．３ ．２４）

以及

珚wT g（珔x） ＝ ０ ． （７ ．３ ．２５）

按照定义 ，有

θ（w ，瓫） ＝ inf｛ f （x） － wT g（x） － 瓫
T h（x） | x ∈ Rn

｝ ．

因此 ，对所有 x∈ Rn
，成立

θ（珚w ，瓫
－

） ≤ f （x） － 珚wT g（x） － 瓫
－ T h（x） ＝ L（x ，珚w ，瓫

－

） ． （７ ．３ ．２６）

由于 珔x为最优解 ，自然是可行解 ，即满足

h（珔x） ＝ 0 ，

g（珔x） ≥ 0 ．

再考虑到（７ ．３ ．２５）式 ，有

L（珔x ，珚w ，瓫
－

） ＝ f （珔x） － 珚wT g（珔x） － 瓫
－ T h（珔x） ＝ f （珔x） ． （７ ．３ ．２７）
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由（７ ．３ ．２４）式 ，（７ ．３ ．２６）式和（７ ．３ ．２７）式即知 ，对所有 x ∈ Rn
，成立

L（珔x ，珚w ，瓫
－

） ≤ L（x ，珚w ，瓫
－

） ， （７ ．３ ．２８）

上式便是鞍点条件中右端不等式 ．至于左端的不等式 ，是很容易证明的 ．由 L（x ，w ，瓫 ）的

定义 ，有

L（珔x ，w ，瓫 ） ＝ f （珔x） － wT g（珔x） － 瓫
T h（珔x） ， （７ ．３ ．２９）

由于 g（珔x） ≥ 0 ，w≥ 0 ，h（珔x）＝ 0 ，因此

L（珔x ，w ，瓫） ≤ f （珔x） ＝ L（珔x ，珚w ，瓫
－

） ． （７ ．３ ．３０）

（７ ．３ ．２８）式和（７ ．３ ．３０）式表明 ，（珔x ，珚w ，瓫
－

）是 Lagrange函数 L（x ，w ，瓫 ）的鞍点 ．

鞍点定理的前半部给出了最优解的一种充分条件 ．定理的后半部 ，在 Slater约束规格
下 ，对于凸规划 ，给出最优解的一种必要条件 ．但是 ，需要注意 ，在一般情形下 ，原问题存在

最优解时 ，相应的 Lagrange函数不一定存在鞍点 ．因此 ，一般说来 ，不能认为鞍点的存在

是最优解的必要条件 ．

例 7 ．3 ．2 　考虑下列非线性规划 ：

min 　 f （x）
def

x３ ，　 x ∈ R１
，

s ．t ．　 － x２ ≥ ０ ．

　 　显然 ，最优解 珚x ＝ ０ ．相应的 Lagrange函数
L（x ，w） ＝ x３ ＋ wx２

．

现在求 珡w ≥ ０ ，使得对每一个 x ∈ R１
，有

L（珚x ，w） ≤ L（珚x ，珡w） ≤ L（x ，珡w） ，

即满足

珚x３ ＋ w 珚x ２
≤ 珚x３ ＋ 珡w 珚x ２

≤ x３ ＋ 珡wx２
，

或等价地满足

x３ ＋ 珡wx２
≥ ０ ，　 橙 x ∈ R１

． （７ ．３ ．３１）

　 　易知 珡w 取任何非负数时 ，均不满足上式 ．若取 珡w ＝ ０ ，则当 x ＝ － １时 ，（７ ．３ ．３１）式不

成立 ．若取 珡w ＞ ０ ，则当 x ＝ － ２ 珡w 时 ，（７ ．３ ．３１）式不成立 ．因此不存在 珡w ≥ ０ 使（珚x ，珡w ）为

鞍点 ．

关于鞍点条件与 K唱T 条件之间的关系 ，有下列定理 ．

定理 7 ．3 ．5 　设在问题（７ ．３ ．１５）中 ，可行集为 S ，珔x ∈ S满足 K唱T 条件 ，即存在乘子

珚w ＝ （珡w１ ，珡w２ ，⋯ ，珡wm ）
T
≥ 0

和

瓫
－

＝ （珔v１ ，珔v２ ，⋯ ，珔v l ）
T
，

使得

Δ f （珔x） － ∑
m

i ＝ １

珡wi Δ gi （珔x） － ∑
l

j ＝ １

珔v j Δ hj （珔x） ＝ 0 ， （７ ．３ ．３２）
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珡wi gi （珔x） ＝ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ． （７ ．３ ．３３）

又设 f 是凸函数 ，gi （i ∈ I）是凹函数 ，其中下标集 I ＝ ｛ i｜gi （珔x） ＝ ０｝ ，当 珔v j ≠ ０时 ，hj 是线

性函数 ．则（珔x ，珚w ，瓫
－

）是 Lagrange函数 L（x ，w ，瓫 ）的鞍点 ．反之 ，设 f ，gi （i ＝ １ ，⋯ ，m）和 hj

（ j ＝ １ ，⋯ ，l）可微 ，若（珔x ，珚w ，瓫
－

）（珚w ≥ 0）是 Lagrange函数的鞍点 ，则（珔x ，珚w ，瓫
－

）满足 K唱T 条件
（７ ．３ ．３２）和（７ ．３ ．３３） ．

证明 　先证定理的前半部 ．假设（珔x ，珚w ，瓫
－

）（珔x ∈ S ，珚w ≥ 0）满足 K唱T 条件（７ ．３ ．３２）和

（７ ．３ ．３３） ．注意到 K唱T 条件蕴含 f ，gi （i ＝ １ ，⋯ ，m）和 hj （ j ＝ １ ，⋯ ，l）在点 珔x可微 ，根据凸

性假设 ，对任意的 x ∈ Rn
，成立

f （x） ≥ f （珔x） ＋ Δ f （珔x）T
（x － 珔x） ， （７ ．３ ．３４）

－ gi （x） ≥ － gi （珔x） － Δ gi （珔x）T （x － 珔x） ，　 i ∈ I ， （７ ．３ ．３５）

－ hj （x） ＝ － hj （珔x） － Δ hj （珔x）T （x － 珔x） ，　 珔v j ≠ ０ ， （７ ．３ ．３６）

分别用 珡wi 乘（７ ．３ ．３５）式 ，用 珔v j 乘（７ ．３ ．３６）式 ，再与（７ ．３ ．３４）式相加 ，并注意到（７ ．３ ．３２）

式和（７ ．３ ．３３）式 ，得出

f （x） － 珚wT g（x） － 瓫
－ T h（x） ≥ f （珔x） － 珚wT g（珔x） － 瓫

－ T h（珔x） ，

即

L（x ，珚w ，瓫
－

） ≥ L（珔x ，珚w ，瓫
－

） ， （７ ．３ ．３７）

其中 g（x）＝ （g１ （x） ，⋯ ，gm （x））T
，h（x）＝ （h１ （x） ，⋯ ，hl （x））T ．

由于 g（珔x） ≥ 0 ，h（珔x）＝ 0 ，珚wT g（珔x）＝ ０ ，因此对每一个 w≥ 0 ，必有

L（珔x ，w ，瓫 ） ＝ f （珔x） － wT g（珔x） － 瓫
T h（珔x） ≤ f（珔x） ＝ L（珔x ，珚w ，瓫

－

） ． （７ ．３ ．３８）

　 　 （７ ．３ ．３７）式和（７ ．３ ．３８）式表明 ，（珔x ，珚w ，瓫
－

）是 Lagrange函数 L（x ，w ，瓫）的鞍点 ．

再证定理的后半部 ．

设（珔x ，珚w ，瓫
－

）（珚w ≥ 0）是 Lagrange函数 L（x ，w ，瓫 ）的鞍点 ．运用证明定理 ７ ．３ ．４时所用

的方法 ，易证 珔x是可行点 ，即满足 g（珔x） ≥ 0 ，h（珔x）＝ 0 ，并且 珚wT g（珔x）＝ ０ ．

由于对每个 x ∈ Rn
，有

L（珔x ，珚w ，瓫
－

） ≤ L（x ，珚w ，瓫
－

） ，

因此 珔x是无约束问题
min 　 L（x ，珚w ，瓫

－

） ，　 x ∈ Rn

的最优解 ．由此可知 ，在点 珔x处 ，必有

ΔxL （珔x ，珚w ，瓫
－

） ＝ 0 ，

即

Δ f （珔x） － ∑
m

i ＝ １

珡wi Δ gi （珔x） － ∑
l

j ＝ １

珔v j Δ hj （珔x） ＝ 0 ． （７ ．３ ．３９）

由于 珚w ≥ 0 ，g（珔x） ≥ 0 ，因此由 珚wT g（珔x）＝ ０推得

珡wi gi （珔x） ＝ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ． （７ ．３ ．４０）
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　 　 （７ ．３ ．３９）式和（７ ．３ ．４０）式即 K唱T 条件（７ ．３ ．３２）和（７ ．３ ．３３） ．

定理 ７ ．３ ．５表明 ，如果 珔x是 K唱T点 ，那么在一定的凸性假设下 ，K唱T 条件中的 Lagrange
乘子就是鞍点条件中的乘子 ．反之 ，鞍点条件中的乘子也是 K唱T条件中的乘子 ．

习 　 　题

１ ．给定函数

f （x） ＝
x１ ＋ x２

３ ＋ x２１ ＋ x２２ ＋ x１ x２ ，

求 f （x）的极小点 ．

２ ．考虑非线性规划问题

min 　 （x１ － ３）
２
＋ （x２ － ２）

２

s ．t ．　 x２１ ＋ x２２ ≤ ５ ，

x１ ＋ ２ x２ ＝ ４ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

检验 珔x ＝ （２ ，１）
T 是否为 K唱T 点 ．

３ ．考虑下列非线性规划问题

min 　 ４ x１ － ３ x２
s ．t ．　 ４ － x１ － x２ ≥ ０ ，

x２ ＋ ７ ≥ ０ ，

－ （x１ － ３）
２
＋ x２ ＋ １ ≥ ０ ．

求满足 K唱T 必要条件的点 ．

４ ．给定非线性规划问题

min 　 x１ －
９
４

２

＋ （x２ － ２）
２

s ．t ．　 － x２１ ＋ x２ ≥ ０ ，

x１ ＋ x２ ≤ ６ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

判别下列各点是否为最优解 ：

x（１） ＝

３
２

９
４

，　 x（２） ＝

９
４

２

，　 x（３） ＝
０

２
．
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　 　 ５ ．用 K唱T 条件求解下列问题
min 　 x２１ － x２ － ３ x３
s ．t ．　 － x１ － x２ － x３ ≥ ０ ，

x２１ ＋ ２ x２ － x３ ＝ ０ ．

　 　 ６ ．求解下列问题

max １４ x１ － x２１ ＋ ６ x２ － x２２ ＋ ７

s ．t ． x１ ＋ x２ ≤ ２ ，

x１ ＋ ２ x２ ≤ ３ ．

　 　 ７ ．求原点 x（０） ＝ （０ ，０）
T 到凸集

S ＝ ｛x | x１ ＋ x２ ≥ ４ ，２ x１ ＋ x２ ≥ ５｝

的最小距离 ．

８ ．考虑下列非线性规划问题

min x２
s ．t ． － x２１ － （x２ － ４）

２
＋ １６ ≥ ０ ，

（x１ － ２）
２
＋ （x２ － ３）

２
－ １３ ＝ ０ ．

判别下列各点是否为局部最优解 ：

x（１） ＝
０

０
，　 x（２） ＝

１６
５

３２
５

，　 x（３） ＝
２

３ ＋ １３
．

　 　 ９ ．考虑下列非线性规划问题

min 　
１
２
［（x１ － １）

２
＋ x２２ ］

s ．t ．　 － x１ ＋ βx２
２ ＝ ０ ，

讨论 β取何值时 珔x ＝ （０ ，０）
T 是局部最优解 ？

１０ ．给定非线性规划问题

min 　 cT x
s ．t ．　 Ax ＝ 0 ，

xT x ≤ γ
２
，

其中 A为 m × n矩阵（m＜ n） ，A的秩为 m ，c∈ Rn且 c ≠ 0 ，γ是一个正数 ．试求问题的最优

解及目标函数最优值 ．

１１ ．给定非线性规划问题

max 　 bT x ，　 x ∈ Rn

s ．t ．　 xT x ≤ １ ，
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其中 b≠ 0 ．证明向量 珔x ＝ b／‖ b‖满足最优性的充分条件 ．

１２ ．给定原问题

min 　 （x１ － ３）
２
＋ （x２ － ５）

２

s ．t ．　 － x２１ ＋ x２ ≥ ０ ，

x１ ≥ １ ，

x１ ＋ ２ x２ ≤ １０ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

写出上述原问题的对偶问题 ．将原问题中第 ３个约束条件和变量的非负限制记作

x ∈ D ＝ ｛x | x１ ＋ ２ x２ ≤ １０ ，　 x１ ，x２ ≥ ０｝ ．

　 　 １３ ．考虑下列原问题

min 　 （x１ － １）
２
＋ （x２ ＋ １）

２

s ．t ．　 － x１ ＋ x２ － １ ≥ ０ ．

　 　 （１）分别用图解法和最优性条件求解原问题 ．

（２）写出对偶问题 ．

（３）求解对偶问题 ．

（４）用对偶理论说明对偶规划的最优值是否等于原问题的最优值 ．

（５）用有关定理说明原问题的 K唱T 乘子与对偶问题的最优解之间的关系 ．
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倡第 8章 　算 　 　法

第 ７章讨论了最优性条件 ，理论上讲 ，可以用这些条件求非线性规划的最优解 ，但在

实践中往往并不切实可行 ．由于利用最优性条件求解一个问题时 ，一般需要解非线性方程

组 ，这本身就是一个困难问题 ，因此求解非线性规划一般采取数值计算方法 ．本章 ，介绍关

于算法的一些概念 ，为以后各章对具体算法的研究做一些准备 ．

8 ．1 　算 法 概 念
8 ．1 ．1 　算法映射
　 　在解非线性规划时 ，所用的计算方法 ，最常见的是迭代下降算法 ．所谓迭代 ，就是从一

点 x（k）出发 ，按照某种规则 A 求出后继点 x（k ＋ １）
，用 k ＋ １代替 k ，重复以上过程 ，这样便产

生点列｛x（k） ｝ ；所谓下降 ，就是对于某个函数 ，在每次迭代中 ，后继点处的函数值要有所减

小 ．在一定条件下 ，迭代下降算法产生的点列收敛于原问题的解 ．

上面所说的对应规则 A ，是在某个空间 X 中点到点的映射 ，即对每一个 x（k） ∈ X ，有

点 x（k ＋ １）
＝ A（x（k） ） ∈ X ．更一般地 ，把 A 定义为点到集的映射 ，即对每一个点 x（k） ∈ X ，经

A 作用 ，产生一个点集 A（x（k） ） 炒 X ，任意选取一个点 x（k ＋ １）
∈ A（x（k） ） ，作为 x（k）的后继点 ．

定义 8 ．1 ．1 　算法 A 是定义在空间 X 上的点到集映射 ，即对每一个点 x ∈ X ，给定一

个子集 A（x） 炒 X ．

图 　 ８ ．１ ．１

定义中的“空间”一词不作严谨的解释 ，X可以是Rn
，也可以是Rn中的一个集合 ，还可

以是一般的度量空间 ，要点在于 A是 X中点到集的映射 ．这样定义算法的好处是 ，可用统

一方式研究一类算法的收敛性 ．

例 8 ．1 ．1 　考虑下列非线性规划 ：

min x２

s ．t ． x ≥ １ ．

　 　解 　 显然 ，问题的最优解 珚x ＝ １ ．为了解释算

法定义 ，我们设计一个算法 A ，通过 A 求出这个最
优解 ．

定义算法 A 如下（参见图 ８ ．１ ．１） ：



A（x） ＝

１ ，
１
２
（x ＋ １） ，　 x ≥ １ ，

１
２
（x ＋ １） ，１ ，　 x ＜ １ ，

这个算法把点 x映射成一个闭区间 ．

运用算法 A 时 ，从一点出发 ，经 A 作用得到一个闭区间 ，从此区间中任取一点作为后

继点 ，重复这个过程 ，便得到一个由算法产生的点列 ，在一定条件下 ，这个点列收敛于问题

的解 ．由此过程可知 ，利用算法 A 可以产生不同的点列 ，下面从中列举几个如下 ：

３ ，２ ，
３
２

，
５
４

，⋯ ，

３ ，
３
２

，
９
８

，
３３
３２

，⋯ ，

３ ，
５
３

，
７
６

，
２５
２４

，⋯ ，

这些点列都是以 x（１）
＝ ３为初点 ，运用算法 A 得到的 ，它们尽管各不相同 ，但是都以 珚x ＝ １

为极限 ．因此 ，由算法 A 产生的点列 ，其聚点是问题的最优解 ．

8 ．1 ．2 　解集合
为研究算法的收敛性 ，首先要明确解集合的概念 ．设计一个算法 ，如果能使算法产生

的点列收敛于问题的全局最优解 ，当然是很好的 ．但是 ，在许多情况下 ，要使算法产生的点

列收敛于全局最优解是比较困难的 ．因此 ，一般把满足某些条件的点集定义为解集合 ，当

迭代点属于这个集合时 ，就停止迭代 ．例如 ，在无约束最优化问题中 ，可以定义解集合为

Ω ＝ ｛珔x | ‖ Δ f （珔x） ‖ ＝ ０｝ ． （８ ．１ ．１）

在约束最优化问题中 ，可以定义解集合为

Ω ＝ ｛珔x | 珔x为 K唱T 点｝ ， （８ ．１ ．２）

Ω ＝ ｛珔x | 珔x ∈ S ，f （珔x） ≤ b｝ ， （８ ．１ ．３）

其中 b是某个可接受的目标函数值 ．当然 ，还可以有其他定义方法 ．

8 ．1 ．3 　下降函数
每当谈到下降算法 ，总是与某个函数在迭代中函数值减小联系在一起的 ，因此需要给

出下降函数的概念 ．

定义 8 ．1 ．2 　设 Ω 炒 X 为解集合 ，A 为 X 上的一个算法 ，α（x）是定义在 X 上的连续
实函数 ，若满足下列条件 ：

　 　 （１）当 x 臭 Ω且 y ∈ A（x）时 ，α（y）＜ α（x） ；

　 　 （２）当 x ∈ Ω且 y ∈ A（x）时 ，α（y） ≤ α（x） ．
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则称 α是关于解集合 Ω 和算法 A 的下降函数 ．

对于具体的非线性规划问题 ，可以选择不同的函数作为下降函数 ．一般地 ，当我们求

解非线性规划问题

min 　 f （x）
s ．t ．　 x ∈ S

时 ，通常取 ‖ Δ f （x） ‖或 f （x）作为下降函数 ．

8 ．1 ．4 　闭映射
为了研究算法的收敛性 ，需要引入某些算法所具有的一种重要性质 ，这就是所谓的闭

性 ，其实质是点到点映射的连续性的推广 ．

在定义闭映射时 ，我们允许点到集的映射是将一个空间的点映射为另一个空间的

子集 ．

定义 8 ．1 ．3 　设 X和 Y 分别是空间R p和Rq中的非空闭集 ．A ：X → Y 为点到集映射 ．

如果

x（k） ∈ X ，　 x（k） → x ，

y（k） ∈ A（x（k） ） ，　 y（k） → y ，

蕴含 y ∈ A （x） ，则称映射 A在 x ∈ X处是闭的 ．

如果映射 A 在集合 Z 炒 X上每一点是闭的 ，则称 A在集合 Z上是闭的 ．

图 　 ８ ．１ ．２

按此定义 ，例 ８ ．１ ．１中所定义的算法映射在每一点 x ∈ R１都是闭的 ．

如果在例 ８ ．１ ．１中 ，定义算法为

B（x） ＝

１
２
（x ＋ ３） ，

１
３
（２ x ＋ ３） ， x ≥ ３ ，

１
３
（２ x ＋ １） ， x ＜ ３ ．

如图 ８ ．１ ．２所示 ．那么 ，B（x）在 x^ ＝ ３ 处非闭 ．理由很简单 ，如果取点列 x（k）
＝ ３ －

１
k ，显

然 ，当 k → ∞时 ，x（k）
→ x^ ＝ ３ ．但是 ，根据算法 B（x）的定义有

y（k）
＝

１
３

２ ３ －
１
k ＋ １ ＝

７
３

－
２
３k ．

当 k → ∞ 时 ，y（k）
→

７
３

臭 B（ x^） ＝ ｛３｝ ，根据闭映射的定义 ，

B（x）在 x^ ＝ ３处不是闭的 ．

算法映射是否具有闭性对计算结果有重要影响 ．在例

８ ．１ ．１中 ，由于算法 A 在每一点 x ∈ R１处是闭的 ，因此任取

初点时 ，算法产生的任何点列都收敛于解集合 Ω ＝ ｛１｝ ，而
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算法 B（x）则不然 ．对于算法 B（x） ，当初点 x（１）
∈ （ － ∞ ，３）时 ，算法产生的任何点列收敛

于解集合 Ω ＝ ｛１｝ ，当初点 x（１）
∈ ［３ ，∞ ）时 ，算法产生的任何点列收敛于 x^ ＝ ３ ，并不收敛于

解集合 Ω ．

8 ．1 ．5 　合成映射
定义 8 ．1 ．4 　设 X ，Y 和 Z分别是空间Rn

，Rp和Rq中的非空闭集 ．B ：X → Y 和C ：Y → Z

图 　 ８ ．１ ．３

为点到集映射 ．合成映射 A ＝ CB定义为
A（x） ＝ ∪

y ∈ B（x）
C（y） ． （８ ．１ ．４）

它是点到集映射 A ：X → Z ．

关于合成映射有如下定理 ．

定理 8 ．1 ．1 　设 B ：X → Y 和 C ：Y → Z是点到集
映射 ，B在点 x处是闭的 ，C在 B（x）上是闭的 ．再设

若 x（k） → x 且 y（k）
∈ B （x（k） ） ，则存在收敛子序列

｛y（k j ） ｝ 炒 ｛ y（k） ｝ ．那么 ，合成映射 A ＝ CB在 x 处是
闭的 ．

证明 　设

x（k） → x ，　 x（k） ∈ X ，

z（k） → z ，　 z（k） ∈ A （x（k） ） ， （８ ．１ ．５）

需要证明 z ∈ A（x） ．

根据合成映射 A ＝ CB的定义 ，对于每个 k ，存在 y（k） ∈ B（x（k） ） ，使得

z（k） ∈ C（y（k） ） ． （８ ．１ ．６）

　 　根据假设 ，存在收敛子序列｛y（k j ）｝ ，设

y（k j ） → y ， （８ ．１ ．７）

由于 B在 x处是闭的 ，因此必有

y ∈ B（x） ． （８ ．１ ．８）

由于 C在 B（x）上是闭的 ，自然在点 y是闭的 ．根据闭映射的定义 ，有

z（k j ） → z ∈ C（y） ． （８ ．１ ．９）

由于 C（y） 炒 CB（x）＝ A （x） ，因此由（８ ．１ ．９）式知

z ∈ A（x） ，

故 A 在 x处是闭的 ．

推论 1 　设 B ：X → Y 和 C ：Y → Z为点到集映射 ，B在 x ∈ X处是闭的 ，C在 B（x）上是
闭的 ，且 Y 是紧的 ，则合成映射 A ＝ CB在 x处是闭的 ．

推论显然成立 ．由于 Y 是紧的 ，｛y（k） ｝必存在收敛子序列 ．其中 y（k） ∈ B（x（k） ） ．
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推论 2 　设 B ：X → Y 是点到点映射 ，C ：Y → Z是点到集映射 ．如果 B在点 x连续 ，C
在 B（x）上是闭的 ，则合成映射 A ＝ CB在 x处是闭的 ．

这个推论也是显然的 ．由于 B在 x处连续 ，当 x（k） → x时 ，必有 y（k） → y且 y ＝ B（x） ．

8 ．2 　算法收敛问题
8 ．2 ．1 　收敛定理
　 　首先需要指出 ，所谈到的算法收敛性 ，当定义的解集合不是全局最优解集合时 ，是关

于解集合而不是全局最优解集合而言 ．具体说来 ，设 Ω为解集合 ，A ：X → X 是一个算法 ，

集合 Y 炒 X ，若以任一初点 x（１） ∈ Y 开始 ，算法产生的序列其任一收敛子序列的极限属于

Ω ，则称算法映射 A在 Y上收敛 ．

根据上述收敛性概念 ，在例 ８ ．１ ．１中 ，若令解集合 Ω为全局最优解的集合 ，则那里所

定义的算法 A 在（ － ∞ ，＋ ∞ ）上收敛 ．

定理 8 ．2 ．1 　 设 A 为 X 上的一个算法 ，Ω 为解集合 ，给定初点 x（１） ∈ X ，进行如下

迭代 ：

如果 x（k） ∈ Ω ，则停止迭代 ；否则 ，令 x（k ＋ １）
∈ A（x（k） ） ．

用 k ＋ １代替 k ，重复以上过程 ．这样 ，产生序列｛x（k） ｝ ．

　 　又设

（１）序列｛x（k）｝含于 X的紧子集中 ；

（２）存在一个连续函数 α ，它是关于 Ω和 A 的下降函数 ；

（３）映射 A 在 Ω 的补集上是闭的 ．

则序列｛x（k） ｝的任一收敛子序列的极限属于 Ω ．

证明 　先证对应序列｛x（k） ｝的下降函数值数列｛α（x（k） ）｝有极限 ．

设算法产生序列｛x（k） ｝ ，由于所有 x（k）含于 X的紧子集 ，因此存在收敛子序列｛x（k） ｝K ，

设其极限 x ∈ X ．由于 α连续 ，对于 k ∈ K ，有 α（x（k） ） → α（x） ，于是对任意小的 ε＞ ０存在 N ，

当 k ≥ N（k ∈ K）时 ，成立

α（x（k） ） － α（x） ＜ ε ． （８ ．２ ．１）

特别地 ，必有

α（x（N）
） － α（x） ＜ ε ． （８ ．２ ．２）

对于所有 k ＞ N（包括不属于 K 的 k） ，由于 α是下降函数 ，因此有

α（x（k） ） － α（x（N）
） ＜ ０ ． （８ ．２ ．３）

由（８ ．２ ．２）式和（８ ．２ ．３）式可以推出

α（x（k） ） － α（x） ＝ α（x（k） ） － α（x（N）
） ＋ α（x（N）

） － α（x） ＜ ０ ＋ ε ＝ ε ， （８ ．２ ．４）
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此式对所有 k ＞ N都成立 ．

另一方面 ，由 α是下降函数可知

α（x（k） ） － α（x） ≥ ０ ． （８ ．２ ．５）

由（８ ．２ ．４）式和（８ ．２ ．５）式得到

lim
k → ∞

α（x（k） ） ＝ α（x） ． （８ ．２ ．６）

　 　下面证明 x∈ Ω ．用反证法 ．

假设 x 臭 Ω ．考虑序列｛x（k ＋ １）
｝K （k ∈ K） ．由于这个序列含于紧集 ，因此存在收敛子序

列｛x（k ＋ １）
｝珡K （珡K 炒 K） ，设其极限为 珔x ∈ X ．用上面的方法可以证明

lim
k → ∞

α（x（k＋ １） ） ＝ α（珔x） ． （８ ．２ ．７）

根据极限的惟一性 ，由（８ ．２ ．６）式和（８ ．２ ．７）式知

α（珔x） ＝ α（x） ． （８ ．２ ．８）

　 　此外 ，由上述分析可知 ，珡K 炒 K ，对于 k ∈ 珡K ，有

x（k） → x ，

x（k ＋ １） → 珔x ，　 x（k ＋ １） ∈ A（x（k） ） ．

由于算法 A 在 Ω 的补集上是闭的 ，x 臭 Ω ，因此 A 在 x处是闭的 ，这样便有

珔x ∈ A（x） ．

由于 α是关于 Ω 和 A 的下降函数 ，x 臭 Ω ，则必有

α（珔x） ＜ α（x） ， （８ ．２ ．９）

这个结果与（８ ．２ ．８）式矛盾 ．所以 x ∈ Ω ．

收敛定理中的三个条件缺一不可 ，尤其是第 ３个条件 ，要求算法在解集合的补集上是

闭的 ，显得特别重要 ，许多算法失效 ，往往归因于这个条件不满足 ．

8 ．2 ．2 　实用收敛准则
运用迭代下降算法 ，当 x（k） ∈ Ω时才终止迭代 ．实践中 ，在许多情形下 ，这是一个取极

限的过程 ，需要无限次迭代 ．因此 ，为解决实际问题 ，需要规定一些实用的终止迭代过程的

准则 ，一般称为收敛准则 ，或称停步准则 ，以便迭代进展到一定程度时停止计算 ．

常用的收敛准则有以下几种 ：

（１）当自变量的改变量充分小时 ，即

‖ x（k ＋ １） － x（k） ‖ ＜ ε （８ ．２ ．１０）

或者

‖ x（k ＋ １） － x（k） ‖
‖ x（k） ‖ ＜ ε （８ ．２ ．１１）

时 ，停止计算 ．
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（２）当函数值的下降量充分小时 ，即

f （x（k） ） － f （x（k＋ １） ） ＜ ε （８ ．２ ．１２）

或者

f （x（k） ） － f （x（k＋ １） ）
| f （x（k） ） | ＜ ε （８ ．２ ．１３）

时 ，停止计算 ．

（３）在无约束最优化中 ，当梯度充分接近零时 ，即

‖ Δ f （x（k） ） ‖ ＜ ε （８ ．２ ．１４）

时 ，停止计算 ．

在以上各式中 ，ε为事先给定的充分小的正数 ．除此以外 ，还可以根据收敛定理 ，参照

上述收敛准则 ，规定出其他的收敛准则 ．

8 ．2 ．3 　收敛速率
评价算法优劣的标准之一 ，是收敛得快慢 ，通常称为收敛速率 ，一般定义如下 ．

定义 8 ．2 ．1 　设序列｛γ
（k）
｝收敛于γ

倡
，定义满足

０ ≤ lim
k → ∞

‖ γ
（k＋ １）

－ γ
倡
‖

‖ γ
（k）

－ γ
倡
‖

p ＝ β ＜ ∞ （８ ．２ ．１５）

的非负数 p的上确界为序列｛γ
（k）
｝的收敛级 ．

若序列的收敛级为 p ，就称序列是 p级收敛的 ．

若在定义式中 ，p ＝ １且 β＜ １ ，则称序列是以收敛比β线性收敛的 ．

若在定义式中 ，p ＞ １ ，或者 p ＝ １且 β＝ ０ ，则称序列是超线性收敛的 ．

例 8 ．2 ．1 　考虑序列
｛ak

｝ ，　 ０ ＜ a ＜ １ ．

由于 ak
→ ０以及

lim
k → ∞

ak ＋ １

ak ＝ a ＜ １ ，

因此 ，序列｛ak
｝以收敛比 a线性收敛于零 ．

例 8 ．2 ．2 　考虑序列
｛a２

k
｝ ，　 ０ ＜ | a | ＜ １ ．

显然 a２
k
→ ０ ．由于

lim
k → ０

a２
k＋ １

［a２
k
］
２
＝ １ ，

因此 ，序列｛a２
k
｝是 ２级收敛的 ．

收敛序列的收敛级取决于当 k → ∞时该序列所具有的性质 ，它反映了序列收敛的快

慢 ．在某种意义上讲 ，收敛级 p越大 ，序列收敛得越快 ．当收敛级 p相同时 ，收敛比 β越小 ，

252 倡 第 ８章 　算 　 　法



序列收敛得越快 ．

习 　 　题

１ ．定义算法映射如下 ：

A（x） ＝

３
２

＋
１
４

x ，１ ＋
１
２

x ，　 x ≥ ２

１
２
（x ＋ １） ，　 x ＜ ２ ．

证明 A 在 x ＝ ２处不是闭的 ．

２ ．在集合 X ＝ ［０ ，１］上定义算法映射

A（x） ＝
［０ ，x） ，　 ０ ＜ x ≤ １

０ ，　 x ＝ ０ ．

讨论在以下各点处 A 是否为闭的 ：

x（１）
＝ ０ ，　 x（２）

＝
１
２

．

　 　 ３ ．求以下各序列的收敛级 ：

（１） γk ＝
１
k ；　 　 　 　 　 　 　 　 （２） γk ＝

１
k

k

．
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第 9章 　一 维 搜 索

从本章开始研究非线性规划的具体算法 ．这一章讨论一维搜索 ，它是后面各章将要介

绍的各种计算过程的重要组成部分 ．在实际应用中 ，一维搜索不仅需要大量机时 ，而且它

的选择是否恰当对一些算法的计算效果有重要影响 ．

9 ．1 　一维搜索概念
9 ．1 ．1 　什么是一维搜索
　 　在许多迭代下降算法中 ，具有一个共同点 ，这就是得到点 x（k）后 ，需要按某种规则确

定一个方向 d（k） ，再从 x（k）出发 ，沿方向 d（k）在直线（或射线）上求目标函数的极小点 ，从而

得到 x（k）的后继点 x（k ＋ １）
．重复以上做法 ，直至求得问题的解 ．这里所谓求目标函数在直线

上的极小点 ，称为一维搜索 ，或称为线搜索 ．

一维搜索可归结为单变量函数的极小化问题 ．设目标函数为 f （x） ，过点 x（k）沿方向
d（k）的直线可用点集来表示 ，记作

L ＝ ｛x | x ＝ x（k） ＋ λd（k）
，－ ∞ ＜ λ ＜ ∞ ｝ ， （９ ．１ ．１）

求 f （x）在直线 L上的极小点转化为求一元函数
φ（λ） ＝ f （x（k） ＋ λd（k）

） （９ ．１ ．２）

的极小点 ．

如果 φ（λ）的极小点为 λk ，通常称 λk 为沿方向 d（k）的步长因子 ，或简称为步长 ，那么函

数 f （x）在直线 L上的极小点就是
x（k ＋ １） ＝ x（k） ＋ λkd（k）

． （９ ．１ ．３）

　 　一维搜索的方法很多 ，归纳起来 ，大体可分成两类 ：

一类是试探法 ．采用这类方法 ，需要按某种方式找试探点 ，通过一系列试探点来确定

极小点 ．

另一类是函数逼近法 ，或称插值法 ．这类方法是用某种较简单的曲线逼近本来的函数

曲线 ，通过求逼近函数的极小点来估计目标函数的极小点 ．

这两类方法一般只能求得极小点的近似值 ．

在一维搜索中 ，可能出现这样情形 ：在直线上存在多个极小点 ．这时可采取不同策略 ．

可以选择第一个极小点 ，也可以从中选择最小点 ，甚至还可以从这若干个极小点中任意选



择一个 ，只要这点的函数值不超过在点 x（k）的目标函数值即可 ．关于这个问题的详细讨论

可参见文献［１９］ ．

9 ．1 ．2 　一维搜索算法的闭性
一维搜索是许多非线性规划算法的重要组成部分 ，为了便于以后研究一些算法的收

敛性 ，下面证明一维搜索算法的闭性 ．

假设一维搜索是以 x为起点 ，沿方向为 d的射线进行的 ，并定义为算法映射 M ．

定义 9 ．1 ．1 　算法映射 M ：Rn
× Rn

→ Rn定义为

M（x ，d） ＝ ｛y | y ＝ x ＋ 珔λd ，珔λ满足 f （x ＋ 珔λd） ＝ min
０ ≤ λ＜ ∞

f （x ＋ λd）｝ ． （９ ．１ ．４）

　 　在上述定义中 ，假设函数 f 在射线上存在极小点 ．根据这个定义 ，每给定一个点 x和
一个方向 d ≠ 0 ，就确定一个在射线上的极小点集合 M（x ，d） ．

定理 9 ．1 ．1 　设 f 是定义在Rn上的连续函数 ，d ≠ 0 ，则（９ ．１ ．４）式定义的算法映射 M
在（x ，d）处是闭的 ．

证明 　设｛x（k）｝和｛d（k）｝是两个序列 ，且

（x（k） ，d（k） ） → （x ，d） ，

y（k） → y ，　 　 y（k） ∈ M（x（k） ，d（k） ） ．

这里要证明 y ∈ M（x ，d） ．

首先注意到 ，对每个 k ，存在 λk ≥ ０ ，使

y（k） ＝ x（k） ＋ λkd（k）
， （９ ．１ ．５）

由于 d ≠ 0 ，则当 k充分大时 ，必有 d（k） ≠ 0 ．这样 ，由（９ ．１ ．５）式可推得

λk ＝
‖ y（k） － x（k） ‖

‖ d（k） ‖ ． （９ ．１ ．６）

令 k → ∞ ，则

λk → 珔λ ＝
‖ y － x ‖
‖ d‖ ， （９ ．１ ．７）

在（９ ．１ ．５）式中 ，令 k → ∞ ，并注意到（９ ．１ ．７）式 ，得到

y ＝ x ＋ 珔λd ． （９ ．１ ．８）

根据 M的定义 ，对每个 k及 λ ∈ ［０ ， ＋ ∞ ） ，有

f （y（k） ） ≤ f （x（k） ＋ λd（k）
） ， （９ ．１ ．９）

由于 f 连续 ，令 k → ∞ ，则由（９ ．１ ．９）式推出

f （y） ≤ f （x ＋ λd） ，

因此

f （x ＋ 珔λd） ＝ min
０ ≤ λ＜ ∞

f （x ＋ λd） ．

由此可知

552９ ．１ 　一维搜索概念



y ∈ M（x ，d） ．

　 　在上述定理中 ，方向 d应是非零向量 ，否则会出现算法 M非闭的情形 ．

9 ．2 　试 　探 　法

9 ．2 ．1 　 0 ．618法
　 　 ０ ．６１８法（黄金分割法）适用于单峰函数 ，为阐述 ０ ．６１８法的原理 ，需要引入单峰函数

的概念 ．

定义 9 ．2 ．1 　设 f 是定义在闭区间［a ，b］上的一元实函数 ，珚x是 f 在［a ，b］上的极小
点 ，并且对任意的 x（１）

，x（２）
∈ ［a ，b］ ， x（１） ＜ x（２）

，有当 x（２）
≤ 珚x 时 ，f （x（１）

） ＞ f （x（２） ） ，当

图 　 ９ ．２ ．１

珚x ≤ x（１）时 ，f （x（２）
） ＞ f （x（１）

） ，则称 f 是在闭区间［a ，b］上
的单峰函数 ．

单峰函数的例子如图 ９ ．２ ．１所示 ．

单峰函数具有一个很有用的性质 ：通过计算区间

［a ，b］内两个不同点处的函数值 ，就能确定一个包含极小

点的子区间 ．

定理 9 ．2 ．1 　设 f 是区间［a ，b］上的单峰函数 ，x（１）
，

x（２）
∈ ［a ，b］ ，且 x（１）

＜ x（２）
．如果 f （x（１）

） ＞ f （x（２）
） ，则对每一个 x ∈ ［a ，x（１）

］ ，有 f （x）＞
f （x（２）

） ；如果 f （x（１）
） ≤ f （x（２）

） ，则对每一个 x ∈ ［x（２） ，b］ ，有 f （x） ≥ f （x（１）
） ．

证明 　先证前一种情形 ，用反证法 ．假设当 f （x（１）
） ＞ f （x（２）

）时 ，存在点 x^ ∈ ［a ，
x（１）

］ ，使得

f （x^） ≤ f （x（２）
） ． （９ ．２ ．１）

显然 x（１）不是极小点 ．这时有两种可能性 ，或者极小点 珚x ∈ ［a ，x（１）
） ，或者 珚x ∈ （x（１）

，b］ ．当

珚x ∈ ［a ，x（１）
）时 ，根据单峰函数的定义 ，有

f （x（２）
） ＞ f （x（１）

） ， （９ ．２ ．２）

这与假设矛盾 ．当 珚x ∈ （x（１）
，b］时 ，应有

f （x^） ＞ f （x（１）
） ， （９ ．２ ．３）

由于假设 f （x（１）
） ＞ f （x（２）

） ，因此 （９ ．２ ．３）式与假设 （９ ．２ ．１）式相矛盾 ．由此可知 ，当

f （x（１）
） ＞ f （x（２）

）时 ，对每一个 x ∈ ［a ，x（１）
］ ，必有

f （x） ＞ f （x（２）
） ．

　 　同理可证后一种情形 ．

根据上述定理 ，只需选择两个试探点 ，就可将包含极小点的区间缩短 ．事实上 ，必有

如果 f （x（１） ） ＞ f （x（２）
） ，则 珚x ∈ ［x（１）

，b］ ；
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如果 f （x（１） ） ≤ f （x（２）
） ，则 珚x ∈ ［a ，x（２）

］ ．

０ ．６１８法的基本思想是 ，根据上述定理 ，通过取试探点使包含极小点的区间（不确定

区间）不断缩短 ，当区间长度小到一定程度时 ，区间上各点的函数值均接近极小值 ，因此任

意一点都可作为极小点的近似 ．

下面推导 ０ ．６１８法的计算公式 ．

设 f （x）在［a１ ， b１ ］上单峰 ，极小点 珚x ∈ ［a１ ， b１ ］ ，又设进行第 k次迭代时 ，有 珚x ∈

［ak ，bk ］ ．为缩短包含极小点 珚x的区间 ，取两个试探点 λk ，μk ∈ ［ak ，bk ］ ，并规定 λk ＜ μk ．计

算函数值 f （λk ）和 f （μk ） ．

分两种情形 ：

（１）若 f （λk ） ＞ f （μk ） ，根据定理 ９ ．２ ．１ ，有 珚x ∈ ［λk ，bk ］ ，因此令

ak＋ １ ＝ λk ，　 bk＋ １ ＝ bk ，
参见图 ９ ．２ ．２ ．

（２）若 f （λk ） ≤ f （μk ） ，根据定理 ９ ．２ ．１ ，则有 珚x ∈ ［ak ，μk ］ ，因此令

ak＋ １ ＝ ak ，　 bk＋ １ ＝ μk ，

参见图 ９ ．２ ．３ ．

图 　 ９  ．２ ．２ 图 　 ９ 妹．２ ．３

　 　现在确定 λk 和 μk ，使它们满足两个条件 ：

（１） λk 和 μk 在［ak ，bk ］中的位置是对称的 ，即到子区间［ak ，bk ］的端点是等距的 ；

（２）每次迭代区间长度缩短比率相同 ．

这两个条件即为

bk － λk ＝ μk － ak ， （９ ．２ ．４）

bk＋ １ － ak＋ １ ＝ α（bk － ak ） ． （９ ．２ ．５）

　 　由（９ ．２ ．４）式和（９ ．２ ．５）式得出计算公式 ：

λk ＝ ak ＋ （１ － α）（bk － ak ） ， （９ ．２ ．６）

μk ＝ ak ＋ α（bk － ak ） ． （９ ．２ ．７）

　 　由此会看到 ，在上述规定下 ，当 α取某个数值时 ，每次迭代（第一次迭代除外）只需再

选择一个试探点 ，从而节省了计算量 ．

752９ ．２ 　试 　探 　法



设在第 k次迭代得出
f （λk ） ≤ f （μk ） ，

经迭代得到的包含极小点的区间

［ak＋ １ ，bk＋ １ ］ ＝ ［ak ，μk ］ ．

为进一步缩短此区间 ，需要取试探点 λk ＋ １和 μk ＋ １ ．根据（９ ．２ ．７）式 ，必有

μk＋ １ ＝ ak＋ １ ＋ α（bk＋ １ － ak＋ １ ） ＝ ak ＋ α（μk － ak ） ＝ ak ＋ α
２
（bk － ak ） ． （９ ．２ ．８）

若令 α
２
＝ １ － α ，则由（９ ．２ ．８）式和（９ ．２ ．６）式即知 μk ＋ １ ＝ λk ，因此 μk ＋ １不必重新计算 ，只要

选取上一次迭代中的试探点 λk 即可 ．

解方程

α
２
＝ １ － α ，

得到

α ＝
－ １ ± ５

２
，

由于 α＞ ０ ，因此取

α ＝
５ － １
２

≈ ０ ．６１８ ． （９ ．２ ．９）

　 　当 f （λk ）＞ f （μk ）时 ，用类似方法 ，可以推出同样结论 ，即 α＝ ０ ．６１８ ．此时取 λk ＋ １ ＝ μk ，

不必重新计算 λk ＋ １ ．

把（９ ．２ ．９）式代入（９ ．２ ．６）式和（９ ．２ ．７）式 ，得到 ０ ．６１８法计算试探点的公式 ：

λk ＝ ak ＋ ０ ．３８２（bk － ak ） ， （９ ．２ ．１０）

μk ＝ ak ＋ ０ ．６１８（bk － ak ） ． （９ ．２ ．１１）

　 　综上所述 ，运用 ０ ．６１８法 ，初始搜索区间记作［a１ ，b１ ］ ，第 １次迭代取两个试探点 λ１

和 μ１ ，以后每次迭代中 ，只需按照公式（９ ．２ ．１０）式或（９ ．２ ．１１）式新计算一点 ．详细计算步

骤如下 ：

（１）置初始区间［a１ ，b１ ］及精度要求 L ＞ ０ ，计算试探点 λ１ 和 μ１ ，计算函数值 f （λ１ ）和
f （μ１ ） ．计算公式是

λ１ ＝ a１ ＋ ０ ．３８２（b１ － a１ ） ，　 μ１ ＝ a１ ＋ ０ ．６１８（b１ － a１ ） ．

令 k ＝ １ ．

（２）若 bk － ak ＜ L ，则停止计算 ．否则 ，当 f （λk ） ＞ f （μk ）时 ，转步骤（３） ；当 f （λk ） ≤
f （μk ）时 ，转步骤（４） ．

（３）置 ak ＋ １ ＝ λk ，bk ＋ １ ＝ bk ，λk ＋ １ ＝ μk ，

μk＋ １ ＝ ak＋ １ ＋ ０ ．６１８（bk＋ １ － ak＋ １ ） ，

计算函数值 f （μk ＋ １ ） ，转步骤（５） ．

（４）置 ak ＋ １ ＝ ak ，bk ＋ １ ＝ μk ，μk ＋ １ ＝ λk ，
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λk＋ １ ＝ ak＋ １ ＋ ０ ．３８２（bk＋ １ － ak＋ １ ） ，

计算函数值 f （λk ＋ １ ） ，转步骤（５） ．

（５）置 k ∶＝ k ＋ １ ，返回步骤（２） ．

例 9 ．2 ．1 　用 ０ ．６１８法解下列问题 ：

min 　 f （x）
def

２ x２ － x － １ ，

初始区间［a１ ，b１ ］ ＝ ［ － １ ，１］ ，精度 L ≤ ０ ．１６ ．

计算结果如表 ９ ．２ ．１所示 ：

表 　 9 ．2 ．1

k ak bk λk μk f（λk ） f （μk ）

１ |－ １ 　 　 １ 　 　 － ０  ．２３６ ０ L．２３６ － ０ 鬃．６５３ － １ :．１２５

２ |－ ０ e．２３６ １ 　 　 ０  ．２３６ ０ L．５２８ － １ 鬃．１２５ － ０ :．９７０

３ |－ ０ e．２３６ ０ 摀．５２８ ０  ．０５６ ０ L．２３６ － １ 鬃．０５０ － １ :．１２５

４ |０ e．０５６ ０ 摀．５２８ ０  ．２３６ ０ L．３４８ － １ 鬃．１２５ － １ :．１０６

５ |０ e．０５６ ０ 摀．３４８ ０  ．１６８ ０ L．２３６ － １ 鬃．１１２ － １ :．１２５

６ |０ e．１６８ ０ 摀．３４８ ０  ．２３６ ０ L．２７９ － １ 鬃．１２５ － １ :．１２３

７ |０ e．１６８ ０ 摀．２７９

　 　经 ６次迭代达到

b７ － a７ ＝ ０ ．１１１ ＜ ０ ．１６ ，

满足精度要求 ，极小点

珚x ∈ ［０ ．１６８ ，０ ．２７９］ ．

　 　实际上 ，问题的最优解 x 倡
＝ ０ ．２５ ．可取

珚x ＝
１
２
（０ ．１６８ ＋ ０ ．２７９） ≈ ０ ．２３

作为近似解 ．

前面已经指出 ，０ ．６１８法适用于单峰函数 ．但是 ，在实际问题中 ，目标函数在其定义域

内不一定是单峰的 ，因此需要先确定单峰区间 ，然后再使用 ０ ．６１８法的计算公式 ．在现有

的 ０ ．６１８法的程序中 ，一般具有这种功能 ．

9 ．2 ．2 　 Fibonacci法
这种方法与 ０ ．６１８法类似 ，也是用于单峰函数 ，在计算过程中 ，也是第 １次迭代需要

计算两个试探点 ，以后每次迭代只需新算一点 ，另一点取自上次迭代 ．Fibonacci 法与
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０ ．６１８法的主要区别之一在于区间长度缩短比率不是常数 ，而是由所谓的 Fibonacci数
确定 ．

定义 9 ．2 ．2 　设有数列｛Fk｝ ，满足条件 ：

（１） F０ ＝ F１ ＝ １ ；

（２） Fk ＋ １ ＝ Fk ＋ Fk － １ （k ＝ １ ，２ ，⋯ ） ．

则称｛Fk｝为 Fibonacci数列 ．

根据定义 ９ ．２ ．２ ，可将 Fibonacci数列表如表 ９ ．２ ．２所示 ．

表 　 9 ．2 ．2

k ０  １  ２ 5３ L４ c５ z６ 憫７ è８ 靠９ 种１０  ⋯

Fk １  １  ２ 5３ L５ c８ z１３ è２１ 靠３４ 种５５ 眄８９  ⋯

　 　 Fibonacci法在迭代中计算试探点的公式 ：

λk ＝ ak ＋ Fn－ k－１

Fn－ k＋ １
（bk － ak ） ，　 　 k ＝ １ ， ⋯ ，n － １ ， （９ ．２ ．１２）

μk ＝ ak ＋ Fn－ k

Fn－ k＋ １
（bk － ak ） ，　 　 k ＝ １ ， ⋯ ，n － １ ， （９ ．２ ．１３）

其中 n是计算函数值的次数（不包括初始区间端点的计算） ，需要事先给定 ．关于确定 n
的方法 ，将在后面给出 ．需要事先知道计算函数值的次数 ，这是 Fibonacci 法的一个
特点 ．

容易验证 ，利用（９ ．２ ．１２）式和（９ ．２ ．１３）式计算试探点时 ，第 k次迭代区间长度的缩短
比率恰为 Fn － k ／Fn － k ＋ １ ．

设在第 k次迭代前 ，不确定区间为［ak ，bk ］ ．在进行第 k次迭代时 ，取试探点

λk ，μk ∈ ［ak ，bk ］ ，　 　 λk ＜ μk ．

分别考虑下列两种可能的情形 ：

（１） f （λk ）＞ f （μk ） ．这时 ，令

ak＋ １ ＝ λk ，　 bk＋ １ ＝ bk ．
　 　 （２） f （λk ） ≤ f （μk ） ．这时 ，令

ak＋ １ ＝ ak ，　 bk＋ １ ＝ μk ．

　 　第一种情形 ，有

bk＋ １ － ak＋ １ ＝ bk － λk ＝ bk － ak ＋ Fn － k －１

Fn － k＋ １
（bk － ak ）

＝ １ －
Fn － k－１

Fn － k＋ １
（bk － ak ） ＝

Fn － k

Fn － k＋ １
（bk － ak ） ． （９ ．２ ．１４）

　 　第二种情形 ，有
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bk＋ １ － ak＋ １ ＝ μk － ak ＝ ak ＋ Fn － k

Fn － k＋ １
（bk － ak ） － ak

＝
Fn － k

Fn － k＋ １
（bk － ak ） ． （９ ．２ ．１５）

　 　 （９ ．２ ．１４）式和（９ ．２ ．１５）式表明 ，不论属于哪种情形 ，迭代后的区间长度与迭代前的区

间长度之比均为 Fn － k ／Fn － k ＋ １ ．

利用上述比值 ，可以计算出经 n － １次迭代（k ＝ n － １）所得到的区间长度 ．

bn － an ＝
F１

F２

（bn －１ － an －１ ） ＝
F１

F２

·
F２

F３

· ⋯ ·
Fn －１

Fn
（b１ － a１ ）

＝
１
Fn
（b１ － a１ ） ． （９ ．２ ．１６）

　 　由此可知 ，只要给定初始区间长度 b１ － a１ 及精度要求（最终区间长度）L ，就可以求出

计算函数值的次数 n（不包括初始区间端点函数值的计算） ．令

bn － an ≤ L ，

即

１
Fn

（b１ － a１ ） ≤ L ，

由此推出

Fn ≥
b１ － a１

L ． （９ ．２ ．１７）

先由（９ ．２ ．１７）式求出 Fibonacci数 Fn ，再根据 Fn 确定计算函数值的次数 n ．

运用 Fibonacci法时 ，应注意下列问题 ：

由于第 １次迭代计算两个试探点 ，以后每次计算一个 ，这样经过 n － １次迭代就计算
完 n个试探点 ．但是 ，在第 n － １ 次迭代中并没有选择新的试探点 ．根据（９ ．２ ．１２）式和

（９ ．２ ．１３）式 ，必有

λn －１ ＝ μn －１ ＝
１
２
（an －１ ＋ bn －１ ） ．

而 λn － １和 μn － １中的一个取自第 n － ２次迭代中的试探点 ．为了在第 n － １次迭代中能够缩
短不确定区间 ，可在第 n － ２次迭代之后 ，这时已确定出 λn － １ ＝ μn － １ ，在 λn － １的右边或左边

取一点 ，令

λn ＝ λn－１ ，　 μn ＝ λn－１ ＋ δ ，

其中辨别常数 δ＞ ０ ．

Fibonacci法计算步骤如下 ：

（１）给定初始区间［a１ ，b１ ］和最终区间长度 L ．求计算函数值的次数 n ，使

Fn ≥ （b１ － a１ ）／L ，
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置辨别常数 δ＞ ０ ．计算试探点 λ１ 和 μ１ ，

λ１ ＝ a１ ＋
Fn－２

Fn
（b１ － a１ ） ，　 μ１ ＝ a１ ＋

Fn－１

Fn
（b１ － a１ ） ．

计算函数值 f （λ１ ）和 f （μ１ ） ．置 k ＝ １ ．

（２）若 f （λk ） ＞ f （μk ） ，则转步骤（３） ；若 f （λk ） ≤ f （μ） ，则转步骤（４） ．

（３）令 ak ＋ １ ＝ λk ，bk ＋ １ ＝ bk ，λk ＋ １ ＝ μk ，计算试探点 μk ＋ １ ，

μk＋ １ ＝ ak＋ １ ＋
Fn－ k－１

Fn－ k
（bk＋ １ － ak＋ １ ） ．

若 k ＝ n － ２ ，则转步骤（６） ；否则 ，计算函数值 f （μk ＋ １ ） ，转步骤（５） ．

（４）令 ak ＋ １ ＝ ak ，bk ＋ １ ＝ μk ，μk ＋ １ ＝ λk 计算 λk ＋ １ ，

λk＋ １ ＝ ak＋ １ ＋
Fn－ k －２

Fn－ k
（bk＋ １ － ak＋ １ ） ．

若 k ＝ n － ２ ，则转步骤（６） ；否则 ，计算 f （λk ＋ １ ） ，转步骤（５） ．

（５）置 k ∶＝ k ＋ １ ，转步骤（２） ．

（６）令 λn ＝ λn － １ ，μn ＝ λn － １ ＋ δ ，计算 f （λn ）和 f （μn ） ．

若 f （λn）＞ f （μn ） ，则令

an ＝ λn ，　 bn ＝ bn－１ ．

　 　若 f （λn） ≤ f （μn ） ，则令

an ＝ an－１ ，　 bn ＝ λn ．

　 　停止计算 ，极小点含于［an ，bn ］ ．

例 9 ．2 ．2 　用 Fibonacci法求解例 ９ ．２ ．１

解 　初始区间仍取［ － １ ，１］ ，要求最终区间长度 L ≤ ０ ．１６ ．辨别常数 δ＝ ０ ．０１ ．

由于

Fn ≥
b１ － a１

L ＝ １２ ．５ ，

因此取 n＝ ６ ．

计算结果如表 ９ ．２ ．３所示 ，其中 μ６ ＝ λ５ ＋ δ＝ ０ ．２３０７７ ＋ ０ ．０１ ＝ ０ ．２４０７７ ，极小点 珚x ∈
［０ ．２３０７７ ，０ ．３８４６１］ ．

表 　 9 ．2 ．3

k ak bk λk μk f（λk ） f （μk ）

１ |－ １ 　 　 　 １ 　 　 　 － ０ 痧．２３０７７ ０  ．２３０７７ － ０ ┅．６６２７２ － １  ．１２４２６

２ |－ ０ 7．２３０７７ １ 　 　 　 ０ 痧．２３０７７ ０  ．５３８４６ － １ ┅．１２４２６ － ０  ．９５８５８

３ |－ ０ 7．２３０７７ ０ e．５３８４６ ０ 痧．０７６９２ ０  ．２３０７７ － １ ┅．０６５０９ － １  ．１２４２６
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续表

k ak bk λk μk f（λk ） f （μk ）

４ |０  ．０７６９２ ０ e．５３８４６ ０ 侣．２３０７７ ０  ．３８４６１ － １ ┅．１２４２６ － １  ．０８８７６

５ |０  ．０７６９２ ０ e．３８４６１ ０ 侣．２３０７７ ０  ．２３０７７ － １ ┅．１２４２６ － １  ．１２４２６

６ |０  ．２３０７７ ０ e．３８４６１ ０ 侣．２３０７７ ０  ．２４０７７ － １ ┅．１２４２６ － １  ．１２４８３

9 ．2 ．3 　 Fibonacci法与 0 ．618法的关系
这两种方法存在内在联系 ，０ ．６１８法可以作为 Fibonacci法的极限形式 ．

Fibonacci数的递推关系是
Fk＋ １ ＝ Fk ＋ Fk－１ ， （９ ．２ ．１８）

它的特征方程为

τ
２
－ τ － １ ＝ ０ ， （９ ．２ ．１９）

得到两个根

τ１ ＝
１ ＋ ５

２
，　 τ２ ＝

１ － ５
２

．

满足递推关系（９ ．２ ．１８）的一般解是

Fk ＝ c１ τk１ ＋ c２ τk２ ． （９ ．２ ．２０）

由条件 F０ ＝ F１ ＝ １ ，可以推出

c１ ＝
１ ＋ ５

２ ５
，　 c２ ＝

５ － １

２ ５
，

代入（９ ．２ ．２０）式 ，则

Fk ＝
１

５

１ ＋ ５
２

k＋ １

－ １ － ５
２

k＋ １

． （９ ．２ ．２１）

于是有

lim
n → ∞

Fn－１

Fn
＝ lim

n → ∞

c１ τn－１１ ＋ c２ τn－１２

c１ τn１ ＋ c２ τn２ ＝
１
τ１

≈ ０ ．６１８ ，

这个极限值正是 ０ ．６１８法中的参数 α ．

从理论上讲 ，Fibonacci法的精度高于 ０ ．６１８法 ．作为一种说明 ，我们把两种方法得到

的最终区间的长度加以比较 ．设计算函数值的次数均为 n ，即都进行 n － １次迭代 ．初始区

间都是［a１ ，b１ ］ ．

用 ０ ．６１８法 ，最终区间长度为

dG ＝ bn － an ＝ α
n－１

（b１ － a１ ） ． （９ ．２ ．２２）
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　 　用 Fibonacci法时 ，根据（９ ．２ ．１６）式 ，最终区间长度是

dF ＝ bn － an ＝
１
Fn

（b１ － a１ ） ． （９ ．２ ．２３）

　 　由（９ ．２ ．２２）式和（９ ．２ ．２３）式可知

dG
dF ＝ α

n－１ Fn ＝
１

τ
n－１
１

·
１

５
τ
n＋ １
１ － －

１
τ１

n＋ １

．

　 　当 n冲 １时 ，由于

τ１ ＝
１ ＋ ５

２
≈ １ ．６１８ ＞ １ ，

因此 ，上式括号内第二项可以忽略 ．这样 ，有

dG
dF ≈

τ
２
１

５
＝

３ ５ ＋ ５
１０

≈ １ ．１７ ．

由此可知 ，用 ０ ．６１８法得到的最终区间大约比使用 Fibonacci 法长 １７％ ．例 ９ ．２ ．１ 和例

９ ．２ ．２的计算结果也正是这样 ，经 ６次迭代 ，得到

dG ＝ ０ ．３４８ － ０ ．１６８ ＝ ０ ．１８ ，

dF ＝ ０ ．３８４６１ － ０ ．２３０７７ ＝ ０ ．１５３８４ ，

dG
dF ＝

０ ．１８
０ ．１５３８４

≈ １ ．１７ ．

　 　 Fibonacci法的缺点是要事先知道计算函数值的次数 ．

比较起来 ，０ ．６１８法更简单 ，它不需要事先知道计算次数 ，而且收敛速率与 Fibonacci
法比较接近 ，当 n≥ ７时 ，

Fn－１ ／Fn ≈ ０ ．６１８ ，

因此 ，在解决实际问题时 ，一般采用 ０ ．６１８法 ．

9 ．2 ．4 　进退法
前面介绍的方法 ，都需要事先给定一个包含极小点的区间 ，有些别的算法也有此要

求 ．为了解决这个问题 ，我们简要介绍进退法 ．

进退法也是一种试探法 ，思路极为简单 ，就是从一点出发 ，按一定的步长 ，试图确定出

函数值呈现“高唱低唱高”的三点 ．一个方向不成功 ，就退回来 ，再沿相反方向寻找 ．

下面给出进退法的计算步骤 ：

（１）给定初点 x（０） ∈ R１
，初始步长 h０ ＞ ０ ，置 h＝ h０ ，x（１） ＝ x（０） ，计算 f（x（１） ） ，并置 k＝ ０ ．

（２）令 x（４）
＝ x（１）

＋ h ，计算 f （x（４）
） ，置 k ∶＝ k ＋ １ ．

（３）若 f （x（４） ） ＜ f （x（１）
） ，则转步骤（４） ；否则 ，转步骤（５） ．

（４）令 x（２） ＝ x（１） ，x（１） ＝ x（４） ， f（x（２） ）＝ f（x（１） ） ， f（x（１） ）＝ f（x（４） ） ，置 h∶＝ ２h ，转步骤（２） ．
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（５）若 k ＝ １ ，则转步骤（６） ；否则 ，转步骤（７） ．

（６）置 h ∶＝ － h ，x（２）
＝ x（４）

， f （x（２）
） ＝ f （x（４）

） ，转步骤（２） ．

（７）令 x（３）
＝ x（２）

，x（２）
＝ x（１） ，x（１）

＝ x（４）
，停止计算 ．

这样 ，得到含有极小点的区间［x（１）
，x（３） ］或者［x（３）

，x（１）
］ ．

实际应用中 ，要注意选择步长 h０ ．如果 h０ 取得太小 ，则迭代进展比较慢 ；如果 h０ 取得
太大 ，则难以确定单峰区间 ．为了获得合适的 h０ ，有时需要做多次试探才能成功 ．

除以上介绍的试探法外 ，还有一些其他试探方法 ，比如平分法及其改进方法 ，这里不

再介绍 ，可参见文献［２０ ，２４］ ．

9 ．3 　函数逼近法
9 ．3 ．1 　牛顿法
　 　牛顿法的基本思想是 ，在极小点附近用二阶 Taylor多项式近似目标函数 f （x） ，进而

求出极小点的估计值 ．

考虑问题

min 　 f （x） ，　 x ∈ R１
． （９ ．３ ．１）

令

φ（x） ＝ f （x（k）
） ＋ f′（x（k）

）（x － x（k）
） ＋

１
２
f″（x（k）

）（x － x（k）
）
２
，

又令

φ′（x） ＝ f′（x（k）
） ＋ f″（x（k）

）（x － x（k） ） ＝ ０ ，

得到 φ（x）的驻点 ，记作 x（k ＋ １）
，则

x（k＋ １）
＝ x（k）

－
f′（x（k）

）

f″（x（k）
）
． （９ ．３ ．２）

　 　在点 x（k）附近 ，f （x） ≈ φ（x） ，因此可用函数 φ（x）的极小点作为目标函数 f （x）的极小
点的估计 ．如果 x（k）是 f （x）的极小点的一个估计 ，那么利用（９ ．３ ．２）式可以得到极小点的

一个进一步的估计 ．这样 ，利用迭代公式（９ ．３ ．２）可以得到一个序列｛ x（k）
｝ ．可以证明 ，在

一定条件下 ，这个序列收敛于问题（９ ．３ ．１）的最优解 ，而且是 ２级收敛 ．

定理 9 ．3 ．1 　设 f （x）存在连续三阶导数 ，珚x满足
f′（珚x） ＝ ０ ，　 f″（珚x） ≠ ０ ，

初点 x（１）充分接近 珚x ，则牛顿法产生的序列｛ x（k）
｝至少以 ２级收敛速率收敛于 珚x ．

证明 　牛顿法可定义为算法映射

A（x） ＝ x －
f′（x）
f″（x） ． （９ ．３ ．３）
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设解集合 Ω ＝ ｛珚x｝ ．

定义函数

α（x） ＝ | x － 珚x | ．
下面证明 α是关于解集合 Ω 和算法 A 的下降函数 ．

设 x（k）
≠ 珚x ，x（k ＋ １）

∈ A （x（k） ） ．注意到已知条件 f′（珚x）＝ ０ ，α（x（k ＋ １）
）可表达如下 ：

α（x（k＋ １）
） ＝ | x（k＋ １）

－ 珚x |

＝ x（k）
－

f′（x（k）
）

f″（x（k）
）
－ 珚x

＝
１

| f″（x（k）
） | | x（k） f″（x（k）

） － f′（x（k） ） － 珚x f ″（x（k）
） |

＝
１

| f″（x（k）
） | | f′（珚x） － ［ f′（x（k）

） ＋ （珚x － x（k）
） f″（x（k） ）］ |

＝
１

| f″（x（k）
） | ·

１
２
（珚x － x（k）

）
２ | f 碶（ξ） | ， （９ ．３ ．４）

其中 ξ在 珚x 与 x （k）之间 ．由于 f″（x）和 f 碶（x）连续 ，f″（珚x） ≠ ０ ，因此当 x（k）接近 珚x时 ，必存

在 k１ ，k２ ＞ ０ ，使得在包含 珚x和 x （k）的闭区间上的每一点 x处 ，成立

| f″（x） | ≥ k１ ，　 　 | f 碶（x） | ≤ k２ ． （９ ．３ ．５）

把（９ ．３ ．５）式代入（９ ．３ ．４）式 ，则有

| x（k＋ １）
－ 珚x | ≤ k２

２k１ （x
（k）

－ 珚x）２ ． （９ ．３ ．６）

　 　取初点 x（１）充分接近 珚x ，使得

k２
２k１ | x（１）

－ 珚x | ＜ １ ．

由此推得

｛ x（k）
｝ 炒 X ＝ ｛ x | | x － 珚x | ≤ | x（１）

－ 珚x |｝ ，

且有

| x（k＋ １）
－ 珚x | ＜ | x（k）

－ 珚x | ． （９ ．３ ．７）

由此可知 ，α是关于解集合 Ω 和算法 A 的下降函数 ．且 X为紧集 ，A（x）在 X上连续 ．根据

定理 ８ ．２ ．１ ，｛x（k）
｝收敛于 珚x ．由（９ ．３ ．６）式又知 ，｛ x（k）

｝的收敛级为 ２ ．

牛顿法的计算步骤如下 ：

（１）给定初点 x（０）
，允许误差 ε＞ ０ ，置 k ＝ ０ ．

（２）若｜ f′（x（k）
）｜＜ ε ，则停止迭代 ，得到点 x（k）

．

（３）计算点 x（k ＋ １）
，

x（k＋ １）
＝ x（k）

－
f′（x（k）

）
f″（x（k）

）
，
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置 k ∶＝ k ＋ １ ，转步骤（２） ．

运用牛顿法时 ，初点选择十分重要 ．如果初始点靠近极小点 ，则可能很快收敛 ；如果初

始点远离极小点 ，迭代产生的点列可能不收敛于极小点 ．

9 ．3 ．2 　割线法
这种方法的基本思想是 ，用割线逼近目标函数的导函数的曲线

y ＝ f′（x） ，

把割线的零点作为目标函数的驻点的估计（参见图 ９ ．３ ．１） ．

图 　 ９ ．３ ．１

设在点 x（k）和 x（k － １）处的导数分别为 f′（x（k）
）和 f′（x（k － １）

） ．令

φ（x） ＝ f′（x（k）
） ＋

f′（x（k）
） － f′（x（k－１）

）

x（k）
－ x（k －１） （x － x（k）

） ＝ ０ ，

由此解得

x（k＋ １）
＝ x（k）

－
x（k）

－ x（k －１）

f′（x（k）
） － f′（x（k－１）

）
f′（x（k）

） ． （９ ．３ ．８）

用（９ ．３ ．８）式进行迭代 ，得到序列｛ x（k）
｝ ，可以证明 ，在一定的条件下 ，这个序列收敛于解 ．

定理 9 ．3 ．2 　设 f （x）存在连续三阶导数 ，珚x满足 f′（珚x） ＝ ０ ，f″（珚x） ≠ ０ ，若 x（１）和 x（２）

充分接近 珚x ，则割线法产生的序列｛ x（k）
｝收敛于 珚x ，且收敛级为 １ ．６１８ ．

证明 　设 Δ ＝ ｛ x｜｜x － 珚x｜≤ δ｝是包含 珚x的某个充分小的闭区间 ，使得对每一个 x ∈ Δ ，

有 f″（x） ≠ ０ ，取 x（１）
，x（２）

∈ Δ ．

以 x（k）
，x（k － １）

∈ Δ为节点构造插值多项式

φ（x） ＝ f′（x（k）
） ＋

f′（x（k）
） － f′（x（k －１）

）

x（k）
－ x（k－１） （x － x（k）

） ， （９ ．３ ．９）

插值余项为

f′（x） － φ（x） ＝
f 碶（ξ１ ）

２
（x － x（k）

）（x － x（k－１）
） ， （９ ．３ ．１０）

其中 ξ１ ∈ Δ ．

由于 f′（珚x）＝ ０ ，因此由（９ ．３ ．１０）式得到
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φ（珚x） ＝ －
f 碶（ξ１ ）

２
ek ek －１ ， （９ ．３ ．１１）

其中 ek ＝ x（k）
－ 珚x ，ek － １ ＝ x（k － １）

－ 珚x ．

另一方面 ，由（９ ．３ ．８）式知 φ（x（k ＋ １）
） ＝ ０ ，由（９ ．３ ．９）式知

φ′（x） ＝
f′（x（k）

） － f′（x（k－１）
）

x（k） － x（k －１） ，

因此有

φ（珚x） ＝ φ（珚x） － φ（x（k＋ １）
）

＝ φ′（ξ２ ）（珚x － x（k＋ １）
）

＝
f′（x（k）

） － f′（x（k －１）
）

x（k）
－ x（k－１） （珚x － x（k＋ １）

）

＝ － f″（ξ３ ）（x（k＋ １）
－ 珚x）

＝ － f″（ξ３ ）ek＋ １ ， （９ ．３ ．１２）

其中 ek ＋ １ ＝ x（k ＋ １）
－ 珚x ，ξ３ 在 x（k）和 x（k － １）之间 ，且 f″（ξ３ ） ≠ ０ ．

由（９ ．３ ．１１）式和（９ ．３ ．１２）式得到

ek＋ １ ＝
f 碶（ξ１ ）
２ f″（ξ３ ）ekek －１ ， （９ ．３ ．１３）

上式两端取绝对值 ，则有

| ek＋ １ | ＝ | f 碶（ξ１ ） |
２ | f″（ξ３ ） | | ek | | ek－１ | ． （９ ．３ ．１４）

令

M ＝
max
x ∈ Δ

| f 碶（x） |
２ min

x ∈ Δ
| f″（x） | ，

由（９ ．３ ．１４）式得到

| ek＋ １ | ≤ M | ek | | ek－１ | ， （９ ．３ ．１５）

取充分小的 δ ，使得

M δ ＜ １ ， （９ ．３ ．１６）

则有

| ek＋ １ | ≤ M δδ ＜ δ ．

这样 ，由 x（k）
，x（k － １）

∈ Δ必推出 x （k ＋ １）
∈ Δ ，进而由 x（１）

， x（２）
∈ Δ推知所有 x （k）

∈ Δ ，且由

（９ ．３ ．１５）式知｛x（k）
｝收敛于 珚x ．

为研究｛x（k）
｝的收敛速率 ，我们考虑 k取得充分大的情形 ．这时 ，根据（９ ．３ ．１４）式 ，有

| ek＋ １ | ≈ 珨M | ek | | ek－１ | ， （９ ．３ ．１７）

其中
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珨M ＝
| f 碶（珚x） |
２ | f″（珚x） |

．

令

| ek | ＝ ayk 珨M ， （９ ．３ ．１８）

代入（９ ．３ ．１７）式 ，于是可考虑差分方程

yk＋ １ ＝ yk ＋ yk－１ ，

它的特征方程是

τ
２
－ τ － １ ＝ ０ ，

它的两个根是

τ１ ＝
１ ＋ ５

２
≈ １ ．６１８ ，　 τ２ ＝

１ － ５
２

≈ － ０ ．６１８ ．

这样 ，有

| ek | ＝ １
珨M ac

１
τ
k
１
＋ c

２
τ
k
２ ≈

１
珨M ac

１
τ
k
１ ，　 k 冲 １ ， （９ ．３ ．１９）

| ek＋ １ | ≈ １
珨M ac

１
τ
k＋ １
１ ，　 k 冲 １ ， （９ ．３ ．２０）

由（９ ．３ ．１９）式和（９ ．３ ．２０）式得到

| ek＋ １ |
| ek | τ１ ≈ 珨Mτ

１
－１

，

由此可知 ，割线法的收敛级为 τ１ ≈ １ ．６１８ ．

割线法与牛顿法相比 ，收敛速率较慢 ，但不需要计算二阶导数 ．它的缺点与牛顿法有

类似之处 ，都不具有全局收敛性 ，如果初点选择得不好 ，可能不收敛 ．为了克服割线法的一

些缺点 ，可以做一些改进 ，参见文献［２４］ ．

9 ．3 ．3 　抛物线法
抛物线法的基本思想是 ，在极小点附近 ，用二次三项式 φ（x）逼近目标函数 f （x） ，令

φ（x）与 f （x）在三点 x（１）
＜ x（２）

＜ x（３）处有相同的函数值 ，并假设

f （x（１）
） ＞ f （x（２）

） ，　 f （x（２）
） ＜ f （x（３）

） ．

令

φ（x） ＝ a ＋ bx ＋ cx２
， （９ ．３ ．２１）

又令

φ（x（１）
） ＝ a ＋ bx （１）

＋ cx （１）
２

＝ f （x（１）
） ， （９ ．３ ．２２）

φ（x（２）
） ＝ a ＋ bx （２）

＋ cx （２）
２

＝ f （x（２）
） ， （９ ．３ ．２３）

φ（x（３）
） ＝ a ＋ bx （３）

＋ cx （３）
２

＝ f （x（３）
） ． （９ ．３ ．２４）

解方程组（９ ．３ ．２２） ～ （９ ．３ ．２４） ，求二次逼近函数 φ（x）的系数 b和 c ．为书写方便 ，记作
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B１ ＝ （x（２）
２

－ x（３）
２

） f （x（１）
） ，　 B２ ＝ （x（３）

２

－ x（１）
２

） f （x（２）
） ，

B３ ＝ （x（１）
２

－ x（２）
２

） f （x（３）
） ，　 C１ ＝ （x（２）

－ x（３）
） f （x（１）

） ，

C２ ＝ （x（３）
－ x（１）

） f （x（２）
） ，　 C３ ＝ （x（１）

－ x（２）
） f （x（３）

） ，

D ＝ （x（１）
－ x（２）

）（x（２）
－ x（３） ）（x（３） － x（１）

） ．

则由方程（９ ．３ ．２２） ～ （９ ．３ ．２４）得到

b ＝
B１ ＋ B２ ＋ B３

D ， （９ ．３ ．２５）

c ＝ －
C１ ＋ C２ ＋ C３

D ． （９ ．３ ．２６）

为求 φ（x）的极小点 ，令

φ′（x） ＝ b ＋ ２cx ＝ ０ ，

由此解得

x ＝ －
b
２c ， （９ ．３ ．２７）

把 φ（x）的驻点 x记作 珚x （k）
，则

珚x（k）
＝

B１ ＋ B２ ＋ B３

２（C１ ＋ C２ ＋ C３ ）
． （９ ．３ ．２８）

　 　这样 ，把 珚x（k）作为 f （x）的极小点的一个估计 ．再从 x（１）
，x（２）

，x（３）
，珚x（k）中选择目标函

数值最小的点及其左 、右两点 ，给予相应的上标 ，代入（９ ．３ ．２８）式 ，求出极小点的新的估计

值 珚x（k ＋ １）
，以此类推 ，产生点列｛珚x（k）

｝ ，在一定条件下 ，这个点列收敛于问题的解 ，其收敛级

为 １ ．３ ，可参见文献［２４］ ．在实际应用中 ，不必无止境迭代下去 ，只要满足精度要求即可 ．

一般用目标函数值的下降量或位移来控制 ，即当

| f （珚x（k＋ １）
） － f （珚x（k）

） | ＜ ε

或者当

‖ 珚x（k＋ １）
－ 珚x（k）

‖ ＜ δ

时 ，终止迭代 ．其中 ε ，δ为事先给定的允许误差 ．

值得注意 ，三个初始点

x（１）
＜ x（２）

＜ x（３）

的选择 ，必须满足

f （x（１）
） ＞ f （x（２）

） ，　 f （x（２）
） ＜ f （x（３）

） ，

这样才能保证极小点在区间（x（１）
， x（３）

）内 ，同时保证 φ（x）的二次项的系数 c ＞ ０ ，而且

φ（x）的极小点在（x（１）
， x（３）

）内 ．否则 ，可能出现 c ＜ ０的情形 ，这时利用（９ ．３ ．２８）式可达

φ（x）的极大点 ．因此 ，迭代前必须先求出满足上述条件的三个初始点 ．寻找初始点的方

法 ，可用前面 ９ ．２节提供的进退法 ．
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9 ．3 ．4 　三次插值法
下面研究二点三次插值方法 ．首先选取两个初点 x（１）和 x（２）

（ x（１）
＜ x（２）

） ，使得

f′（x（１） ） ＜ ０及 f′（x（２）
） ＞ ０ ．这样 ，在区间（x（１）

，x（２）
）内存在极小点 ．然后利用在这两点的

函数值和导数构造一个三次多项式 φ（x） ，使它与 f （x）在 x（１）及 x（２）有相同的函数值及相

同的导数 ，用这样的 φ（x）逼近目标函数 f （x） ，进而用 φ（x）的极小点估计 f （x）的极小点 ．

具体做法如下 ．

令

φ（x） ＝ a（x － x（１） ）３ ＋ b（x － x（１）
）
２
＋ c（x － x（１）

） ＋ d ， （９ ．３ ．２９）

φ（x（１）
） ＝ f （x（１）

） ， （９ ．３ ．３０）

φ′（x（１）
） ＝ f′（x（１） ） ， （９ ．３ ．３１）

φ（x（２）
） ＝ f （x（２）

） ， （９ ．３ ．３２）

φ′（x（２）
） ＝ f′（x（２） ） ， （９ ．３ ．３３）

把（９ ．３ ．３０）式 ～ （９ ．３ ．３３）式依次代入（９ ．３ ．２９）式 ，得到

d ＝ f （x（１）
） ，

c ＝ f′（x（１）
） ，

a（x（２）
－ x（１）

）
３
＋ b（x（２）

－ x（１）
）
２
＋ c（x（２）

－ x（１）
） ＋ d ＝ f （x（２）

） ，

３a（x（２）
－ x（１）

）
２
＋ ２b（x（２）

－ x（１）
） ＋ c ＝ f′（x（２）

） ．

（９ ．３ ．３４）

解方程组（９ ．３ ．３４） ，可以求出系数 a ，b ，c ，d ，从而能够完全确定多项式（９ ．３ ．２９） ．

我们的着眼点是求多项式 φ（x）的极小点 ，为此求出满足极值必要条件的点 ，即满足

φ′（x） ＝ ０ 　 及 　 φ″（x） ＞ ０

的点 ．我们知道

φ′（x） ＝ ３a（x － x（１）
）
２
＋ ２b（x － x（１）

） ＋ c ， （９ ．３ ．３５）

φ″（x） ＝ ６a（x － x（１）
） ＋ ２b ． （９ ．３ ．３６）

因此令 φ′（x）＝ ０ ，即

３ a（x － x（１）
）
２
＋ ２b（x － x（１）

） ＋ c ＝ ０ ， （９ ．３ ．３７）

解方程（９ ．３ ．３７） ，有两种情形 ：

（１）当 a＝ ０时 ，解得

珚x － x（１）
＝ －

c
２b ． （９ ．３ ．３８）

　 　 （２）当 a≠ ０时 ，解得

珚x － x（１）
＝

－ b ± b２ － ３ac
３a ． （９ ．３ ．３９）

以上得到两种情形下 φ（x）的驻点 珚x ．
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第一种情形 ，φ″（x）＝ ２b＞ ０ ．这是因为 ，由假设及（９ ．３ ．３４）式可知

c ＝ f′（x（１） ） ＜ ０ ，　 f′（x（２）
） ＞ ０ ，　 x（２）

＞ x（１）
，

因此由（９ ．３ ．３４）式第 ４个方程得出 b＞ ０ ．故 珚x是 φ（x）的极小点 ．

第二种情形 ，把方程的两个根（９ ．３ ．３９）式代入（９ ．３ ．３６）式 ，有

φ″（珚x） ＝ ６ a（珚x － x（１）
） ＋ ２b ＝ ６ a· － b ± b２ － ３ac

３ a ＋ ２b

＝ ± ２ b２ － ３ac ．

为选择满足二阶充分条件的点 ，即使 φ″（珚x）＞ ０的点 ，显然 ，在（９ ．３ ．３９）式中应取

珚x － x（１）
＝

－ b ＋ b２ － ３ac
３a ＝

－ c
b ＋ b２ － ３ac

． （９ ．３ ．４０）

由于当 a＝ ０时 ，b＞ ０ ，因此当 a＝ ０时 ，由（９ ．３ ．４０）式得到

珚x － x（１）
＝ －

c
２b ，

这个结果恰好是（９ ．３ ．３８）式 ．这表明（９ ．３ ．４０）式是在 a＝ ０和 a≠ ０两种情形下极小点的

统一表达式 ．

这样 ，我们可以解方程组（９ ．３ ．３４） ，求出系数 a ，b ，c ，再代入（９ ．３ ．４０）式 ，从而得到

φ（x）的极小点 珚x ．

为了简化计算 ，我们推导直接用 f （x（１）
） ， f （x（２）

） ， f′（x（１）
）和 f′（x（２） ）表示 φ（x）的

极小点的公式 ．这样可以避免由于每次都要解方程组（９ ．３ ．３４）所带来的麻烦 ．为此记作

s ＝ ３［ f （x（２）
） － f （x（１）

）］

x（２）
－ x（１） ， （９ ．３ ．４１）

z ＝ s － f′（x（１）
） － f′（x（２）

） ， （９ ．３ ．４２）

w２
＝ z２ － f′（x（１）

） f′（x（２）
） ． （９ ．３ ．４３）

利用方程组（９ ．３ ．３４）可以推得

s ＝ ３［a（x（２）
－ x（１）

）
２
＋ b（x（２）

－ x（１）
） ＋ c］ ， （９ ．３ ．４４）

z ＝ b（x（２） － x（１）
） ＋ c ， （９ ．３ ．４５）

w２
＝ （x（２）

－ x（１）
）
２
（b２ － ３ac） ， （９ ．３ ．４６）

由（９ ．３ ．４５）式得到

b ＝
z － c

x （２）
－ x（１） ＝

z － f′（x（１）
）

x（２）
－ x（１） ， （９ ．３ ．４７）

由（９ ．３ ．４６）式得到

b２ － ３ac ＝
w２

（x（２）
－ x（１）

）
２ ． （９ ．３ ．４８）

把（９ ．３ ．４７）式和（９ ．３ ．４８）式代入（９ ．３ ．４０）式 ，并注意到 c＝ f′（x（１）
） ，则
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珚x － x（１）
＝

－ f′（x（１）
）（x（２）

－ x（１）
）

z － f′（x（１）
） ＋ w ， （９ ．３ ．４９）

珚x － x（１）
＝

－ （x（２）
－ x（１）

） f′（x（１）
） f′（x（２）

）

［z － f′（x（１）
） ＋ w］ f′（x（２）

）

＝
－ （x（２）

－ x（１）
）（z２ － w２

）

f′（x（２）
）（z ＋ w） － （z２ － w２

）

＝
（x（２）

－ x（１）
）（w － z）

f′（x（２）
） ＋ w － z ， （９ ．３ ．５０）

把（９ ．３ ．４９）式和（９ ．３ ．５０）式右端分子分母分别相加 ，则

珚x － x（１）
＝
（x（２）

－ x（１）
）（w － z － f′（x（１）

））

f′（x（２）
） － f′（x（１）

） ＋ ２w

＝ （x（２）
－ x（１）

） １ －
f′（x（２）

） ＋ w ＋ z
f′（x（２）

） － f′（x（１）
） ＋ ２w ．

最后得到

珚x ＝ x（１） ＋ （x（２） － x（１）
） １ －

f′（x（２）
） ＋ w ＋ z

f′（x（２）
） － f′（x（１）

） ＋ ２w ．

（９ ．３ ．５１）

　 　 （９ ．３ ．５１）式中必有

f′（x（２）
） － f′（x（１）

） ＋ ２w ≠ ０ ．

事实上 ，根据假设 ，f′（x（２）
） ＞ ０ ， f′（x（１）

） ＜ ０ ，w由（９ ．３ ．４３）式确定 ，取算术根 ，故 w ＞ ０ ．

从而

f′（x（２）
） － f′（x（１）

） ＋ ２w ＞ ０ ．

　 　这样 ，利用（９ ．３ ．４１）式至（９ ．３ ．４３）式计算出 w 和 z ，再利用（９ ．３ ．５１）式求得 φ（x）的
极小点 珚x ．若｜ f′（珚x）｜充分小 ，珚x就可作为 f （x）的可接受的极小点 ．否则 ，可从 x（１）

， x（２）和

珚x中确定两个插值点 ，再利用上述公式进行计算 ．

计算步骤如下 ：

（１）给定初始点 x（１）
，x（２）

，计算 f （x（１）
） ， f （x（２）

） ， f′（x（１）
） ， f′（x（２）

） ，要求满足条件

x（２）
＞ x（１）

，　 f′（x（１）
） ＜ ０ ，　 f′（x（２）

） ＞ ０ ．

给定允许误差 δ＞ ０ ．

（２）按照（９ ．３ ．４１）式 ，（９ ．３ ．４２）式 ，（９ ．３ ．４３）式和（９ ．３ ．５１）式计算 s ， z ，w和 珚x ．

（３）若｜x（２）
－ x（１）

｜≤ δ ，则停止计算 ，得到点 珚x ；否则 ，进行步骤（４） ．

（４）计算 f （珚x） ， f′（珚x） ．若 f′（珚x）＝ ０ ，则停止计算 ，得到点 珚x ．

若 f′（珚x）＜ ０ ，则令 x（１）
＝ 珚x ， f （x（１）

） ＝ f （珚x） ， f′（x（１）
） ＝ f′（珚x） ，转步骤（２） ．

若 f′（珚x）＞ ０ ，则令 x（２）
＝ 珚x ， f （x（２）

） ＝ f （珚x） ， f′（x（２）
） ＝ f′（珚x） ，转步骤（２） ．
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为说明算法的使用 ，我们举一个简例 ．

例 9 ．3 ．1 　用三次插值法求解下列问题 ：

min 　 f （x）
def

x３ － ３ x ＋ １

s ．t ．　 ０ ≤ x ≤ ２ ．

　 　取初点 x（１）
＝ ０ ，x（２）

＝ １ ，列表如表 ９ ．３ ．１所示 ．经 １次迭代达到极小点 珚x ＝ １ ．

表 　 9 ．3 ．1

x（２） － x（１） f （x（１） ） f（x（２） ） f′（x（１） ） f′（x（２） ）

２ <１ 亖３ 破－ ３ :９ "
s z w x－ f （x－ ） f′（x－ ）
３  － ３ 鲻６ R１ 葺－ １ 排０ P

　 　三次插值法的收敛级为 ２
［２４］

，一般认为这种方法优于抛物线法 ．

9 ．3 ．5 　有理插值法
下面讨论用一个有理函数 ———连分式逼近某个函数的方法 ．这种方法可参见文

献［２３］ ．

我们仍然考虑问题

min 　 f （x） ，　 x ∈ R１
． （９ ．３ ．５２）

　 　现在取 n＋ １个互不相同的点 x（０）
， x（１）

，⋯ ， x（n）作为基点 ，计算出在这些点的函数

值 ，设

f （x（ i）
） ＝ yi ，　 i ＝ ０ ，１ ， ⋯ ，n ． （９ ．３ ．５３）

构造一个连分式 φ（x） ，它的形式为

φ（x） ＝ a０ ＋
x － x（０）

a１ ＋
x － x（１）

a２ ＋
x － x（２）

…

an－１ ＋
x － x（n－１）

an

． （９ ．３ ．５４）

令 φ（x）与 f （x）在给定的 n＋ １个点具有相等的函数值 ，即

φ（x（ i）
） ＝ f （x（ i）

） ，　 i ＝ ０ ，１ ⋯ ，n ． （９ ．３ ．５５）

　 　为便于用已知条件确定常数 ai （i ＝ ０ ，１ ， ⋯ ，n） ，特将 φ（x）写成递推形式 ：
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φ０ （x） ＝ φ（x） ＝ a０ ＋
x － x（０）

φ１ （x） ，

φ１ （x） ＝ a１ ＋
x － x（１）

φ２ （x） ，

　 …

φn－１ （x） ＝ an－１ ＋
x － x（n－１）

φn （x） ，

φn （x） ＝ an ．

（９ ．３ ．５６）

　 　现在分析怎样用递推方法依次求出待定常数 ai （i ＝ ０ ，１ ， ⋯ ，n） ．

由（９ ．３ ．５６）式可知

ai ＝ φi （x（ i）
） ，　 i ＝ ０ ，１ ， ⋯ ，n ．

因此 ，求 ai 归结为求 φ i （x（ i）
） ．

根据假设 ，有

φ０ （x（ i）
） ＝ φ（x（ i）

） ＝ f （x（ i）
） ＝ yi ，　 i ＝ ０ ，１ ， ⋯ ，n ，

由此得到

a０ ＝ φ０ （x（０）
） ＝ y０ ．

　 　由于 φ０ （x（ i）
）（i＝ ０ ，１ ， ⋯ ，n）已知 ，由（９ ．３ ．５６）式中的第一式

φ０ （x） ＝ a０ ＋
x － x（０）

φ１ （x） ，

可以求出

φ１ （x（ i）
） ＝

x（ i）
－ x（０）

φ０ （x（ i）
） － a０ ，　 i ＝ １ ，２ ， ⋯ ，n ，

从而得到

a１ ＝ φ１ （x（１）
） ．

　 　由于 φ１ （x（ i）
）（i＝ １ ，２ ， ⋯ ，n）已经求出 ，则由（９ ．３ ．５６）式中第二式能够求出

φ２ （x（ i）
） ＝

x（ i）
－ x（１）

φ１ （x（ i）
） － a１ ，　 i ＝ ２ ， ⋯ ，n ，

得到

a２ ＝ φ２ （x（２）
） ．

　 　依此类推 ，求出 φk － １ （x（ i）
）（i ＝ k － １ ，k ， ⋯ ，n）以后 ，这时 a０ ，a１ ， ⋯ ，ak － １已经求出 ，

就能够求出

φk （x（ i）
） ＝

x（ i）
－ x（k －１）

φk－１ （x（ i）
） － ak－１ ，　 i ＝ k ， ⋯ ，n ，

同时得到

ak ＝ φk （x（k）
） ．
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在计算 φk （x（ i）
）时 ，从 i ＝ k计算到 i ＝ n ，目的是为后面求 ak ＋ １ ， ⋯ ，an 做准备 ．

综上所述 ，求 ai （i ＝ ０ ，１ ， ⋯ ，n）的递推公式如下 ：

a０ ＝ φ０ （x（０）
） ＝ y０ ，

φ０ （x（ i）
） ＝ yi ，　 i ＝ １ ，２ ， ⋯ ，n ，

φj＋ １ （x（ i）
） ＝

x（ i）
－ x（ j）

φj （x（ i）
） － aj

，

j ＝ ０ ，１ ， ⋯ ，n － １ ；i ＝ j ＋ １ ， ⋯ ，n ，

ai ＝ φi （x（ i）
） ，　 i ＝ １ ， ⋯ ，n ．

（９ ．３ ．５７）

待定常数 ai （i＝ ０ ，１ ， ⋯ ，n）确定后 ，就完全确定了连分式 φ（x） ．用 φ（x）作为 f （x）的
近似 ．

下面分析怎样用有理插值法求极小点 ．

我们的目的是求点 x 倡
，使得 f′（x 倡

）＝ ０ ．为此考虑导函数

z ＝ f′（x） ．

设它的反函数为

x ＝ g（z） ，

这样 ，x 倡
＝ g（０）就是我们要求的解 ．

现在定义有理分式 ψ（z） ，用它逼近 g（z） ，并把 ψ（０）作为解的一个估计 ．令

x ＝ ψ（z） ＝ b０ ＋
z － z（０）

b１ ＋
z － z（１）

b２ ＋
z － z（２）

…

bn－１ ＋
z － z（n－１）

bn

， （９ ．３ ．５８）

或用递推形式 ，写作

ψ０ （z） ＝ ψ（z） ＝ b０ ＋
z － z（０）
ψ１ （z） ，

ψ１ （z） ＝ b１ ＋
z － z（１）
ψ２ （z） ，

　 …

ψn－１ （z） ＝ bn－１ ＋
z － z（n－１）
ψn （z） ，

ψn （z） ＝ bn ．

（９ ．３ ．５９）

　 　给定点 x（ i）
（i ＝ ０ ，１ ， ⋯ ，n） ，计算出

z（ i） ＝ f′（x（ i）
） ，　 i ＝ ０ ，１ ， ⋯ ，n ．

　 　令 ψ（z）与 g（z）在给定的 n＋ １个点有相等的函数值 ，即令

ψ（z（ i） ） ＝ g（z（ i） ） ＝ x（ i）
，　 i ＝ ０ ，１ ， ⋯ ，n ． （９ ．３ ．６０）
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按下列递推公式计算待定常数 bi （i ＝ ０ ，１ ， ⋯ ，n） ：

b０ ＝ ψ０ （z（０） ） ＝ x（０）
，

ψ０ （z（ i） ） ＝ x（ i）
，　 i ＝ １ ， ⋯ ，n ，

ψj＋ １ （z（ i） ） ＝
z（ i） － z（ j）

ψj （z（ i） ） － bj ，

j ＝ ０ ，１ ， ⋯ ，n － １ ；　 i ＝ j ＋ １ ， ⋯ ，n ，
bi ＝ ψi （z（ i） ） ，　 i ＝ １ ，２ ， ⋯ ，n ．

（９ ．３ ．６１）

　 　由于 f （x）的极小点 x 倡 对应 z ＝ ０ ，即

x 倡
＝ g（０） ，

因此用 珚x ＝ ψ（０）近似 x 倡
．由（９ ．３ ．５８）式可知

珚x ＝ ψ（０） ＝ b０ －
z（０）

b１ －
z（１）

b２ －
z（２）
…

bn－１ －
z（n－１）
bn

． （９ ．３ ．６２）

　 　如果 珚x不满足精度要求 ，可增加一个插值基点 ，继续计算 ．令

x（n＋ １）
＝ 珚x ，　 z（n＋ １） ＝ f′（x（n＋ １）

） ．

再利用公式（９ ．３ ．６１）和（９ ．３ ．６２）求新的近似解 ．

增加一个基点后 ，连分式 ψ（z）只是增加一层 ，没有其他变化 ．因此 ，b０ ，b１ ， ⋯ ，bn 不
必重算 ，只需按下列公式求 bn＋ １ ：

ψ０ （z（n＋ １） ） ＝ x（n＋ １）
，

ψj＋ １ （z（n＋ １） ） ＝
z（n＋ １） － z（ j）

ψj （z（n＋ １） ） － bj ，

j ＝ ０ ，１ ， ⋯ ，n ，

bn＋ １ ＝ ψn＋ １ （z（n＋ １） ） ．

（９ ．３ ．６３）

　 　有理插值法的计算步骤如下 ．

（１）给定点 x（０）
，步长 h ，最大下标 n ，允许误差 ε ．求出 x（ i）

， z（ i） ：

x（ i）
＝ x（０）

＋ i h ，　 i ＝ １ ， ⋯ ，n ，

z（ i） ＝ f′（x（ i） ） ，　 i ＝ ０ ，１ ， ⋯ ，n ．

令 b０ ＝ x（０）
，置 j ＝ ０ ，k ＝ １ ．

（２）令 ψ０ （z（k） ） ＝ x（k）
．

（３）计算 ψj ＋ １ （z（k） ） ：

ψj＋ １ （z（k） ） ＝
z（k） － z（ j）

ψj （z（k） ） － bj ．
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　 　 （４）若 j ＜ k － １ ，则置 j ∶＝ j ＋ １ ，转步骤（３） ；若 j ＝ k － １ ，则令

bk ＝ ψk （z（k） ） ，

进行步骤（５） ．

（５）若 k ＜ n ，则置 k ∶＝ k ＋ １ ， j ＝ ０ ，转步骤（２） ；否则 ，进行步骤（６） ．

（６）计算 x（n ＋ １）
：

x（n＋ １）
＝ b０ －

z（０）

b１ －
z（１）

b２ －
z（２）
…

bn－１ －
z（n－１）
bn

．

令 z（n＋ １）
＝ f′（x（n＋ １）

） ．若｜z（n＋ １）
｜≤ ε ，则停止计算 ，得解 x（n＋ １）

；否则 ，进行步骤（７） ．

（７）令 ψ０ （z（n＋ １）
） ＝ x（n＋ １）

，计算 ψj ＋ １ （z（n＋ １）
） ：

ψj＋ １ （z（n＋ １） ） ＝
z（n＋ １） － z（ j）

ψj （z（n＋ １） ） － bj ，　 j ＝ ０ ，１ ， ⋯ ，n ．

令 bn＋ １ ＝ ψn ＋ １ （z（n＋ １）
） ，置 n∶＝ n＋ １ ，转步骤（６） ．

例 9 ．3 ．2 　用有理插值法求解下列问题 ：

min 　 f （x）
def １

２
（ex ＋ e－ x

） ，　 x ∈ R１
．

给定 x（０）
＝ ０ ．５ ，h＝ ０ ．５ ，ε＝ １０

－ ４
，n＝ ３ ．

计算结果列表如表 ９ ．３ ．２所示 ．

表 　 9 ．3 ．2

i x（i） z（i） f （x（i） ） bi

０  ０ e．５ 　 　 　 ０ ǐ．５２１１０７１ １ 痧．９５１９８６６ ０ :．５ 　 　 　

１  １ e．０ １ ǐ．１７５２０１２ １ 痧．５４３０８０７ １ :．３０８１８８２

２  １ e．５ ２ ǐ．１２９２７９４ ２ 痧．３５２４０９６ ３ :．１８０４２５９

３  ２ e．０ ３ ǐ．６２６８６０４ ３ 痧．７６２１９５７ ４２ :．００８５８９

４  － ０ e．０５８７１２２ － ０ ǐ．０５８７４５９ １ 痧．００１７２４１ ０ :．０８４５５２２

５  ０ e．０２５２６６２ ０ ǐ．０２５２６８９ １ 痧．０００３１９２ － ３６ :．３８５７９５

６  － ０ e．００００３１ － ０ ǐ．００００３１ １ 痧．００００００

得到近似解 珚x ＝ － ０ ．００００３１ ，已经十分接近问题的最优解 x 倡
＝ ０ ．可见收敛是比较快的 ．

运用有理插值法进行一维搜索时 ，需要计算目标函数的导数 ．但是 ，当目标函数比较

复杂时 ，求导数会遇到某些困难 ．为此下面介绍用连分式求导数近似值的方法 ．

为了求函数 f （x）的导数 ，构造一个连分式 φ（x） ，用它逼近 f （x） ，进而把 φ（x）在一点
处的导数作为 f （x）的导数的近似 ，即令
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f′（x（ i）
） ≈ φ′（x（ i）

） ．

　 　下面分析怎样求连分式 φ（x）在各点的导数 ．

考虑 φ（x）的递推形式（９ ．３ ．５６） ．易知

φ′（x） ＝ φ′０ （x） ＝
φ１ （x） － （x － x（０）

）φ′１ （x）
φ
２
１ （x）

，

φ′１ （x） ＝
φ２ （x） － （x － x（１）

）φ′２ （x）
φ
２
２ （x）

，

　 …

φ′n－１ （x） ＝
φn （x） － （x － x（n－１）

）φ′n（x）
φ
２
n （x）

，

φ′n （x） ＝ ０ ．

因此在每一点 x（ i）
，有

φ′j （x（ i）
） ＝

φj＋ １ （x（ i）
） － （x（ i） － x（ j）

）φ′j＋ １ （x（ i）
）

φ
２
j＋ １ （x（ i）

）
，　 j ＝ ０ ，１ ， ⋯ ，n － １ ，　 　（９ ．３ ．６４）

φ′n （x（ i）
） ＝ ０ ， （９ ．３ ．６５）

φ′i （x（ i）
） ＝

１

φi＋ １ （x（ i）
）
． （９ ．３ ．６６）

　 　由于 φ（x）＝ φ０ （x） ，因此求 φ′（x（ i） ）归结为求 φ′０ （x（ i）
） ．

根据（９ ．３ ．６４）式 ～ （９ ．３ ．６６）式 ，如果已知 φi ＋ １ （x（ i）
） ，则能算出 φ′i （x（ i）

） ；如果已知

φi （x（ i）
）和 φ′i （x（ i）

） ，就能求出 φ′i － １ （x（ i）
） ．类推下去 ，可求得 φ′０ （x（ i）

） ．这样 ，求 φ′０ （x（ i）
）的方

法可概括如下 ．

首先利用递推关系（９ ．３ ．５７）求出待定常数 ai （i ＝ ０ ，１ ， ⋯ ，n） ，与此同时也求出了函

数值 φj （x（ i）
）（i ≥ j） ．

再按下列公式计算 φj （x（ i）
）（i ＜ j） ：

φn（x（ i）
） ＝ an ，　 i ＝ ０ ，１ ， ⋯ ，n ，

φj （x（ i）
） ＝ aj ＋

x（ i）
－ x（ j）

φj＋ １ （x（ i）
）
，　 j ＝ n － １ ，n － ２ ， ⋯ ，１ ；i ＝ j － １ ， j － ２ ， ⋯ ，０ ．

　 　最后用下列公式计算出 φ′０ （x（ i）
） ：

φ′i （x（ i）
） ＝

１

φi＋ １ （x（ i）
）
，　 i ＝ ０ ，１ ， ⋯ ，n － １ ，

φ′n （x（n）
） ＝ ０ ，

φ′j （x（ i）
） ＝

φj＋ １ （x（ i）
） － （x（ i）

－ x（ j）
）φ′j＋ １ （x（ i）

）

φ
２
j＋ １ （x（ i） ）

，　 j ＝ i － １ ， i － ２ ， ⋯ ，０ ，
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　 　这样便可求得 f′（x（ i）
）的近似值

z（ i） ＝ φ′０ （x（ i）
）

习 　 　题

１ ．分别用 ０ ．６１８法和 Fibonacci法求解下列问题 ：

min 　 e－ x
＋ x２ ．

要求最终区间长度 L ≤ ０ ．２ ，取初始区间为［０ ，１］ ．

２ ．考虑下列问题 ：

min 　 ３ x４ － ４ x３ － １２ x２ ．

　 　 （１）用牛顿法迭代 ３次 ，取初点 x（０）
＝ － １ ．２ ；

（２）用割线法迭代 ３次 ，取初点 x（１）
＝ － １ ．２ ，x（２）

＝ － ０ ．８ ；

（３）用抛物线法迭代 ３次 ，取初点 x（１）
＝ － １ ．２ ，x（２）

＝ － １ ．１ ，x（３）
＝ － ０ ．８ ．

３ ．用三次插值法求解

min 　 x４ ＋ ２ x ＋ ４ ．

　 　 ４ ．设函数 f （x）在 x（１）与 x（２）之间存在极小点 ，又知

f１ ＝ f （x（１）
） ，　 f２ ＝ f （x（２）

） ，　 f′１ ＝ f′（x（１）
） ．

作二次插值多项式 φ（x） ，使

φ（x（１）
） ＝ f１ ，　 φ（x（２）

） ＝ f２ ，　 φ′（x（１）
） ＝ f′１ ．

求 φ（x）的极小点 ．
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第 10章 　使用导数的最优化方法

本章和第 １１章研究无约束问题最优化方法 ．无约束问题的算法大致分成两类 ：一类

在计算过程中要用到目标函数的导数 ，凡属这类算法在本章介绍 ；另一类只用到目标函数

值 ，不必计算导数 ，通常称为直接方法 ，放在第 １１章讨论 ．

一般来说 ，无约束问题的求解通过一系列一维搜索来实现 ．因此 ，怎样选择搜索方向

是解无约束问题的核心问题 ，搜索方向的不同选择 ，形成不同的最优化方法 ．

10 ．1 　最速下降法
10 ．1 ．1 　最速下降方向
　 　考虑无约束问题

min 　 f （x） ，　 x ∈ Rn
， （１０ ．１ ．１）

其中函数 f （x）具有一阶连续偏导数 ．

人们在处理这类问题时 ，总希望从某一点出发 ，选择一个目标函数值下降最快的方

向 ，以利于尽快达到极小点 ．正是基于这样一种愿望 ，早在 １８４７年法国数学家 Cauchy 提
出了最速下降法 ．后来 ，Curry等人作了进一步的研究 ．现在最速下降法已经成为众所周

知的一种最基本的算法 ，它对其他算法的研究也很有启发作用 ，因此在最优化方法中占有

重要地位 ．下面先来讨论怎样选择最速下降方向 ．

函数 f （x）在点 x处沿方向 d的变化率可用方向导数来表达 ，对于可微函数 ，方向导

数等于梯度与方向的内积 ，即

D f （x ；d） ＝ Δ f （x）T d ， （１０ ．１ ．２）

因此 ，求函数 f （x）在点 x处的下降最快的方向 ，可归结为求解下列非线性规划 ：

min 　 Δ f （x）T d
s ．t ．　 ‖ d ‖ ≤ １ ．

（１０ ．１ ．３）

根据 Schwartz不等式 ，有

| Δ f （x）T d | ≤ ‖ Δ f （x） ‖ ‖ d ‖ ≤ ‖ Δ f （x） ‖ ，

去掉绝对值符号 ，可以得到

Δ f （x）T d ≥ － ‖ Δ f （x） ‖ ， （１０ ．１ ．４）

由上式可知 ，当



d ＝ －
Δ f （x）

‖ Δ f （x） ‖ （１０ ．１ ．５）

时等号成立 ．因此 ，在点 x处沿（１０ ．１ ．５）式所定义的方向变化率最小 ，即负梯度方向为最

速下降方向 ．

这里要特别指出 ，在不同尺度下最速下降方向是不同的 ．前面定义的最速下降方向 ，

是在向量 d的欧氏范数 ‖ d ‖ ２ 不大于 １的限制下得到的 ，属于欧氏度量意义下的最速下

降方向 ．如果改用其他度量 ，比如 ，设 A为对称正定矩阵 ，在向量 d的 A 范数 ‖ d ‖ A ＝

（dT Ad）
１
２不大于 １的限制下 ，极小化Δ f （x）T d ，则得到的最速下降方向与前者不同 ．

为求得 A度量意义下的最速下降方向 ，我们考虑下列问题 ：

min Δ f （x）T d
s ．t ． dT Ad ≤ １ ．

（１０ ．１ ．６）

　 　由于 A和 A － １为对称正定矩阵 ，必存在对称正定平方根 A
１
２和 A－

１
２ ，使得

A ＝ A
１
２ A

１
２ ，　 A－１

＝ A－
１
２ A－

１
２ ，

因此可以写作

dT Ad ＝ dT A
１
２ A

１
２ d ＝ （A

１
２ d）T

（A
１
２ d） ，

Δ f （x）T d ＝ Δ f （x）T A－
１
２ A

１
２ d ＝ （A－

１
２ Δ f （x））T （A

１
２ d） ．

令 y ＝ A
１
２ d ，则（１０ ．１ ．６）式可写成

min 　 （A－
１
２ Δ f （x））T y

s ．t ．　 yT y ≤ １ ．
（１０ ．１ ．７）

根据 Schwartz不等式 ，得到

| （A－
１
２ Δ f （x））T y | ≤ ‖ A－

１
２ Δ f （x） ‖ ‖ y ‖ ≤ ‖ A－

１
２ Δ f （x） ‖ ，

去掉绝对值符号 ，得到

（A－
１
２ Δ f （x））T y ≥ － ‖ A－

１
２ Δ f （x） ‖ ，

即

Δ f （x）T A－
１
２ A

１
２ d ≥ － ‖ A－

１
２ Δ f （x） ‖ ，

Δ f （x）T d ≥ － ‖ A－
１
２ Δ f （x） ‖ ． （１０ ．１ ．８）

　 　为得到在点 x处下降最快的方向 ，我们按照下式选择向量 d ：

d ＝
－ A－１

Δ f （x）
（Δ f （x）T A－１

Δ f （x））
１
２

， （１０ ．１ ．９）

这时 ，（１０ ．１ ．８）式等号成立 ．这样确定的方向 d就是在 A度量意义下的最速下降方向 ．

这里应着重指出 ，由于 A度量意义下的最速下降方向并没有多少实际应用 ，通常所

谓最速下降法均指欧氏度量意义下的最速下降法 ，因此 ，如果没有特殊说明 ，凡称最速下
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降方向 ，均指欧氏度量意义下的最速下降方向 ．

10 ．1 ．2 　最速下降算法
最速下降法的迭代公式是

x（k＋ １） ＝ x（k） ＋ λkd（k）
， （１０ ．１ ．１０）

其中 d（k）是从 x（k）出发的搜索方向 ，这里取在点 x（k）处的最速下降方向 ，即

d（k） ＝ － Δ f （x（k） ） ．

λk 是从 x（k）出发沿方向 d（k）进行一维搜索的步长 ，即 λk 满足

f （x（k） ＋ λkd（k）
） ＝ min

λ≥ ０
f （x（k） ＋ λd（k）

） ． （１０ ．１ ．１１）

　 　计算步骤如下 ：

（１）给定初点 x（１） ∈ Rn
，允许误差 ε＞ ０ ，置 k ＝ １ ．

（２）计算搜索方向 d（k） ＝ － Δ f （x（k） ） ．

（３）若 ‖ d（k） ‖ ≤ ε ，则停止计算 ；否则 ，从 x（k）出发 ，沿 d（k）进行一维搜索 ，求 λk ，使

f （x（k） ＋ λkd（k）
） ＝ min

λ≥ ０
f （x（k） ＋ λd（k）

） ．

　 　 （４）令 x（k＋ １） ＝ x（k） ＋ λkd（k）
，置 k∶＝ k ＋ １ ，转步骤（２） ．

例 10 ．1 ．1 　用最速下降法解问题
min 　 f （x） ＝ ２ x２１ ＋ x２２ ，

初点 x（１） ＝ （１ ，１）
T
，ε ＝

１
１０

．

解 　第 １次迭代 ．目标函数 f （x）在点 x处的梯度

Δ f （x） ＝
４ x１
２ x２

．

令搜索方向

d（１） ＝ － Δ f （x（１） ） ＝
－ ４

－ ２
，　 ‖ d ‖ ＝ １６ ＋ ４ ＝ ２ ５ ＞

１
１０

．

从 x（１） ＝ （１ ，１）
T 出发 ，沿方向 d（１）进行一维搜索 ，求步长 λ１ ，即

min
λ≥ ０

　 φ（λ）
def

f （x（１） ＋ λd（１）
） ，

x（１） ＋ λd（１）
＝

１

１
＋ λ

－ ４

－ ２
＝

１ － ４λ

１ － ２λ
，

φ（λ） ＝ ２（１ － ４λ）
２
＋ （１ － ２λ）

２
．

令

φ′（λ） ＝ － １６（１ － ４λ） － ４（１ － ２λ） ＝ ０ ，

解得
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λ１ ＝
５
１８

．

在直线上的极小点

x（２） ＝ x（１） ＋ λ１ d（１） ＝

－
１
９

４
９

．

　 　第 ２次迭代 ．f （x）在点 x（２）处的最速下降方向为

d（２） ＝ － Δ f （x（２） ） ＝

４
９

－
８
９

，　 ‖ d（２） ‖ ＝
４
９

２

＋ －
８
９

２

＝
４
５

５ ＞
１
１０

．

从 x（２）出发沿 d（２）进行一维搜索 ：

min
λ≥ ０

　 φ（λ）
def

f （x（２） ＋ λd（２）
） ，

x（２） ＋ λd（２）
＝

－
１
９

４
９

＋ λ

４
９

－
８
９

＝

－
１
９

＋
４
９
λ

４
９

－
８
９
λ

，

φ（λ） ＝
２
８１

（－ １ ＋ ４λ）
２
＋
１６
８１

（１ － ２λ）
２
．

令

φ′（λ） ＝
１６
８１

（－ １ ＋ ４λ） －
６４
８１

（１ － ２λ） ＝ ０ ，

得到

λ２ ＝
５
１２

，

x（３） ＝ x（２） ＋ λ２ d（２） ＝
２
２７

１

１
，

　 　第 ３次迭代 ．

d（３） ＝ － Δ f （x（３） ） ＝
４
２７

－ ２

－ １
，　 ‖ d（３） ‖ ＝

４
２７

５ ＞
１
１０

．

再从 x（３）出发 ，沿 d（３）进行一维搜索 ：

min
λ≥ ０

　 φ（λ）
def

f （x（３） ＋ λd（３）
） ，

x（３） ＋ λd（３）
＝

２
２７

１

１
＋ λ·

４
２７

－ ２

－ １
＝

２
２７

１ － ４λ

１ － ２λ
，
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φ（λ） ＝
８

２７
２ （１ － ４λ）

２
＋

４

２７
２ （１ － ２λ）

２
．

令 φ′（λ）＝ ０ ，解得

λ３ ＝
５
１８

，

x（４） ＝ x（３） ＋ λ３ d（３） ＝
２
２７

－
１
９

４
９

＝
２
２４３

－ １

４
，

这时有

‖ Δ f （x（４） ） ‖ ＝
８
２４３

５ ＜
１
１０

，

已经满足精度要求 ，得到近似解

珔x ＝
２
２４３

－ １

　 ４
．

实际上 ，问题的最优解 x倡
＝ （０ ，０）

T
．

10 ．1 ．3 　最速下降算法的收敛性
最速下降算法在一定条件下是收敛的 ．

定理 10 ．1 ．1 　设 f （x）是连续可微实函数 ，解集合 Ω ＝ ｛珔x｜Δ f （珔x）＝ 0｝ ，最速下降算法

产生的序列｛x（k） ｝含于某个紧集 ，则序列｛x（k） ｝的每个聚点 x^ ∈ Ω ．

证明 　最速下降算法 A 可表示成合成映射
A ＝ M D ，

其中 D（x）＝ （x ，－ Δ f （x）） ，是Rn
→ Rn

× Rn的映射 ．每给定一点 x ，经算法 D作用 ，得到点 x
和在 x处的负梯度（从 x出发的方向 d） ．算法 M是Rn

× Rn
→ Rn映射 ．每给定一点 x及方向

d＝ － Δ f （x） ，经 M作用 ，即一维搜索 ，得到一个新点 ，在这一点 ，与前面的迭代点相比 ，具

有较小的目标函数值 ．根据定理 ９ ．１ ．１ ，当Δ f （x） ≠ 0时 ，M是闭映射 ．由于 f （x）是连续可
微实函数 ，因此 D是连续的 ，根据定理 ８ ．１ ．１的推论 ２ ，A 在 x（Δ f （x） ≠ 0）处是闭的 ．

其次 ，当 x臭 Ω时 ，d ＝ － Δ f （x） ≠ 0 ，这时有Δ f （x）T d ＜ 0 ，因此对于 y ∈ A （x） ，必有

f （y）＜ f （x） ，由此可知 ，f （x）是关于 Ω和 A 的下降函数 ．

最后 ，按照假设 ，｛x（k） ｝含于紧集 ．

因此 ，根据定理 ８ ．２ ．１ ，算法收敛 ．

最速下降法产生的序列是线性收敛的 ，而且收敛性质与极小点处 Hesse矩阵Δ
２ f （珔x）

的特征值有关 ．文献［１１］中给出下列定理 ．

定理 10 ．1 ．2 　设 f （x）存在连续二阶偏导数 ，珔x是局部极小点 ，Hesse矩阵Δ
２ f （珔x）的
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最小特征值 a＞ ０ ，最大特征值为 A ，算法产生的序列｛x（k） ｝收敛于点 珔x ，则目标函数值的序

列｛ f （x（k） ）｝以不大于
A － a
A ＋ a

２

的收敛比线性地收敛于 f （珔x） ．

在上述定理中 ，若令 r ＝ A ／a ，则

A － a
A ＋ a

２

＝
r － １
r ＋ １

２

＜ １ ，

r是对称正定矩阵Δ
２ f （珔x）的条件数 ．这个定理表明 ，条件数越小 ，收敛越快 ；条件数越大 ，

收敛越慢 ．

为了说明上述结论 ，首先需要指出 ，最速下降法存在锯齿现象（参见图 １０ ．１ ．１） ．

图 　 １０ ．１ ．１

容易证明 ，用最速下降法极小化目标函数时 ，相

邻两个搜索方向是正交的 ．令

φ（λ） ＝ f （x（k） ＋ λd（k）
） ，

d（k） ＝ － Δ f （x（k） ） ．

为求出从 x（k）出发沿方向 d（k）的极小点 ，令

φ′（λ） ＝ Δ f （x（k） ＋ λkd（k）
）
T d（k） ＝ ０ ，

由此得出

－ Δ f （x（k＋ １） ）T
Δ f （x（k） ） ＝ ０ ，

即方向 d（k ＋ １）
＝ － Δ f （x（k ＋ １）

）与 d（k） ＝ － Δ f （x（k） ）正
交 ．这表明迭代产生的序列｛ x（k）

｝所循路径是“之”

字形的 ．当 x（k）接近极小点 珔x时 ，每次迭代移动的步长很小 ，这样就呈现出锯齿现象 ，因此

影响了收敛速率 ．

当 Hesse矩阵Δ
２f （珔x）的条件数比较大时 ，锯齿现象的影响尤为严重 ．对此可作如下

分析 ：

粗略地讲 ，在极小点附近 ，目标函数一般可用二次函数近似 ，其等值面接近椭球面 ，长

轴和短轴分别位于对应最小特征值和最大特征值的特征向量的方向 ，其大小与特征值的

平方根成反比 ．最小特征值与最大特征值相差越大 ，椭球面越扁 ，这就使得一维搜索沿着

斜长谷进行 ．因此 ，当条件数很大时 ，要使迭代点充分接近极小点 ，就需要走很大的弯路 ，

计算效率很低 ．

综上所述 ，最速下降方向反映了目标函数的一种局部性质 ．从局部看 ，最速下降方向

确是函数值下降最快的方向 ，选择这样的方向进行搜索是有利的 ．但从全局看 ，由于锯齿

现象的影响 ，即使向着极小点移近不太大的距离 ，也要经历不小的弯路 ，因此使收敛速率

大为减慢 ．最速下降法并不是收敛最快的方法 ，相反 ，从全局看 ，它的收敛是比较慢的 ．因
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此 ，最速下降法一般适用于计算过程的前期迭代或作为间插步骤 ．当接近极小点时 ，再使

用最速下降法 ，试图用这种方法达到迭代的终止 ，这样做并不有利 ．

10 ．2 　牛 　顿 　法

10 ．2 ．1 　牛顿法
　 　第 ９章介绍了一维搜索中的牛顿法 ，这里把它加以推广 ，给出求解一般无约束问题的

牛顿法 ．

设 f （x）是二次可微实函数 ，x ∈ Rn
．又设 x（k）是 f （x）的极小点的一个估计 ，我们把

f （x）在 x（k）展成 Taylor级数 ，并取二阶近似

f （x） ≈ 矱（x） ＝ f （x（k） ） ＋ Δ f （x（k） ）T （x － x（k） ） ＋
１
２
（x － x（k） ）T

Δ
２ f （x（k） ）（x － x（k） ） ，

其中Δ
２ f （x（k） ）是 f （x）在 x（k）处的 Hesse矩阵 ．为求 矱（x）的平稳点 ，令

Δ 矱（x） ＝ 0 ，

即

Δ f （x（k） ） ＋ Δ
２ f （x（k） ）（x － x（k） ） ＝ 0 ． （１０ ．２ ．１）

设Δ
２ f （x（k） ）可逆 ，由（１０ ．２ ．１）式得到牛顿法的迭代公式

x（k＋ １） ＝ x（k） － Δ
２ f （x（k） ）－１

Δ f （x（k） ） ， （１０ ．２ ．２）

其中Δ
２ f （x（k） ）－ １是 Hesse矩阵Δ

２ f （x（k） ）的逆矩阵 ．这样 ，知道 x（k）后 ，算出在这一点处目

标函数的梯度和 Hesse矩阵的逆 ，代入（１０ ．２ ．２）式 ，便得到后继点 x（k ＋ １）
，用 k ＋ １代替 k ，

再用（１０ ．２ ．２）式计算 ，又得到 x（k ＋ １）的后继点 ．依此类推 ，产生序列｛x（k） ｝ ．在适当的条件

下 ，这个序列收敛 ．

定理 10 ．2 ．1 　设 f （x）为二次连续可微函数 ，x ∈ Rn
，珔x满足Δ f （珔x）＝ 0 ，且Δ

２ f （珔x）－ １存

在 ．又设初点 x（１）充分接近 珔x ，使得存在 k１ ，k２ ＞ ０ ，满足 k１ k２ ＜ １ ，且对每一个

x ∈ X ＝ ｛x | ‖ x － 珔x ‖ ≤ ‖ x（１） － 珔x ‖ ｝ ，

有

‖ Δ
２ f （x）－１

‖ ≤ k１ ， （１０ ．２ ．３）

‖ Δ f （珔x） － Δ f （x） － Δ
２ f （x）（珔x － x） ‖

‖ 珔x － x ‖ ≤ k２ ． （１０ ．２ ．４）

则牛顿法产生的序列收敛于 珔x ．

证明 　根据（１０ ．２ ．２）式 ，牛顿算法映射定义为

A（x） ＝ x － Δ
２ f （x）－１

Δ f （x） ． （１０ ．２ ．５）

定义解集合 Ω ＝ ｛珔x｝ ，令函数 α（x）＝ ‖ x － 珔x ‖ ．

下面证明 α（x）是关于解集合 Ω和算法 A 的下降函数 ．
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令 x ∈ X ，且 x ≠ 珔x ，又令 y ∈ A（x） ．根据算法 A 的定义及Δ f （珔x）＝ 0的假设 ，可以得到

y － 珔x ＝ x － Δ
２ f （x）－１

Δ f （x） － 珔x
＝ （x － 珔x） － Δ

２ f （x）－１
［Δ f （x） － Δ f （珔x）］

＝ Δ
２ f （x）－１

［Δ f （珔x） － Δ f （x） － Δ
２ f （x）（珔x － x）］ ． （１０ ．２ ．６）

考虑到（１０ ．２ ．３）式和（１０ ．２ ．４）式 ，由（１０ ．２ ．６）式又可得到

‖ y － 珔x ‖ ≤ ‖ Δ
２ f （x）－１

‖ ‖ Δ f （珔x） － Δ f （x） － Δ
２ f （x）（珔x － x） ‖

≤ k１ k２ ‖ 珔x － x‖ ＜ ‖ 珔x － x ‖ ． （１０ ．２ ．７）

由此可知 α（x）为下降函数 ．

由（１０ ．２ ．７）式又知 ，y ∈ X ，故迭代产生的序列｛x（k） ｝ 炒 X ．根据定义知 X 为紧集 ，因此

迭代产生的序列含于紧集 ．

此外 ，算法映射 A 在紧集 X 上是闭的 ．

综上分析 ，根据定理 ８ ．２ ．１ ，迭代产生的序列｛x（k） ｝必收敛于 珔x ．

例 10 ．2 ．1 　用牛顿法求解下列问题 ：

min 　 （x１ － １）
４
＋ x２２ ．

　 　解 　取初点 x（１） ＝ （０ ，１）
T
．在点 x处 ，目标函数 f （x）＝ （x１ － １）

４
＋ x２２ 的梯度和 Hesse

矩阵分别为

Δ f （x） ＝
４（x１ － １）

３

２ x２
　 和 　 Δ

２ f （x） ＝
１２（x１ － １）

２
　 ０

　 　 ０ 　 　 　 ２
．

　 　第 １次迭代 ．

Δ f （x（１） ） ＝
－ ４

２
，　 Δ

２ f （x（１） ） ＝
１２ 　 ０

０ 　 ２
，

x（２） ＝ x（１） － Δ
２ f （x（１） ）－１

Δ f （x（１） ） ＝
０

１
－

１２ 　 ０

０ 　 ２

－１
－ ４

２
＝

１
３

０

．

　 　第 ２次迭代 ．

Δ f （x（２） ） ＝
－
３２
２７

０

，　 Δ
２ f （x（２） ） ＝

４８
９

　 ０

０ 　 ２

，

x（３） ＝ x（２） － Δ
２ f （x（２） ）－１

Δ f （x（２） ） ＝

１
３

０

－

４８
９

　 ０

０ 　 ２

－１

－
３２
２７

０

　 ＝

１
３

０

－
－

２
９

０

＝

５
９

０

．

　 　继续迭代下去 ，得到
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x（４） ＝

１９
２７

０

，　 x（５） ＝

６５
８１

０

，⋯ ．

问题的最优解是 珔x＝ （１ ，０）
T
．从迭代进展情况看 ，牛顿法收敛比较快 ．

实际上 ，当牛顿法收敛时 ，有下列关系 ：

‖ x（k＋ １） － 珔x ‖ ≤ c ‖ x（k） － 珔x ‖ ２
． （１０ ．２ ．８）

其中 c是某个常数 ．因此 ，牛顿法至少 ２级收敛 ，参见文献［２４］ ．可见牛顿法的收敛速率是

很快的 ．

特别地 ，对于二次凸函数 ，用牛顿法求解 ，经 １次迭代即达极小点 ．

设有二次凸函数

f （x） ＝
１
２
xT Ax ＋ bT x ＋ c ， （１０ ．２ ．９）

其中 A是对称正定矩阵 ．

我们先用极值条件求解 ．令

Δ f （x） ＝ Ax ＋ b ＝ 0 ，

得到最优解

珔x ＝ － A－１ b ．
　 　下面用牛顿法求解 ．任取初始点 x（１） ，根据牛顿法的迭代公式（１０ ．２ ．２）则有

x（２） ＝ x（１） － A－１
Δ f （x（１） ） ＝ x（１） － A－１

（Ax（１）
＋ b） ＝ － A－１ b ．

显然 ，x（２） ＝ 珔x ．即 １次迭代达到极小点 ．

以后还会遇到一些算法 ，把它们用于二次凸函数时 ，类似于牛顿法 ，经有限次迭代必

达到极小点 ．这种性质称为二次终止性 ．

值得注意 ，当初始点远离极小点时 ，牛顿法可能不收敛 ．原因之一 ，牛顿方向

d ＝ － Δ
２ f （x）－１

Δ f （x）
不一定是下降方向 ，经迭代 ，目标函数值可能上升 ．此外 ，即使目标函数值下降 ，得到的点

x（k ＋ １）也不一定是沿牛顿方向的最好点或极小点 ．因此 ，人们对牛顿法进行修正 ，提出了阻

尼牛顿法 ．

10 ．2 ．2 　阻尼牛顿法
阻尼牛顿法与原始牛顿法的区别在于增加了沿牛顿方向的一维搜索 ，其迭代公式是

x（k＋ １） ＝ x（k） ＋ λkd（k）
， （１０ ．２ ．１０）

其中 d（k） ＝ － Δ
２ f （x（k） ）－ １

Δ f （x（k） ）为牛顿方向 ，λk 是由一维搜索得到的步长 ，即满足

f （x（k） ＋ λkd（k）
） ＝ min

λ
f （x（k） ＋ λd（k）

） ．

　 　阻尼牛顿法的计算步骤如下 ：
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（１）给定初始点 x（１） ，允许误差 ε＞ ０ ，置 k ＝ １ ．

（２）计算Δ f （x（k） ） ，Δ
２ f （x（k） ） － １

．

（３）若 ‖ Δ f （x（k） ） ‖ ＜ ε ，则停止迭代 ；否则 ，令

d（k） ＝ － Δ
２ f （x（k） ）－１

Δ f （x（k） ） ．

　 　 （４）从 x（k）出发 ，沿方向 d（k）作一维搜索 ，

min
λ

　 f （x（k） ＋ λd（k）
） ＝ f （x（k） ＋ λkd（k）

） ，

令 x（k ＋ １）
＝ x（k） ＋ λkd（k）

．

（５）置 k∶＝ k ＋ １ ，转步骤（２） ．

由于阻尼牛顿法含有一维搜索 ，因此每次迭代目标函数值一般有所下降（绝不会上

升） ．可以证明 ，阻尼牛顿法在适当的条件下具有全局收敛性 ，且为 ２级收敛 ．

10 ．2 ．3 　牛顿法的进一步修正
原始牛顿法和阻尼牛顿法虽然不同 ，但有共同缺点 ．一是可能出现 Hesse矩阵奇异

的情形 ，因此不能确定后继点 ；二是即使Δ
２ f （x）非奇异 ，也未必正定 ，因而牛顿方向不一

定是下降方向 ，这就可能导致算法失效 ．

例 10 ．2 ．2 　用阻尼牛顿法求解下列问题 ：

min 　 f （x）
def

x４１ ＋ x１ x２ ＋ （１ ＋ x２ ）２ ．

　 　取初始点 x（１） ＝ （０ ，０）
T
．在点 x（１）处 ，函数的梯度和 Hesse矩阵分别为

Δ f （x（１） ） ＝
０

２
，　 Δ

２ f （x（１） ） ＝
０ 　 １

１ 　 ２
，

牛顿方向

d（１） ＝ － Δ
２ f （x（１） ）－１

Δ f （x（１） ） ＝ －
０ 　 １

１ 　 ２

－１
０

２
＝

－ ２

０
．

从 x（１）出发 ，沿 d（１）作一维搜索 ．令

φ（λ） ＝ f （x（１） ＋ λd（１）
） ＝ １６λ

４
＋ １ ，

φ′（λ） ＝ ６４λ
３
＝ ０ ，

则

λ１ ＝ ０ ．

　 　显然 ，用阻尼牛顿法不能产生新点 ，而点 x（１） ＝ （０ ，０）
T 并不是问题的极小点 ．可见从

x（１）出发 ，用阻尼牛顿法求不出问题的极小点 ，原因在于 Hesse矩阵Δ
２ f （x（１） ）非正定 ．

为使牛顿法从任一点开始均能产生收敛于解集合的序列｛x（k） ｝ ，而要做进一步修正 ．

人们在这方面做了不少工作 ，共同的着眼点在于克服 Hesse矩阵非正定的困难 ．下面简

介修正牛顿方法的一般策略 ．
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我们考虑（１０ ．２ ．１）式 ，记搜索方向 d（k） ＝ x － x（k）由此得到
Δ

２ f （x（k） ）d（k） ＝ － Δ f （x（k） ） ． （１０ ．２ ．１１）

阻尼牛顿法所用搜索方向是上述方程的解 ：

d（k） ＝ － Δ
２ f （x（k） ）－１

Δ f （x（k） ） ， （１０ ．２ ．１２）

这里假设逆矩阵Δ
２ f （x（k） ）－ １存在 ．

解决 Hesse矩阵Δ
２ f （x（k） ）非正定问题的基本思想是 ，修正Δ

２ f （x（k） ） ，构造一个对称

正定矩阵 Gk ，在方程（１０ ．２ ．１１）中 ，用 Gk 取代矩阵Δ
２ f （x（k） ） ，从而得到方程

Gkd（k）
＝ － Δ f （x（k） ） ， （１０ ．２ ．１３）

解此方程 ，得到在点 x（k）处的下降方向
d（k） ＝ － G －１

k Δ f （x（k） ） ， （１０ ．２ ．１４）

再沿此方向作一维搜索 ．

构造矩阵 Gk 的方法之一是令

Gk ＝ Δ
２ f （x（k） ） ＋ εk I ， （１０ ．２ ．１５）

其中 I是 n阶单位矩阵 ，εk 是一个适当的正数 ．根据 Gk 的定义 ，只要 εk 选择得合适 ，Gk 就

是对称正定矩阵 ．事实上 ，如果 αk 是Δ
２ f （x（k） ）的特征值 ，那么 αk ＋ εk 就是 Gk 的特征值 ，

只要 εk ＞ ０取得足够大 ，Gk 的特征值便均为正数 ，从而保证了 Gk 的正定性 ．

值得注意 ，当 x（k）为鞍点时 ，有

Δ f （x（k） ） ＝ 0 　 及 　 Δ
２ f （x（k） ）不定 ，

因此（１０ ．２ ．１３）式不能使用 ．这时 ，d（k）可取为负曲率方向 ，即满足

d（k）T Δ
２ f （x（k） ）d（k） ＜ ０

的方向 ．当Δ
２ f （x（k） ）不定时 ，这样的方向必定存在 ，而且沿此方向进行一维搜索必能使目

标函数值下降 ．

其他修正算法 ，可参见文献［２０ ，２１］ ．

可以证明 ，修正牛顿法是收敛的 ．

10 ．3 　共轭梯度法
10 ．3 ．1 　共轭方向
　 　我们曾经指出 ，无约束最优化方法的核心问题是选择搜索方向 ．在这一节 ，我们讨论

基于共轭方向的一种算法 ———共轭梯度法 ．为此先引入共轭方向的概念 ．

定义 10 ．3 ．1 　设 A是 n × n对称正定矩阵 ，若Rn中的两个方向 d（１）和 d（２）满足
d（１）T Ad（２）

＝ ０ ， （１０ ．３ ．１）

则称这两个方向关于 A共轭 ，或称它们关于 A正交 ．
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若 d（１） ，d（２） ，⋯ ，d（k）是Rn中 k个方向 ，它们两两关于 A共轭 ，即满足

d（ i）T Ad（ j）
＝ ０ ，　 i ≠ j ；i ，j ＝ １ ，⋯ ，k ， （１０ ．３ ．２）

则称这组方向是 A共轭的 ，或称它们为 A的 k个共轭方向 ．

在上述定义中 ，如果 A为单位矩阵 ，则两个方向关于 A共轭等价于两个方向正交 ．因

此共轭是正交概念的推广 ．实际上 ，如果 A是一般的对称正定矩阵 ，d（ i）和 d（ j）关于 A共
轭 ，也就是方向 d（ i）与方向 Ad（ j）正交 ．

现在 ，我们以正定二次函数为例 ，来观察两个方向关于矩阵 A共轭的几何意义 ．

设有二次函数

f （x） ＝
１
２
（x － 珔x）T A（x － 珔x） ， （１０ ．３ ．３）

其中 A是 n × n对称正定矩阵 ，珔x是一个定点 ．函数 f （x）的等值面
１
２
（x － 珔x）T A（x － 珔x） ＝ c

是以 珔x为中心的椭球面 ．由于

Δ f （珔x） ＝ A（珔x － 珔x） ＝ 0 ，

A正定 ，因此 珔x是 f （x）的极小点 ．

设 x（１）是在某个等值面上的一点 ，该等值面在点 x（１）处的法向量
Δ f （x（１） ） ＝ A（x（１） － 珔x） ．

又设 d（１）是这个等值面在 x（１）处的一个切向量 ．记作

d（２） ＝ 珔x － x（１） ．

图 　 １０ ．３ ．１

自然 ，d（１）与Δ f （x（１） ）正交 ，即 d（１）T Δ f （x（１） ） ＝ ０ ，因此有

d（１）T Ad（２）
＝ ０ ，

即等值面上一点处的切向量与由这一点指向极小点的

向量关于 A共轭（如图 １０ ．３ ．１所示） ．

由此可知 ，极小化（１０ ．３ ．３）式所定义的二次函数 ，

若依次沿着 d（１）和 d（２）进行一维搜索 ，则经两次迭代必

达到极小点 ．

下面给出共轭方向的一些重要性质 ．

定理 10 ．3 ．1 　 设 A是 n 阶对称正定矩阵 ，d（１） ，

d（２） ，⋯ ，d（k）是 k个 A共轭的非零向量 ，则这个向量组

线性无关 ．

证明 　设存在数 α１ ，α２ ，⋯ ，αk ，使得

∑
k

j ＝ １

αj d（ j）
＝ 0 ， （１０ ．３ ．４）
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上式两端左乘 d（ i）T A ，根据向量组关于 A共轭的假设 ，得到

αid（ i）T Ad（ i）
＝ ０ ． （１０ ．３ ．５）

由于 A是正定矩阵 ，d（ i）是非零向量 ，因此在（１０ ．３ ．５）式中 ，d（ i）T Ad（ i） ＞ ０ ，从而得出

αi ＝ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，k ，

因此 d（１） ，d（２） ，⋯ ，d（k）线性无关 ．

根据向量组共轭的概念和定理 １０ ．３ ．１ ，能够证明下列重要定理 ．

定理 10 ．3 ．2（扩张子空间定理） 　设有函数

f （x） ＝
１
２
xT Ax ＋ bT x ＋ c ，

其中 A是 n阶对称正定矩阵 ，d（１） ，d（２） ，⋯ ，d（k）是 A共轭的非零向量 ．以任意的 x（１） ∈ Rn为

初始点 ，依次沿 d（１） ，d（２） ，⋯ ，d（k）进行一维搜索 ，得到点 x（２） ，x（３） ，⋯ ，x（k ＋ １）
，则 x（k ＋ １）是函

数 f （x）在线性流形
x（１） ＋ Bk

上的惟一极小点 ．特别地 ，当 k ＝ n时 ，x（n＋ １）是函数 f （x）在Rn上的惟一极小点 ．其中

Bk ＝ x x ＝ ∑
k

i ＝ １

λid（ i）
，λi ∈ （－ ∞ ，＋ ∞ ）

是 d（１） ，d（２） ，⋯ ，d（k）生成的子空间 ．

证明 　由于 f （x）是严格凸函数 ，因此要证明 x（k ＋ １）是函数 f （x）在线性流形 x（１） ＋ Bk

上的惟一极小点 ，只需证明在点 x（k ＋ １）处 ，函数的梯度Δ f （x（k ＋ １）
）与子空间 Bk 正交 ．

我们用归纳法证明Δ f （x（k ＋ １）
） ⊥ Bk ．为书写方便 ，以后在不致混淆的情况下 ，我们用

gj 表示函数 f （x）在 x（ j）处的梯度 ，即

gj ＝ Δ f （x（ j） ） ． （１０ ．３ ．６）

证明 gk ＋ １ ⊥ Bk ，对 k归纳 ．

当 k ＝ １时 ，由一维搜索定义知 g２ ⊥ B１ ．

假设 k ＝ m＜ n时 ，gm ＋ １ ⊥ Bm ，我们来证明 gm ＋ ２ ⊥ Bm ＋ １ ．由二次函数梯度的表达式和

点 x（k ＋ １）的定义 ，有

gm＋ ２ ＝ Ax（m＋ ２）
＋ b ＝ A（x（m＋ １）

＋ λm＋ １ d（m＋ １）
） ＋ b

＝ gm＋ １ ＋ λm＋ １ Ad（m＋ １）
， （１０ ．３ ．７）

利用上式可把 d（ i）和 gm ＋ ２的内积写成

d（ i）T gm＋ ２ ＝ d（ i）T gm＋ １ ＋ λm＋ １ d（ i）T Ad（m＋ １）
． （１０ ．３ ．８）

当 i＝ m ＋ １时 ，由一维搜索定义可知

d（m＋ １）T gm＋ ２ ＝ ０ ． （１０ ．３ ．９）

当 １ ≤ i ＜ m ＋ １时 ，由归纳法假设 ，有

d（ i）T gm＋ １ ＝ ０ ． （１０ ．３ ．１０）
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由于 d（１） ，⋯ ，d（m ＋ １）关于 A共轭 ，因此有

d（ i）T Ad（m＋ １）
＝ ０ ． （１０ ．３ ．１１）

由（１０ ．３ ．８）式至（１０ ．３ ．１１）式可知

d（ i）T gm＋ ２ ＝ ０ ，

即

gm＋ ２ ⊥ Bm＋ １ ．

　 　根据以上证明 ，x（k ＋ １）是 f （x）在 x（１） ＋ Bk 上的极小点 ．由于 f （x）是严格凸函数 ，因此

点 x（k ＋ １）必是此流形上的惟一极小点 ．

当 k＝ n时 ，d（１） ，d（２） ，⋯ ，d（n）是Rn的一组基 ，此时必有 gn＋ １ ＝ 0 ，这是显然的 ．如果 gn ＋ １ ≠

0 ，则有

gn＋ １ ＝ α１ d（１） ＋ ⋯ ＋ αnd（n）
，

等号两端左乘 gTn ＋ １ ，则等号左端大于零 ，等号右端等于零 ，这是不可能的 ．由于 gn＋ １ ＝ 0 ，因

此 x（n＋ １）是函数 f （x）在Rn上的惟一极小点 ．

推论 　在定理 １０ ．３ ．２的条件下 ，必有

gT
k＋ １ d（ j） ＝ ０ ，　 " j ≤ k ．

　 　上述定理表明 ，对于二次凸函数 ，若沿一组共轭方向（非零向量）搜索 ，经有限步迭代

必达到极小点 ．这是一种极好的性质 ，下面将根据这种性质构造一些具有二次终止性的

算法 ．

10 ．3 ．2 　共轭梯度法
共轭梯度法最初由 Hesteness和 Stiefel于 １９５２年为求解线性方程组而提出 ．后来 ，

人们把这种方法用于求解无约束最优化问题 ，使之成为一种重要的最优化方法 ．

下面 ，重点介绍 Fletcher唱Reeves共轭梯度法 ，简称 FR法 ．

共轭梯度法的基本思想是把共轭性与最速下降方法相结合 ，利用已知点处的梯度构

造一组共轭方向 ，并沿这组方向进行搜索 ，求出目标函数的极小点 ．根据共轭方向的基本

性质 ，这种方法具有二次终止性 ．

首先讨论对于二次凸函数的共轭梯度法 ，然后再把这种方法推广到极小化一般函数

的情形 ．

考虑问题

min 　 f （x）
def １

２
xT Ax ＋ bT x ＋ c ， （１０ ．３ ．１２）

其中 x ∈ Rn
，A是对称正定矩阵 ，c是常数 ．

具体求解方法如下 ：

首先 ，任意给定一个初始点 x（１） ，计算出目标函数 f （x）在这点的梯度 ，若 ‖ g１ ‖ ＝ ０ ，
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则停止计算 ；否则 ，令

d（１） ＝ － Δ f （x（１） ） ＝ － g１ ． （１０ ．３ ．１３）

沿方向 d（１）搜索 ，得到点 x（２） ．计算在 x（２）处的梯度 ，若 ‖ g２ ‖ ≠ ０ ，则利用 － g２ 和 d（１）构造
第 ２个搜索方向 d（２） ，再沿 d（２）搜索 ．

一般地 ，若已知点 x（k）和搜索方向 d（k） ，则从 x（k）出发 ，沿 d（k）进行搜索 ，得到

x（k＋ １） ＝ x（k） ＋ λkd（k）
， （１０ ．３ ．１４）

其中步长 λk 满足

f （x（k） ＋ λkd（k）
） ＝ min f （x（k） ＋ λd（k）

） ．

此时可求出 λk 的显式表达 ．令

φ（λ） ＝ f （x（k） ＋ λd（k）
） ，

求 φ（λ）的极小点 ，令

φ′（λ） ＝ Δ f （x（k＋ １） ）T d（k） ＝ ０ ． （１０ ．３ ．１５）

根据二次函数的梯度的表达式 ，（１０ ．３ ．１５）式即

（Ax（k＋ １）
＋ b）T d（k） ＝ ０ ，

［A（x（k） ＋ λkd（k）
） ＋ b］T d（k） ＝ ０ ，

［gk ＋ λkAd（k）
］
T d（k） ＝ ０ ． （１０ ．３ ．１６）

由（１０ ．３ ．１６）式得到

λk ＝ －
gTk d（k）

d（k）T Ad（k） ． （１０ ．３ ．１７）

　 　计算 f （x）在 x（k ＋ １）处的梯度 ．若 ‖ gk ＋ １ ‖ ＝ ０ ，则停止计算 ；否则 ，用 － gk ＋ １和 d（k）构造
下一个搜索方向 d（k ＋ １）

，并使 d（k ＋ １）和 d（k）关于 A共轭 ．按此设想 ，令

d（k＋ １） ＝ － gk＋ １ ＋ βkd（k）
， （１０ ．３ ．１８）

上式两端左乘 d（k）T A ，并令

d（k）T Ad（k＋ １）
＝ － d（k）T Agk＋ １ ＋ βkd（k）T Ad（k）

＝ ０ ，

由此得到

βk ＝
d（k）T Agk＋ １

d（k）T Ad（k） ． （１０ ．３ ．１９）

　 　再从 x（k ＋ １）出发 ，沿方向 d（k ＋ １）搜索 ．

综上分析 ，在第 １ 个搜索方向取负梯度的前提下 ，重复使用公式 （１０ ．３ ．１４ ） ，

（１０ ．３ ．１７） ，（１０ ．３ ．１８）和（１０ ．３ ．１９） ，就能伴随计算点的增加 ，构造出一组搜索方向 ．下面

将要证明 ，这组方向是关于 A 共轭的 ．因此 ，上述方法具有二次终止性 ．

定理 10 ．3 ．3 　对于正定二次函数（１０ ．３ ．１２） ，具有精确一维搜索的 FR法在 m ≤ n次
一维搜索后即终止 ，并且对所有 i（１ ≤ i ≤ m） ，下列关系成立 ：

（１） d（ i）T Ad（ j）
＝ ０（ j ＝ １ ，２ ，⋯ ，i － １） ．
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（２） gTi g j ＝ ０ （ j ＝ １ ，２ ，⋯ ，i － １） ．

（３） gTi d（ i）
＝ － gT

i g i （蕴含 d（ i） ≠ 0） ．

证明 　显然 m ≥ １ ．现在用归纳法证明上述三个关系 ．对 i归纳 ．

当 i ＝ １时 ，由于 d（１） ＝ － g１ ，因此关系（３）成立 ．当 i ＝ ２时 ，关系（１）和（２）成立 ，从而

关系（３）也成立 ．

设对某个 i ＜ m ，这些关系均成立 ，我们证明对于 i＋ １也成立 ．

先证关系（２） ．由迭代公式

x（ i＋ １） ＝ x（ i） ＋ λid（ i）
，

两端左乘 A ，再加上 b ，得到

gi＋ １ ＝ gi ＋ λiAd（ i）
， （１０ ．３ ．２０）

其中 λi 由（１０ ．３ ．１７）式确定 ，即

λi ＝ －
gT

i d（ i）

d（ i）T Ad（ i） ＝
gT

i g i

d（ i）T Ad（ i） ≠ ０ ． （１０ ．３ ．２１）

考虑到（１０ ．３ ．２０）式和（１０ ．３ ．１８）式 ，则有

gT
i＋ １ gj ＝ ［gi ＋ λiAd（ i）

］
T gj ＝ gT

i g j ＋ λid（ i）T A（－ d（ j） ＋ βj －１ d（ j －１） ） （１０ ．３ ．２２）

（注意 ，当 j ＝ １时 ，上式应改写成 gT
i ＋ １ g１ ＝ gT

i g１ － λid（ i）T Ad（１） ） ．当 j ＝ i时 ，由归纳法假设

d（ i）T Ad（ i － １）
＝ ０ ，根据（１０ ．３ ．２１）式 ，

－ λid（ i）T Ad（ i）
＝ － gT

i g i ，

因此有

gTi＋ １ gi ＝ ０ ．

当 j ＜ i时 ，根据归纳法假设 ，（１０ ．３ ．２２）式等号右端各项均为零 ，因此 gTi＋ １ gj ＝ ０ ．

再证关系（１） ，运用（１０ ．３ ．１８）式和（１０ ．３ ．２０）式 ，则有

d（ i＋ １）T Ad（ j）
＝ （－ gi＋ １ ＋ βid（ i）

）
T Ad（ j）

＝ － gTi＋ １ gj＋ １ － gj

λj
＋ βid（ i）T Ad（ j）

．

当 j ＝ i时 ，把（１０ ．３ ．１９）式代入上式第 １个等号的右端 ，立即得到

d（ i＋ １）T Ad（ j）
＝ ０ ．

当 j ＜ i时 ，由前面已经证明的结论和归纳法假设 ，式中第 ２个等号右端显然为零 ，因此

d（ i＋ １）T Ad（ j）
＝ ０ ．

　最后证关系（３） ．易知

gTi＋ １ d（ i＋ １） ＝ gTi＋ １ （ － gi＋ １ ＋ βid（ i）
） ＝ － gTi＋ １ gi＋ １ ．

综上所证 ，对于 i ＋ １ ，三种关系也成立 ．

由上述证明可知 ，Fletcher唱Reeves共轭梯度法所产生的搜索方向 d（１） ，d（２） ，⋯ ，d（m）是

A共轭的 ，根据定理 １０ ．３ ．２ ，经有限步迭代必达极小点 ．

这里要着重指出 ，初始搜索方向选择最速下降方向（即 d（１） ＝ － Δ f （x（１） ））十分重要 ．

692 第 １０章 　使用导数的最优化方法



如果选择别的方向作为初始方向 ，其余方向均按 FR法构造 ，那么极小化正定二次函数

时 ，这样构造出来的一组方向并不能保证共轭性 ．

例 10 ．3 ．1 　考虑下列问题 ：

min 　 x２１ ＋
１
２

x２２ ＋
１
２

x２３ ．

　 　解 　取初始点和初始搜索方向分别为

x（１） ＝

１

１

１

　 和 　 d（１） ＝

－ １

－ ２

０

．

显然 ，d（１）不是目标函数在 x（１）处的最速下降方向 ．下面用 FR法构造两个搜索方向 ．

首先从 x（１）出发 ，沿方向 d（１）搜索 ，求步长 λ１ ，使它满足

f （x（１） ＋ λ１ d（１） ） ＝ min
λ

f （x（１） ＋ λd（１）
） ，

得到 λ１ ＝
２
３

．进而得出

x（２） ＝ x（１） ＋ λ１ d（１） ＝

１
３

－
１
３

１

，　 　 g２ ＝

２
３

－
１
３

１

．

令

d（２） ＝ － g２ ＋ β１ d（１） ，

根据（１０ ．３ ．１９）式 ，有

β１ ＝
d（１）T Ag２

d（１）T Ad（１） ＝
－

２
３
６

＝ －
１
９

，

因此

d（２） ＝ －

２
３

－
１
３

１

－
１
９

－ １

－ ２

０

＝

－
５
９

５
９

－ １

．

　 　再从 x（２）出发 ，沿 d（２）搜索 ．求步长 λ２ ：

min
λ

　 f （x（２） ＋ λd（２）
） ，

求得 λ２ ＝
２１
２６

，从而得到

792１０ ．３ 　共轭梯度法



x（３） ＝ x（２） ＋ λ２ d（２） ＝

－
９
７８

９
７８

５
２６

，　 g３ ＝

－
１８
７８

９
７８

５
２６

．

令

d（３） ＝ － g３ ＋ β２ d（２） ．

利用（１０ ．３ ．１９）式算出

β２ ＝
d（２）T Ag３

d（２）T Ad（２） ＝
４５
６７６

，

因此 ，第 ３个搜索方向是

d（３） ＝ －

－
１８
７８

９
７８

５
２６

＋
４５
６７６

－
５
９

５
９

－ １

＝
１
６７６

１３１

－ ５３

－ １７５

．

　 　容易验证 ，d（１）与 d（２）关于 A共轭 ，d（２）与 d（３）也关于 A共轭 ．但是 ，d（１）与 d（３）不共轭 ，

因此 d（１） ，d（２） ，d（３）不是关于 A共轭的 ．在 FR法中 ，初始搜索方向必须取最速下降方向 ，

这一点绝不可忽视 ．

我们还可以证明 ，对于正定二次函数 ，运用 FR法时 ，不作矩阵运算就能求出因子 βi ．

定理 10 ．3 ．4 　对于正定二次函数 ，FR法中因子 βi 具有下列表达式 ：

βi ＝
‖ gi＋ １ ‖

２

‖ gi ‖
２ ，　 i ≥ １ ，　 gi ≠ 0 ．

　 　证明 　利用已有知识 ，直接推导得

βi ＝
d（ i）T Ag i＋ １

d（ i）T Ad（ i） ＝
gTi＋ １ A（x（ i＋ １） － x（ i） ）／λi

d（ i）T A（x（ i＋ １） － x（ i） ）／λi

＝
gTi＋ １ （gi＋ １ － gi ）

d（ i）T （gi＋ １ － gi ）
＝

‖ gi＋ １ ‖
２

－ d（ i）T gi
． （１０ ．３ ．２３）

根据定理 １０ ．３ ．３ ，d（ i）T gi ＝ － ‖ gi ‖
２

，因此

βi ＝
‖ gi＋ １ ‖

２

‖ gi ‖
２ ． （１０ ．３ ．２４）

　 对于二次凸函数 ，FR法的计算步骤如下 ：

（１）给定初始点 x（１） ，置 k ＝ １ ．

（２）计算 gk ＝ Δ f （x（k） ） ，若 ‖ gk ‖ ＝ ０ ，则停止计算 ，得点 珔x ＝ x（k） ；否则 ，进行下一步 ．
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（３）构造搜索方向 ，令

d（k） ＝ － gk ＋ βk －１ d（k －１） ，

其中 ，当 k ＝ １时 ，βk － １ ＝ ０ ，当 k ＞ １时 ，按（１０ ．３ ．２４）式计算因子 βk － １ ．

（４）令

x（k＋ １） ＝ x（k） ＋ λkd（k）
，

其中按（１０ ．３ ．１７）式计算步长 λk ．

（５）若 k ＝ n ，则停止计算 ，得点 珔x ＝ x（k ＋ １）
；否则 ，置 k∶＝ k ＋ １ ，返回步骤（２） ．

例 10 ．3 ．2 　用 FR法求解下列问题 ：

min 　 f （x）
def

x２１ ＋ ２ x２２ ．

取初始点 x（１） ＝ （５ ，５）
T
．

解 　在点 x处 ，目标函数 f （x）的梯度是

Δ f （x） ＝
２ x１
４ x２

．

　 　第 １次迭代 ．令

d（１） ＝ － g１ ＝
－ １０

－ ２０
，

从 x（１）出发 ，沿方向 d（１）作一维搜索 ，得

λ１ ＝ －
gT
１ d（１）

d（１）T Ad（１） ＝

（－ １０ ，－ ２０）
－ １０

－ ２０

（－ １０ ，－ ２０）
２ 　 ０

０ 　 ４

－ １０

－ ２０

＝
５
１８

，

x（２） ＝ x（１） ＋ λ１ d（１） ＝
５

５
＋

５
１８

－ １０

－ ２０
＝

２０
９

－
５
９

．

　 　第 ２次迭代 ．在点 x（２）处 ，目标函数的梯度

g２ ＝

４０
９

－
２０
９

，

构造搜索方向 d（２） ．先计算因子 β１ ：

β１ ＝
‖ g２ ‖ ２

‖ g１ ‖ ２ ＝

４０
９

２

＋ －
２０
９

２

１０
２
＋ ２０

２ ＝
４
８１

．

令
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d（２） ＝ － g２ ＋ β１ d（１） ＝ －

４０
９

－
２０
９

＋
４
８１

－ １０

－ ２０
＝

１００
８１

－ ４

１
，

从 x（２）出发 ，沿方向 d（２）作一维搜索 ，得

λ２ ＝ －
gT２ d（２）

d（２）T Ad（２） ＝

－
２０
９

·
１００
８１

（２ ，－ １）
－ ４

１

１００
８１

２

（－ ４ ，１）
２ 　 ０

０ 　 ４

－ ４

１

＝
９
２０

，

x（３） ＝ x（２） ＋ λ２ d（２） ＝

２０
９

－
５
９

＋
９
２０

·
１００
８１

－ ４

１
＝

０

０
．

显然点 x（３）处目标函数的梯度 g２ ＝ （０ ，０）
T
，已达到极小点 x（３） ＝ （０ ，０）

T
．

此例验证了共轭梯度法的二次终止性 ．

10 ．3 ．3 　用于一般函数的共轭梯度法
前面介绍了用于二次函数的共轭梯度法 ，现在将这种方法加以推广 ，用于极小化任意

函数 f （x） ．推广后的共轭梯度法 ，与原来方法的主要差别是 ，步长 λk 不能再用（１０ ．３ ．１７）

式计算 ，必须用其他一维搜索方法来确定 ．此外 ，凡用到矩阵 A之处 ，需要用现行点处的

Hesse矩阵Δ
２ f （x（k） ） ．显然 ，用这种方法求任意函数的极小点 ，一般来说 ，用有限步迭代

是达不到的 ．迭代的延续可以采取不同的方案 ．一种是直接延续 ，即总是用（１０ ．３ ．１８）式构

造搜索方向 ；一种是把 n步作为一轮 ，每搜索一轮之后 ，取一次最速下降方向 ，开始下一

轮 ．这后一种策略称为“重新开始”或“重置” ．每 n次迭代后以最速下降方向重新开始的共
轭梯度法 ，有时称为传统的共轭梯度法 ．

下面给出 FR共轭梯度法的计算步骤 ：

（１）给定初始点 x（１） ，允许误差 ε＞ ０ ．置
y（１） ＝ x（１） ，　 d（１） ＝ － Δ f （y（１） ） ，　 k ＝ j ＝ １ ．

　 　 （２）若 ‖ Δ f （y（ j） ） ‖ ＜ ε ，则停止计算 ；否则 ，作一维搜索 ，求 λj ，满足

f （y（ j） ＋ λj d（ j）
） ＝ min

λ≥ ０
f （y（ j） ＋ λd（ j）

） ．

令

y（ j＋ １） ＝ y（ j） ＋ λj d（ j）
．

　 　 （３）如果 j ＜ n ，则进行步骤（４） ；否则 ，进行步骤（５） ．

（４）令 d（ j＋ １） ＝ － Δ f （y（ j＋ １） ） ＋ βj d（ j）
，其中

βj ＝
‖ Δ f （y（ j＋ １） ） ‖ ２

‖ Δ f （y（ j） ） ‖ ２ ．
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置 j ∶＝ j ＋ １ ，转步骤（２） ．

（５）令 x（k ＋ １）
＝ y（n＋ １）

，y（１） ＝ x（k ＋ １）
，d（１） ＝ － Δ f （y（１） ） ，置 j ＝ １ ，k∶＝ k ＋ １ ，转步骤（２） ．

这里还应指出 ，在共轭梯度法中 ，可以采用不同的公式计算因子 βj ．除了（１０ ．３ ．２４）式

外 ，还有以下几种常见的形式 ：

βj ＝
gT

j＋ １ （gj＋ １ － gj ）

gTj g j
； （１０ ．３ ．２５）

βj ＝
gT

j＋ １ （gj＋ １ － gj ）

d（ j）T （gj＋ １ － gj ）
； （１０ ．３ ．２６）

βj ＝
d（ j）T Δ

２ f （x（ j＋ １） ）gj＋ １

d（ j）T Δ
２ f （x（ j＋ １） ）d（ j） ． （１０ ．３ ．２７）

　 　 （１０ ．３ ．２５）式是由 Polak ，Ribiere和 Polyak 提出 ，使用这个公式的共轭梯度法 ，称为

PRP共轭梯度法 ．（１０ ．３ ．２６）式由 Sorenson和 Wolfe提出 ．（１０ ．３ ．２７）式由 Daniel提出 ．

当极小化正定二次函数 ，初始搜索方向取负梯度时 ，从（１０ ．３ ．２４）式到（１０ ．３ ．２７）式四个公

式是等价的 ．这一点由 FR法的推导过程显而易见 ．但是 ，用于一般函数时 ，得到的搜索方

向是不同的 ．有人认为 PRP方法优于 FR法 ．但据一些人的计算结果 ，几种方法彼此差别

并不很大 ，难以给出绝对的比较结论 ．

此外 ，运用共轭梯度法时应该注意 ，前面的讨论均假设采用精确的一维搜索 ，但是实

际计算中 ，精确一维搜索会带来一定的困难 ，需要付出较大代价 ，因此许多情形下采用不

精确的一维搜索 ．这样又会出现新的问题 ，按照（１０ ．３ ．１８）式构造的搜索方向可能不是下

降方向 ．事实上 ，我们用 gTk ＋ １左乘（１０ ．３ ．１８）式的等号两端时 ，得到

gTk＋ １ d（k＋ １） ＝ － gT
k＋ １ gk＋ １ ＋ βkgT

k＋ １ d（k） ． （１０ ．３ ．２８）

当采用精确一维搜索时 ，gk ＋ １与 d（k）正交 ，因此有

gT
k＋ １ d（k＋ １） ＝ － ‖ gk＋ １ ‖

２
＜ ０ ，

d（k ＋ １）是下降方向 ．而采用非精确一维搜索时 ，gk ＋ １与 d（k）不一定正交 ，可能出现

βkgT
k＋ １ d（k） ＞ ０ ，

并且导致 gTk ＋ １ d（k ＋ １）
＞ ０ ．这时 ，d（k ＋ １）是上升方向 ．

解决上述问题的方法之一 ，当 d（k ＋ １）不是下降方向时 ，以最速下降方向重新开始 ．然

而 ，这样做也有问题 ，当一维搜索比较粗糙时 ，这样的重新开始可能是大量的 ，因此会降低

计算效率 ．

还有一种方法 ，在计算过程中增加附加的检验 ．设 珔gk ＋ １ ，珔d（k ＋ １）
，珋βk 分别表示在检验点

x（k）
＋ αkd（k）处计算出来的 gk ＋ １ ，d（k ＋ １）

，βk ．如果满足

－ 珔gT
k＋ １ 珔d（k＋ １）

≥ σ‖ 珔gk＋ １ ‖ ‖ 珔d（k＋ １） ‖ ，

则取 αk 作为步长 λk ；否则 ，进行精确一维搜索 ，求最优步长 λk ．这里 σ是一个小的正数 ．
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10 ．3 ．4 　共轭梯度法的收敛性
前面已经证明 ，共轭梯度法具有二次终止性 ，即对正定二次函数经有限步迭代必达到

极小点 ．现在我们来证明 ，对于一般函数 ，共轭梯度法在一定条件下是收敛的 ．这里仅以

PRP方法为例 ，证明不作重新开始的 PRP方法的收敛性 ．

我们先证明 PRP方法是严格下降算法 ．

引理 10 ．3 ．5 　设 f （x）是Rn上连续可微实函数 ，PRP算法产生的序列为｛x（k） ｝ ，又设

在点 x（k）处 ，目标函数的梯度 gk ≠ 0 ，则

f （x（k＋ １） ） ＜ f （x（k） ） ．

　 　证明 　由算法定义 ，有

d（k） ＝ － gk ＋ βk －１ d（k －１） ， （１０ ．３ ．２９）

上式等号两端左乘 gT
k ，则

gTk d（k）
＝ － gT

k gk ＋ βk－１ gT
k d（k －１）

． （１０ ．３ ．３０）

由一维搜索定义可知

gTk d（k－１）
＝ ０ ，

因此 ，由（１０ ．３ ．３０）式得到

gTk d（k）
＝ － ‖ gk ‖

２
＜ ０ ．

故 d（k）是在 x（k）处的下降方向 ．由于

f （x（k＋ １） ） ＝ f （x（k） ＋ λkd（k）
） ＝ min

λ
f （x（k） ＋ λd（k）

） ，

因此必有

f （x（k＋ １） ） ＜ f （x（k） ） ．

　 　为给收敛性的证明作准备 ，我们给出并证明下列引理 ．

引理 10 ．3 ．6 　设 f 是Rn上的二次连续可微凸函数 ，对任意点 x^ ∈ Rn
，存在正数 m和

M ，使得当

x ∈ C ＝ ｛x | f （x） ≤ f （x^）｝
和 y ∈ Rn时 ，有

m ‖ y ‖ ２
≤ yT Δ ２ f （x）y ≤ M ‖ y ‖ ２

． （１０ ．３ ．３１）

取初始点 x（１） ∈ C ，x（k） ，d（k）和因子 βk 均由 PRP方法确定 ．则

‖ gk ‖ ≤ ‖ d（k） ‖ ≤
m ＋ M

m ‖ gk ‖ ， （１０ ．３ ．３２）

其中 gk ＝ Δ f （x（k） ） ．

证明 　在 PRP方法中 ，计算 βk － １的公式是

βk－１ ＝
（gk － gk －１ ）

T gk

gT
k－１ gk－１

，　 k ＞ １ ． （１０ ．３ ．３３）
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根据一维搜索定义 ，可知

gT
k d（k－１）

＝ ０ ，　 k ＞ １ ． （１０ ．３ ．３４）

又容易证明

gTk－１ gk－１ ＝ － gT
k－１ d（k－１） ，　 k ＞ １ ． （１０ ．３ ．３５）

利用（１０ ．３ ．３４）式和（１０ ．３ ．３５）式 ，可将（１０ ．３ ．３３）式写成

βk－１ ＝
（gk － gk －１ ）

T gk

（gk － gk －１ ）
T d（k－１） ，　 k ＞ １ ． （１０ ．３ ．３６）

把 g（x）在点 x（k － １）展开 ，则函数 f （x）在点 x（k）处的梯度 gk 可以表示为

gk ＝ gk－１ ＋ λk－１∫
１

０
Δ

２ f （x（k －１） ＋ t λk－１ d（k－１） ）d（k －１）d t ，
由此得出

gk － gk－１ ＝ λk－１∫
１

０
Δ

２ f （x（k －１） ＋ t λk－１ d（k－１） ）d（k －１）d t ． （１０ ．３ ．３７）

利用（１０ ．３ ．３７）式和（１０ ．３ ．３１）式 ，并考虑到对称矩阵 A的范数定义 ，即

‖ A ‖ ＝ sup
‖ x ‖ ＝ １

‖ Ax ‖ ＝ sup
‖ x ‖ ＝ １

xT Ax ，

以及凸函数的水平集 C为凸集 ，容易推出

| （gk － gk－１ ）
T gk | ＝ λk －１∫

１

０
d（k－１）T Δ

２ f （x（k－１） ＋ t λk－１ d（k －１） ）gkd t
≤ λk－１∫

１

０
‖ d（k －１） ‖ ‖ Δ

２ f （x（k－１） ＋ t λk－１ d（k－１） ）gk ‖ d t
≤ λk－１ ‖ d（k －１） ‖ M ‖ gk ‖ ． （１０ ．３ ．３８）

　 　利用（１０ ．３ ．３７）式和（１０ ．３ ．３１）式 ，并考虑 Hesse矩阵Δ
２ f （x）正定 ，又可推得

| （gk － gk－１ ）
T d（k－１） | ＝ λk－１∫

１

０
d（k －１） T

Δ
２ f （x（k－１） ＋ t λk－１ d（k－１） ）d（k－１）d t

≥ λk－１∫
１

０
m ‖ d（k－１） ‖ ２ d t

＝ λk－１ m ‖ d（k－１） ‖ ２
． （１０ ．３ ．３９）

　 　由（１０ ．３ ．３６）式 ，（１０ ．３ ．３８）式和（１０ ．３ ．３９）式可知

| βk －１ | ≤ M
m

‖ gk ‖

‖ d（k－１） ‖ ． （１０ ．３ ．４０）

　 　根据 PRP方法的规定 ，有

d（k） ＝ － gk ＋ βk －１ d（k －１） ，

利用三角不等式 ，并考虑到（１０ ．３ ．４０）式 ，则

‖ d（k） ‖ ≤ ‖ gk ‖ ＋ ‖ βk－１ d（k－１） ‖

≤ ‖ gk ‖ ＋
M
m

‖ gk ‖

‖ d（k－１） ‖ ‖ d（k －１） ‖
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＝ １ ＋
M
m ‖ gk ‖ ． （１０ ．３ ．４１）

　 　另一方面 ，由于

‖ d（k） ‖ ２
＝ ‖ － gk ＋ βk－１ d（k－１） ‖ ２

＝ － gT
k （－ gk ＋ βk －１ d（k－１） ） ＋ βk－１ d（k－１）T （－ gk ＋ βk－１ d（k－１） ）

＝ ‖ gk ‖
２
＋ β

２
k－１ ‖ d（k－１） ‖ ２

≥ ‖ gk ‖
２
，

因此有

‖ d（k） ‖ ≥ ‖ gk ‖ ． （１０ ．３ ．４２）

（１０ ．３ ．４１）式和（１０ ．３ ．４２）式表明定理结论成立 ．

下面给出并证明 PRP算法的收敛性定理 ．

定理 10 ．3 ．7 　设 f 是Rn上的二次连续可微凸函数 ，且（１０ ．３ ．３１）式成立 ，任取初始点

x（１） ∈ Rn
，水平集

Sα ＝ ｛x | f （x） ≤ f （x（１） ）｝ （１０ ．３ ．４３）

为紧集 ．则 PRP方法是严格下降算法 ，即当 x（k）处的梯度 gk ＝ Δ f （x（k） ） ≠ 0时 ，必有

f （x（k＋ １） ） ＜ f （x（k） ） ，　 k ＝ １ ，２ ，⋯ ， （１０ ．３ ．４４）

并且算法产生的序列或终止于或收敛于函数 f 在Rn上的惟一极小点 ．

证明 　引理 １０ ．３ ．５已经证明了 PRP方法是严格下降算法 ，这里只需证明定理的后

半部 ．设

gk ＝ Δ f （x（k） ） ≠ 0 ．

由（１０ ．３ ．３７）式 ，必有

（gk＋ １ － gk ）
T d（k） ＝ λk∫

１

０
d（k）T Δ

２ f （x（k） ＋ t λkd（k）
）d（k）d t ， （１０ ．３ ．４５）

由此得到

λk ＝
（gk＋ １ － gk ）

T d（k）

∫
１

０
d（k）T Δ

２ f （x（k） ＋ t λkd（k）
）d（k）d t ． （１０ ．３ ．４６）

由于

（gk＋ １ － gk ）
T d（k） ＝ － gTk d（k）

＝ － gTk （－ gk ＋ βk－１ d（k －１） ） ＝ ‖ gk ‖
２
，

以及

∫
１

０
d（k）T Δ

２ f （x（k） ＋ t λkd（k）
）d（k）d t ≤ M ‖ d（k） ‖ ２

，

并注意到（１０ ．３ ．４１）式 ，因此由（１０ ．３ ．４６）式可以得出

λk ≥
‖ gk ‖

２

M ‖ d（k） ‖ ２ ≥
m２

M（M ＋ m）２ ． （１０ ．３ ．４７）

　 　对于所有 λ^k ∈ ［０ ，λk ］ ，根据 Taylor定理有
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f （x（k） ＋ λ^kd（k）
） ＝ f （x（k） ） ＋ λ^kgT

k d（k）
＋

１
２
λ^
２
k d（k）T

Δ
２ f （ξ^ （k）

）d（k） ， （１０ ．３ ．４８）

ξ^
（k）是在 x（k）与 x（k） ＋ λ^kd（k）连线上的某一点 ．

由于 Sα 为凸集 ，必有ξ^
（k）

∈ Sα ，因此根据假设有

d（k）T Δ
２ f （ξ^ （k）

）d（k） ≤ M ‖ d（k） ‖ ２
．

此外 ，gTk d（k）
＝ － ‖ gk ‖

２
．于是由（１０ ．３ ．４８）式得到

f （x（k） ＋ λ^kd（k）
） ≤ f （x（k） ） － λ^k ‖ gk ‖

２
＋

１
２
λ^
２
k M ‖ d（k） ‖ ２

，

将（１０ ．３ ．４１）式代入上式 ，则

f （x（k） ＋ λ^kd（k）
） ≤ f （x（k） ） － λ^k ‖ gk ‖

２
＋

１
２
λ^
２
k
M （M ＋ m）

２

m２ ‖ gk ‖
２
．　 　（１０ ．３ ．４９）

由于 λ^k ∈ ［０ ，λk ］ ，根据（１０ ．３ ．４７）式 ，可令

λ^k ＝
m２

M（M ＋ m）２ ． （１０ ．３ ．５０）

由于

f （x（k＋ １） ） ＝ f （x（k） ＋ λkd（k）
） ＝ min

λ≥ ０
f （x（k） ＋ λd（k）

） ，

因此

f （x（k＋ １） ） ≤ f x（k） ＋
m２

M（M ＋ m）
２ d（k） ． （１０ ．３ ．５１）

由（１０ ．３ ．５１）式和（１０ ．３ ．４９）式可以推出

f （x（k＋ １） ） ≤ f （x（k） ） －
m２

M（M ＋ m）２ ‖ gk ‖
２
＋

m２

２M（M ＋ m）
２ ‖ gk ‖

２

＝ f （x（k） ） －
１
２

m２

M（M ＋ m）２ ‖ gk ‖
２
． （１０ ．３ ．５２）

由（１０ ．３ ．５２）式得出

‖ gk ‖
２
≤

２M（M ＋ m）２
m２ ［ f （x（k） ） － f （x（k＋ １） ）］ ． （１０ ．３ ．５３）

　 　由于 Sα 为紧集 ，｛x（k） ｝收敛到 Sα 中一点 珔x ，又由于 f （x）连续 ，在紧集 Sα 上有下界 ，因

此由（１０ ．３ ．５３）式推知

lim
k → ∞

‖ Δ f （x（k） ） ‖ ＝ ‖ Δ f （珔x） ‖ ＝ ０ ．

由于 f 是严格凸函数 ，因此由定理 ７ ．１ ．５可知 ，珔x是 f 在Rn上惟一的极小点 ．

关于共轭梯度法的收敛速率 ，Crowder和 Wolfe证明 ，一般来说 ，共轭梯度法的收敛

速率不坏于最速下降法 ．他们也证明了 ，不用标准初始方向 d（１） ＝ － Δ f （x（１） ）时 ，共轭梯度

法的收敛速率可能像线性速率那样慢 ．
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共轭梯度法的一个主要优点是存储量比较小 ．事实上 ，FR法只需存储 ３个 n维向量 ．

因此 ，求解变量多的大规模问题时 ，可用共轭梯度法 ．关于共轭梯度法的进一步研究 ，可参

见文献［２ ，２０ ，２１］ ．

10 ．4 　拟 牛 顿 法
10 ．4 ．1 　拟牛顿条件
　 　前面介绍了牛顿法 ，它的突出优点是收敛很快 ．但是 ，运用牛顿法需要计算二阶偏导

数 ，而且目标函数的 Hesse矩阵可能非正定 ．为了克服牛顿法的缺点 ，人们提出了拟牛顿

法 ．它的基本思想是用不包含二阶导数的矩阵近似牛顿法中的 Hesse矩阵的逆矩阵 ．由

于构造近似矩阵的方法不同 ，因而出现不同的拟牛顿法 ．经理论证明和实践检验 ，拟牛顿

法已经成为一类公认的比较有效的算法 ．

下面分析怎样构造近似矩阵并用它取代牛顿法中的 Hesse矩阵的逆 ．

前面已经给出牛顿法的迭代公式 ，即

x（k＋ １） ＝ x（k） ＋ λkd（k）
， （１０ ．４ ．１）

其中 d（k）是在点 x（k）处的牛顿方向 ，

d（k） ＝ － Δ
２ f （x（k） ）－１

Δ f （x（k） ） ， （１０ ．４ ．２）

λk 是从 x（k）出发沿牛顿方向搜索的最优步长 ．

为构造Δ
２ f （x（k） ）－ １的近似矩阵 Hk ，先分析Δ

２ f （x（k） ）－ １与一阶导数的关系 ．

设在第 k次迭代后 ，得到点 x（k ＋ １）
，我们将目标函数 f （x）在点 x（k ＋ １）展成 Taylor 级

数 ，并取二阶近似 ，得到

f （x） ≈ f （x（k＋ １） ） ＋ Δ f （x（k＋ １） ）T （x － x（k＋ １） ）

＋
１
２
（x － x（k＋ １） ）T

Δ
２ f （x（k＋ １） ）（x － x（k＋ １） ） ，

由此可知 ，在 x（k ＋ １）附近有

Δ f （x） ≈ Δ f （x（k＋ １） ） ＋ Δ
２ f （x（k＋ １） ）（x － x（k＋ １） ） ．

令 x＝ x（k） ，则

Δ f （x（k） ） ≈ Δ f （x（k＋ １） ） ＋ Δ
２ f （x（k＋ １） ）（x（k） － x（k＋ １） ） ．

记

p（k）
＝ x（k＋ １） － x（k） ， （１０ ．４ ．３）

q（k） ＝ Δ f （x（k＋ １） ） － Δ f （x（k） ） ， （１０ ．４ ．４）

则有

q（k） ≈ Δ
２ f （x（k＋ １） ）p（k）

． （１０ ．４ ．５）

又设 Hesse矩阵Δ
２ f （x（k ＋ １）

）可逆 ，则
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p（k）
≈ Δ

２ f （x（k＋ １） ）－１ q（k） ， （１０ ．４ ．６）

这样 ，计算出 p（k）和 q（k）后 ，可以根据（１０ ．４ ．６）式估计在 x（k ＋ １）处的 Hesse矩阵的逆 ．因此 ，

为了用不包含二阶导数的矩阵 Hk ＋ １取代牛顿法中的 Hesse矩阵Δ
２ f （x（k ＋ １）

）的逆矩阵 ，

有理由令 Hk ＋ １满足

p（k）
＝ Hk＋ １ q（k） ． （１０ ．４ ．７）

（１０ ．４ ．７）式有时称为拟牛顿条件 ．下面就来研究怎样确定满足这个条件的矩阵 Hk ＋ １ ．

10 ．4 ．2 　秩 1校正
当Δ

２ f （x（k） ）－ １是 n阶对称正定矩阵时 ，满足拟牛顿条件的矩阵 Hk 也应是 n阶对称
正定矩阵 ．构造这样近似矩阵的一般策略是 ，H１ 取为任意一个 n阶对称正定矩阵 ，通常选

择为 n阶单位矩阵 I ，然后通过修正 Hk 给出 Hk ＋ １ ．令

Hk＋ １ ＝ Hk ＋ ΔHk ， （１０ ．４ ．８）

其中 ΔHk 称为校正矩阵 ．

确定 ΔHk 的方法之一是 ，令

ΔHk ＝ αk z（k） （z（k） ）T
， （１０ ．４ ．９）

αk 是一个常数 ，z（k）是 n维列向量 ．这样定义的 ΔHk 是秩为 １的对称矩阵 ．z（k）的选择应使
（１０ ．４ ．７）式得到满足 ，令

p（k）
＝ Hk q（k）

＋ αk z（k） z（k）T q（k） ， （１０ ．４ ．１０）

由此得到

z（k） ＝
p（k）

－ Hkq（k）

αk z（k）T q（k） ． （１０ ．４ ．１１）

　 　另一方面 ，（１０ ．４ ．１０）式等号两端左乘 q（k）T ，经整理 ，得到

q（k）T （p（k） － Hkq（k）
） ＝ αk （z（k）T q（k） ）２ ． （１０ ．４ ．１２）

利用（１０ ．４ ．９）式 ，（１０ ．４ ．１１）式和（１０ ．４ ．１２）式把（１０ ．４ ．８）写成

Hk＋ １ ＝ Hk ＋
（p（k）

－ Hkq（k）
）（p（k） － Hkq（k）

）
T

q（k）T （p（k）
－ Hkq（k）

）
， （１０ ．４ ．１３）

（１０ ．４ ．１３）式即为秩 1校正公式 ．

利用秩 １校正极小化函数 f （x）时 ，在第 k次迭代中 ，令搜索方向

d（k） ＝ － Hk Δ f （x（k） ） ， （１０ ．４ ．１４）

然后沿 d（k）方向搜索 ，求步长 λk ，满足

f （x（k） ＋ λkd（k）
） ＝ min

λ≥ ０
f （x（k） ＋ λd（k）

） ，

从而确定出后继点

x（k＋ １） ＝ x（k） ＋ λkd（k）
． （１０ ．４ ．１５）

求出点 x（k ＋ １）处的梯度 Δ f （x（k ＋ １）
）以及 p（k）和 q（k） ，再利用（１０ ．４ ．１３）式计算 Hk ＋ １ ，并用
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（１０ ．４ ．１４）式求出在点 x（k ＋ １）出发的搜索方向 d（k ＋ １）
．依此类推 ，直至 ‖ Δ f （x（k） ） ‖ ＜ ε ，ε是

事先给定的允许误差 ．

上述方法在一定条件下是收敛的 ，并且具有二次终止性 ．这里不加证明 ，可参见文献

［２１ ，２２］ ．

运用秩 １校正 ，也存在一些困难 ．首先 ，仅当

q（k）T （p（k）
－ Hkq（k）

） ＞ ０

时 ，由（１０ ．４ ．１３）式得到的 Hk ＋ １才能确保正定性 ，而这一点是没有保证的 ．即使

q（k）T （p（k）
－ Hkq（k）

） ＞ ０ ，

由于舍入误差的影响 ，可能导致 ΔHk 无界 ，从而产生数值计算上的困难 ．因此这种方法有

某种局限性 ．

10 ．4 ．3 　 DFP算法
著名的 DFP方法是 Davidon首先提出 ，后来又被 Fletcher和 Powell改进的算法 ，又

称为变尺度法 ．在这种方法中 ，定义校正矩阵为

ΔHk ＝
p（k） p（k）T

p（k）T q（k） －
Hkq（k） q（k）T Hk

q（k）T Hkq（k） ． （１０ ．４ ．１６）

　 容易验证 ，这样定义校正矩阵 ΔHk ，得到的矩阵

Hk＋ １ ＝ Hk ＋
p（k） p（k）T

p（k）T q（k） －
Hkq（k） q（k）T Hk

q（k）T Hkq（k） ， （１０ ．４ ．１７）

满足拟牛顿条件（１０ ．４ ．７） ．（１０ ．４ ．１７）式称为 DFP公式 ．

DFP方法计算步骤如下 ：

（１）给定初始点 x（１） ∈ Rn
，允许误差 ε＞ ０ ．

（２）置 H１ ＝ In （单位矩阵） ，计算出在 x（１）处的梯度
g１ ＝ Δ f （x（１） ） ，

置 k ＝ １ ．

（３）令 d（k） ＝ － Hkgk ．

（４）从 x（k）出发 ，沿方向 d（k）搜索 ，求步长 λk ，使它满足

f （x（k） ＋ λkd（k）
） ＝ min

λ≥ ０
f （x（k） ＋ λd（k）

） ．

令

x（k＋ １） ＝ x（k） ＋ λkd（k）
．

　 　 （５）检验是否满足收敛准则 ，若

‖ Δ f （x（k＋ １） ） ‖ ≤ ε ，

则停止迭代 ，得到点 珔x ＝ x（k ＋ １）
；否则 ，进行步骤（６） ．

（６）若 k ＝ n ，则令 x（１） ＝ x（k ＋ １）
，返回步骤（２） ；否则 ，进行步骤（７） ．
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（７）令 gk ＋ １ ＝ Δ f （x（k ＋ １）
） ，p（k）

＝ x（k ＋ １）
－ x（k） ，q（k） ＝ gk ＋ １ － gk ．利用（１０ ．４ ．１７）式计算

Hk ＋ １ ，置 k∶＝ k ＋ １ ，返回步骤（３） ．

例 10 ．4 ．1 　用 DFP方法求解下列问题 ：

min 　 ２ x２１ ＋ x２２ － ４ x１ ＋ ２ ．

　 　解 　初始点及初始矩阵分别取为

x（１） ＝
２

１
，　 H１ ＝

１ 　 ０

０ 　 １
，

在点 x＝ （x１ ，x２ ）T 的梯度

g ＝
４（x１ － １）

２ x２ ．

　 　第 １次迭代 ．在点 x（１）处的梯度

g１ ＝
４

２
．

令搜索方向

d（１） ＝ － H１ g１ ＝
－ ４

－ ２
，

从 x（１）出发沿 d（１）作一维搜索 ：

min
λ≥ ０

　 f （x（１） ＋ λd（１）
） ，

得到 λ１ ＝
５
１８

．令

x（２） ＝ x（１） ＋ λ１ d（１） ＝
２

１
＋

５
１８

－ ４

－ ２
＝

８
９

４
９

，

g２ ＝

４
８
９

－ １

２ ·
４
９

＝

－
４
９

８
９

．

　 第 ２次迭代 ．

p（１） ＝ λ１ d（１） ＝

－
１０
９

－
５
９

，

q（１） ＝ g２ － g１ ＝

－
４０
９

－
１０
９

，
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计算矩阵

H２ ＝ H１ ＋
p（１） p（１）T

p（１）T q（１） －
H１ q（１） q（１）T H１

q（１）T H１ q（１）

＝
１ 　 ０

０ 　 １
＋

１
１８

４ 　 ２

２ 　 １
－

１
１７

１６ 　 ４

４ 　 １
＝

１
３０６

８６ － ３８

－ ３８ ３０５
．

令

d（２） ＝ － H２ g２ ＝ －
１
３０６

８６ － ３８

－ ３８ ３０５

－
４
９

８
９

＝
１２
５１

１

－ ４
．

　 　从 x（２）出发 ，沿方向 d（２）搜索 ：

min
λ≥ ０

　 f （x（２） ＋ λd（２）
） ，

得到 λ２ ＝
１７
３６

．令

x（３） ＝ x（２） ＋ λ２ d（２） ＝

８
９

４
９

＋
１７
３６

·
１２
５１

１

－ ４
＝

１

０
，

这时有

g３ ＝ Δ f （x（３） ） ＝
０

０
，

因此得到最优解

（x１ ，x２ ） ＝ （１ ，０） ．

　 　此例经两次搜索达到极小点 ，这不是偶然的 ．下面将要证明 ，DFP 方法具有二次终
止性 ．

10 ．4 ．4 　 DFP算法的正定性及二次终止性
我们先来证明 ，在一定条件下 ，DFP 方法构造出来的矩阵 Hk （k ＝ ２ ，３ ，⋯ ）均为对称

正定矩阵 ，即具有正定性 ，因此搜索方向

d（k） ＝ － Hk Δ f （x（k） ）
均为下降方向 ．这样 ，也证明了每次迭代使函数值有所下降 ．

定理 10 ．4 ．1 　若 gi ≠ 0（i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ，则 DFP方法构造的矩阵 Hi （i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n）为
对称正定矩阵 ．

证明 　用归纳法 ．

DFP方法中 ，H１ 是给定的对称正定矩阵 ．
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设 Hj 是对称正定矩阵 ，我们证明 Hj ＋ １也是对称正定矩阵 ．根据 Hj ＋ １的定义 ，对称是

显然的 ，下面证明它是正定的 ．

对任意的非零向量 y ∈ Rn
，有

yT Hj＋ １ y ＝ yT Hj y ＋
yT p（ j） p（ j）T y
p（ j）T q（ j） －

yT Hj q（ j） q（ i）T Hj y
q（ j）T Hjq（ j）

＝ yT Hj y ＋
（yT p（ j）

）
２

p（ j）T q（ j） －
（yT Hj q（ j）

）
２

q（ j）T Hj q（ j） ． （１０ ．４ ．１８）

　 　因为 Hj 是对称正定矩阵 ，因此存在对称正定矩阵 H
１
２j ，使得

Hj ＝ H
１
２j H

１
２j ．

令

p ＝ H
１
２j y ，　 q ＝ H

１
２j q（ j）

， （１０ ．４ ．１９）

则有

yT Hj y ＝ pT p ，

yT Hj q（ j）
＝ pT q ，

q（ j）T Hj q（ j）
＝ qT q ，

因此 ，（１０ ．４ ．１８）式可写成

yT Hj＋ １ y ＝ pT p ＋
（yT p（ j）

）
２

p（ j）T q（ j） －
（pT q）２
qT q

＝
（pT p）（qT q） － （pT q）２

qT q ＋
（yT p（ j）

）
２

p（ j）T q（ j） ． （１０ ．４ ．２０）

现在证明（１０ ．４ ．２０）式等号右端大于零 ．证明方法是 ，先证第 １项非负 ，再证第 ２项非负 ，

最后证明这两项不能同时为零 ．

根据 Schwartz不等式 ，有

（pT p）（qT q） ≥ （pT q）２ ，

因此必有

（pT p）（qT q） － （pT q）２
qT q ≥ ０ ． （１０ ．４ ．２１）

　 　考虑到一维搜索及方向 d（ j）的定义 ，第 ２项的分母

p（ j）T q（ j） ＝ λj d（ j）T
（gj＋ １ － gj ） ＝ － λj d（ j）T gj

＝ － λj （－ Hj g j ）
T gj ＝ λj gT

j H j g j ，

由于 λj ＞ ０ ，gj ≠ 0 ，Hj 正定 ，因此有

p（ j）T q（ j） ＞ ０ ， （１０ ．４ ．２２）

由此可知

（yT p（ j）
）
２

p（ j）T q（ j） ≥ ０ ． （１０ ．４ ．２３）
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　 　 （１０ ．４ ．２１）式和（１０ ．４ ．２３）式表明（１０ ．４ ．２０）式等号右端两项均非负 ．再证它们不能同

时为零 ．

设第 １项为零 ，则 p ∥ q ，即

p ＝ β q ，

β为非零常数 ．由此得出

y ＝ β q（ j）
，

于是有

yT p（ j） ＝ βq（ j）T p（ j） ．

考虑到（１０ ．４ ．２２）式 ，必有

（yT p（ j）
）
２
＞ ０ ，

即第 ２项为正 ．

由以上证明可知 ，yT Hj ＋ １ y ＞ ０ ，Hj ＋ １为正定矩阵 ．

若目标函数是正定二次函数 ，则 DFP方法经有限步迭代必达极小点 ．

定理 10 ．4 ．2 　设用 DFP方法求解下列问题 ：

min 　 f （x）
def １

２
xT Ax ＋ bT x ＋ c ，

其中 A为 n阶对称正定矩阵 ．取初点 x（１） ∈ Rn
，令 H１ 是 n阶对称正定矩阵 ，则成立

p（ i）T Ap（ j）
＝ ０ ，　 １ ≤ i ＜ j ≤ k ， （１０ ．４ ．２４）

Hk＋ １ Ap（ i）
＝ p（ i）

，　 １ ≤ i ≤ k ， （１０ ．４ ．２５）

其中 p（ i）
＝ x（ i ＋ １）

－ x（ i） ＝ λid（ i）
（λi ≠ ０ ，k ≤ n） ．

证明 　用归纳法 ，对 k归纳 ．

当 k ＝ １时 ，有

H２ Ap（１）
＝ H１ ＋

p（１） p（１）T

p（１）T q（１） －
H１ q（１） q（１）T H１

q（１）T H１ q（１） Ap（１）
． （１０ ．４ ．２６）

由于

Ap（ i）
＝ A（x（ i＋ １） － x（ i） ） ＝ gi＋ １ － gi ＝ q（ i） ， （１０ ．４ ．２７）

可知 Ap（１）
＝ q（１） ，代入（１０ ．４ ．２６）式 ，得出

H２ Ap（１）
＝ p（１）

，

即（１０ ．４ ．２５）式成立 ．

当 k ＝ ２时 ，利用上述结果易证（１０ ．４ ．２４）式成立 ．具体推证如下 ：

p（１）T Ap（２）
＝ p（１）T A（－ λ２ H２ g２ ） ＝ － λ２ gT２ H２ Ap（１）

＝ － λ２ gT
２ p（１）

＝ ０ ，

由此结果易证 ，当 k ＝ ２时 ，（１０ ．４ ．２５）式也成立 ．

现在 ，设 k ＝ m时 ，（１０ ．４ ．２４）式和（１０ ．４ ．２５）式成立 ，证明当 k ＝ m ＋ １时这些关系也
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成立 ．

先证 k ＝ m ＋ １时（１０ ．４ ．２４）式成立 ．根据归纳法假设 ，只需证明 p（m ＋ １）与 p（１）
，⋯ ，p（m）

中每一个关于 A共轭 ．根据关于（１０ ．４ ．２５）式的归纳法假设 ，当 １ ≤ i ≤ m时 ，有

Hm＋ １ Ap （ i）
＝ p（ i）

．

利用此条件 ，则

p（ i）T Ap（m＋ １）
＝ p（ i）T A（－ λm＋ １ Hm＋ １ gm＋ １ ） ＝ － λm＋ １ gT

m＋ １ Hm＋ １ Ap（ i）

＝ － λm＋ １ gTm＋ １ p（ i）
＝ － λm＋ １ λigT

m＋ １ d（ i） ． （１０ ．４ ．２８）

根据定理 １０ ．３ ．２的推论 ，有

gTm＋ １ d（ i） ＝ ０ ，　 i ＜ m ＋ １ ，

因此 ，由（１０ ．４ ．２８）式可知

p（ i）T Ap（m＋ １）
＝ ０ ．

　 　再证当 k ＝ m ＋ １时（１０ ．４ ．２５）式成立 ．

对于 １ ≤ i ≤ m＋ １ ，有

Hm＋ ２ Ap（ i）
＝ Hm＋ １ ＋

p（m＋ １） p（m＋ １）T

p（m＋ １）T q（m＋ １） －
Hm＋ １ q（m＋ １） q（m＋ １）T Hm＋ １

q（m＋ １）T Hm＋ １ q（m＋ １） Ap（ i）
．　（１０ ．４ ．２９）

　 　当 i ＝ m ＋ １时 ，由（１０ ．４ ．２７）式知 ，Ap（m ＋ １）
＝ q（m ＋ １）

，代入（１０ ．４ ．２９）式 ，则得出

Hm＋ ２ Ap（m＋ １）
＝ p（m＋ １）

．

　 　当 i ＜ m ＋ １时 ，根据关于（１０ ．４ ．２５）式的归纳法假设及（１０ ．４ ．２４）式当 k ＝ m ＋ １时成

立的事实 ，并考虑到（１０ ．４ ．２７）式 ，则有

q（m＋ １）T Hm＋ １ Ap（ i）
＝ q（m＋ １）T p（ i）

＝ p（m＋ １）T Ap（ i）
＝ ０ ．

　 　因此 ，在（１０ ．４ ．２９）式中 ，将 Ap（ i）乘括号内各项 ，则有

Hm＋ ２ Ap（ i）
＝ Hm＋ １ Ap（ i）

＝ p（ i）
．

　 　推论 　在定理 １０ ．４ ．２的条件下 ，必有

Hn＋ １ ＝ A－１
，

这是显然的 ．令

D ＝ （p（１）
，p（２）

，⋯ ，p（n）
） ，

则由（１０ ．４ ．２５）式 ，有

Hn＋ １ AD ＝ D ， （１０ ．４ ．３０）

由于 p（１）
，p（２）

，⋯ ，p（n）是一组关于 A共轭的非零向量 ，因此它们是线性无关的 ，从而 D是
可逆矩阵 ，由（１０ ．４ ．３０）式得到

Hn＋ １ A ＝ I ，
故 Hn＋ １ ＝ A － １

．

由于 p（ i）
＝ λid（ i）

，因此 p（１）
，p（２）

，⋯ ，p（k）关于 A共轭等价于 d（１）
，d（２） ，⋯ ，d（k）关于 A

共轭 ．可见 ，DFP方法中构造出来的搜索方向是一组 A共轭方向 ，DFP 方法具有二次终
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止性 ．

关于 DFP方法用于一般函数时的收敛性 ，有如下结论 ：

如果 f 是Rn上的二次连续可微实函数 ，对任意的 x^ ∈ Rn
，存在常数 m ＞ ０ ，使得当

x ∈ C（x^） ＝ x | f （x） ≤ f （x^） ，

y ∈ Rn时 ，有

m ‖ y ‖ ２
≤ yT Δ ２ f （x）y ，

则 DFP方法产生的序列｛x（k）｝或终止于或收敛于 f 在Rn上的惟一极小点 ．

关于这个结论的分析证明可参见文献［１９ ，２４］ ．

10 ．4 ．5 　 BFGS公式及 Broyden族
前面利用拟牛顿条件（１０ ．４ ．７）导出了 DFP 公式 ；下面 ，我们用不含二阶导数的矩阵

Bk ＋ １近似 Hesse矩阵Δ
２ f （x（k ＋ １）

） ，从而由（１０ ．４ ．５）式给出另一种形式的拟牛顿条件 ，即

q（k） ＝ Bk＋ １ p（k）
． （１０ ．４ ．３１）

　 　由于在（１０ ．４ ．７）式中 ，用 Bk ＋ １取代 Hk ＋ １ ，同时交换 p（k）和 q（k） ，恰好得出（１０ ．４ ．３１）

式 ，因此只需在 Hk 的递推公式中互换 p（k）与 q（k） ，并用 Bk ＋ １和 Bk 分别取代 Hk ＋ １和 Hk ，就

能得到 Bk 的递推公式 ，而不必从（１０ ．４ ．３１）式出发另行推导 ．这样 ，关于 Bk的修正公式为

Bk＋ １ ＝ Bk ＋
q（k） q（k）T
q（k）T p（k） －

Bk p（k） p（k）T Bk

p（k）T Bk p（k） ， （１０ ．４ ．３２）

此式称为关于矩阵 B的 BFGS修正公式 ，有时也称为 DFP公式的对偶公式 ．

设 Bk ＋ １可逆 ，则由（１０ ．４ ．３１）式可知

p（k）
＝ B－１

k＋ １ q（k） ，

此式表明 ，B－ １
k ＋ １满足拟牛顿条件（１０ ．４ ．７） ，因此可令

Hk＋ １ ＝ B－１
k＋ １ ， （１０ ．４ ．３３）

这样 ，可以由（１０ ．４ ．３２）式出发 ，利用（６ ．１ ．２２）式求 B－ １
k ＋ １ ，从而得到关于 H的 BFGS公式

HBFGS
k＋ １ ＝ Hk ＋ １ ＋

q（k）T Hkq（k）

p（k）T q（k）
p（k） p（k）T

p（k）T q（k） －
p（k） q（k）T Hk ＋ Hkq（k） p（k）T

p（k）T q（k） ． （１０ ．４ ．３４）

这个重要公式是由 Broyden ，Fletcher ，Goldfarb和 Shanno于 １９７０年提出 ．它可以像 DFP
（１０ ．４ ．１７）式一样使用 ，而且数值计算经验表明 ，它比 DFP公式还好 ，因此目前得到广泛

应用 ．

DFP和 BFGS公式都有由 p（k）和 Hkq（k）构成的对称秩 ２校正 ，因此这两个公式的加

权组合仍具有同样的形式 ，这就自然导致考虑所有这类修正公式组成的集合 ，于是定义

H矱
k＋ １ ＝ （１ － 矱）HDFP

k＋ １ ＋ 矱HBFGS
k＋ １ ， （１０ ．４ ．３５）

其中 矱是一个参数 ，可取任意实数 ．显然 ，当 矱＝ ０和 矱＝ １时 ，（１０ ．４ ．３５）式分别是 DFP修
正和 BFGS修正 ．（１０ ．４ ．３５）式所给出的修正公式的全体称为 Broyden族 ．可以证明 ，秩 １
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校正也是这个族的成员 ．若将 （１０ ．４ ．１７）式和 （１０ ．４ ．３４）式代入 （１０ ．４ ．３５）式 ，则得到

Boryden族的显式表达
H矱

k＋ １ ＝ Hk ＋
p（k） p（k）T

p（k）T q（k） －
Hkq（k） q（k）T Hk

q（k）T Hkq（k） ＋ 矱 瓫
（k）

瓫
（k）T

＝ HDFP
k＋ １ ＋ 矱 瓫

（k）
瓫

（k）T
， （１０ ．４ ．３６）

其中

瓫
（k）

＝ （q（k）T Hkq（k）
）

１
２

p（k）
p（k）T q（k） －

Hkq（k）

q（k）T Hkq（k） ． （１０ ．４ ．３７）

　 　在拟牛顿法的每次迭代中 ，可用 Broyden族的一个成员作为修正公式 ．

由于 DFP和 BFGS修正都满足拟牛顿条件（１０ ．４ ．７） ，因此 Broyden族的所有成员均
满足这个条件 ．进而 ，DFP方法所具有的许多性质 ，Broyden方法也具有 ．下列定理就是定

理 １０ ．４ ．２的直接推广 ．

定理 10 ．4 ．3 　 设 f （x） ＝ １
２
xT Ax ＋ bT x ＋ c ，其中 A是 n 阶对称正定矩阵 ，则对于

Broyden方法 ，成立

p（ i）T Ap（ j）
＝ ０ ，　 　 １ ≤ i ＜ j ≤ k ，

Hk＋ １ Ap（ i）
＝ p（ i）

，　 　 １ ≤ i ≤ k ．

证明方法与定理 １０ ．４ ．２的证明类似 ，这里从略 ．

值得注意 ，Broyden族并非对 矱的所有取值都能保持正定性 ．事实上 ，当 矱＜ ０时 ，H矱

有可能奇异 ．因此 ，为保持正定性 ，矱应取非负数值 ．由于正定矩阵与半正定矩阵之和仍为

正定矩阵 ，因此当 矱≥ ０时 ，保持正定性是显然的 ．

Broyden族只是给出一类拟牛顿算法 ．这个族中包含一个参数 ．一些文献所介绍的所
谓 Huang族包含三个参数 ．Broyden族是 Huang 族的一个子族 ．关于 Huang 族 ，可参见

文献［２３］ ．

拟牛顿法是无约束最优化方法中最有效的一类算法 ．它有许多优点 ，比如 ，迭代中仅

需一阶导数 ，不必计算 Hesse矩阵 ，当使 Hk 正定时 ，算法产生的方向均为下降方向 ，并且

这类算法具有二次终止性 ，对于一般情形 ，具有超线性收敛速率 ，而且还具有 n步二级收
敛速率 ．可见 ，拟牛顿算法集中了许多算法的长处 ．拟牛顿法的缺点是所需存储量较大 ，对

于大型问题 ，可能遇到存储方面的困难 ．

10 ．5 　信赖域方法
10 ．5 ．1 　方法简介
　 　前面介绍的无约束最优化方法 ，一般策略是 ，给定点 x（k）后 ，定义搜索方向 d（k） ，再从

x（k）出发沿 d（k）作一维搜索 ．信赖域方法另辟蹊径 ，给定一点 x（k）后 ，确定一个变化范围 ，通
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常取 x（k）为中心的球域 ，称为信赖域 ，在此域内优化目标函数的二次逼近式 ，按一定模式

求出后继点 x（k ＋ １）
．如果不满足精度要求 ，再定义以 x（k ＋ １）为中心的信赖域 ，并在此域内优

化新的二次逼近式 ．直至满足精度要求为止 ．下面就此作简要分析 ．考虑无约束问题

min 　 f （x） ，　 x ∈ Rn
， （１０ ．５ ．１）

将 f （x）在给定点 x（k）展开 ，取二次近似

f （x） ≈ f （x（k） ） ＋ Δ f （x（k） ）T （x － x（k） ） ＋
１
２
（x － x（k） ）T Δ ２ f （x（k） ）（x － x（k） ） ，

记 d＝ x － x（k） ，得到二次模型

φk （d） ＝ f （x（k） ） ＋ Δ f （x（k） ）T d ＋ １
２
dT Δ ２ f （x（k） ）d ． （１０ ．５ ．２）

为了在 x（k）附近用 φk （d）近似 f （x（k） ＋ d） ，限定 d的取值 ，令 ‖ d ‖ ≤ rk ，rk 是给定的常数 ，

称为信赖域半径 ．这样 ，求函数 f （x）的极小点归结为解一系列子问题

min 　 φk （d）
def

f （x（k） ） ＋ Δ f （x（k） ）T d ＋ １
２
dT Δ ２ f （x（k） ）d （１０ ．５ ．３）

s ．t ．　 ‖ d ‖ ≤ rk ，

式中范数 ‖ · ‖ 未作具体规定 ，可取不同形式 ．在后面的讨论中 ，均取欧氏范数 ，令

‖ · ‖ ＝ ‖ · ‖ ２ ．这样 ，约束 ‖ d ‖ ≤ rk 可以写作（dT d）
１
２ ≤ rk ．

若 d（k）是（１０ ．５ ．３）式的最优解 ，则存在乘子 w^ ≥ ０ ，使得

Δ
２ f （x（k） ）d（k） ＋ Δ f （x（k） ） ＋

w^
（d（k）T d（k） ）

１
２

d（k） ＝ 0 ，

w^（ ‖ d（k） ‖ － rk ） ＝ ０ ．

记作

w ＝
w^

（d（k）T d（k） ）
１
２

． （１０ ．５ ．４）

得到 d（k）为最优解的必要条件
Δ

２ f （x（k） ）d（k） ＋ w d（k）
＝ － Δ f （x（k） ） ，

w（ ‖ d（k） ‖ － rk ） ＝ ０ ，

w ≥ ０ ，

‖ d（k） ‖ ≤ rk ．

（１０ ．５ ．５）

　 　设Δ
２ f （x（k） ） ＋ wI可逆 ，由（１０ ．５ ．５）式得到

‖ d（k） ‖ ＝ ‖ （Δ
２ f （x（k） ） ＋ w I）－１

Δ f （x（k） ） ‖ ． （１０ ．５ ．６）

考查上述条件易知 ，（１０ ．５ ．５）式的解 d（k）与信赖域半径 rk 取值有关 ．如果 rk 充分大 ，w的
值有可能很小 ，从而 d（k）接近牛顿方向 ，即

d（k） ≈ － Δ
２ f （x（k） ）－１

Δ f （x（k） ） ．
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如果 rk → ０ ，则 ‖ d（k） ‖ → ０ ，w → ＋ ∞ ，这时

d（k） ≈ －
１
w Δ f （x（k） ） ，

即 d（k）接近最速下降方向 ．当信赖域半径 rk 由小到大逐渐增大时 ，d（k）在最速下降方向与
牛顿方向之间连续变化 ．

求出（１０ ．５ ．３）式的最优解 d（k）后 ，点 x（k） ＋ d（k）能否作为（１０ ．５ ．１）式的近似解 ，还要根

据用 φk （d）逼近 f （x）是否成功来确定 ．如果函数值实际下降量与预测下降量之比 ，即

ρk ＝
f （x（k） ） － f （x（k） ＋ d（k） ）

f （x（k） ） － φk （d（k） ）
（１０ ．５ ．７）

太小 ，就认为不成功 ，后继点仍取 x（k） ；若 ρk 比较大 ，则逼近成功 ，令 x（k ＋ １）
＝ x（k） ＋ d（k） ．信

赖域方法计算步骤如下 ：

（１）给定可行点 x（１） ，信赖域半径 r１ ，参数 ０ ＜ μ＜ η＜ １ 一般取 μ＝
１
４

，η＝
３
４
及精度

要求 ε ，置 k∶＝ １ ．

（２）计算 f （x（k） ） ，Δ f （x（k） ） ．若 ‖ Δ f （x（k） ） ‖ ≤ ε ，则停止计算 ，得解 x（k） ；否则 ，计算

Δ
２ f （x（k） ） ．

（３）求解子问题

min 　 φk （d）
def

f （x（k） ） ＋ Δ f （x（k） ）T d ＋ １
２
dT

Δ
２ f （x（k） ）d

s ．t ．　 ‖ d ‖ ≤ rk ，

得到子问题的最优解 d（k） ．令

ρk ＝
f （x（k） ） － f （x（k） ＋ d（k） ）

f （x（k） ） － φk （d（k） ） ．

　 　 （４）如果 ρk ≤ μ ，令 x（k ＋ １）
＝ x（k） ；如果 ρk ＞ μ ，令 x（k ＋ １）

＝ x（k） ＋ d（k） ．

（５）修改 rk ．如果 ρk ≤ μ ，令 rk ＋ １ ＝
１
２

rk ；如果 μ ＜ ρk ＜ η ，令 rk ＋ １ ＝ rk ；如果 ρk ≥ η ，令

rk ＋ １ ＝ ２ rk ．

（６）置 k∶＝ k ＋ １ ，转步骤（２） ．

例 10 ．5 ．1 　考虑无约束问题
min 　 f （x） ＝ x４１ ＋ x２１ ＋ x２２ － ４x２ ＋ ５ ．

取初点 x（１） ＝ ０

０
，信赖域半径 r１ ＝ １ ，取 μ＝

１
４

，η＝
３
４

．试用信赖域方法求最优解 ．

解 　经计算得到函数值 f （x（１） ） ＝ ５ ，目标函数的梯度Δ f （x（１） ） ＝ ０

－ ４
，Hesse矩阵

Δ
２ f （x（１） ）＝ ２ 　 ０

０ 　 ２
．
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　 　解子问题

min 　 φ１ （d）
def

f （x（１） ） ＋ Δ f （x（１） ）T d ＋ １
２
dT Δ ２ f （x（１） ）d

s ．t ．　 ‖ d‖ ≤ １ ，

即求解

min 　 φ１ （d） ＝ ５ － ４ d２ ＋ d２１ ＋ d２２
s ．t ．　 d２１ ＋ d２２ ≤ １ ，

得到子问题的 K唱T 点 ，也是最优解 d（１） ＝
d（１）
１

d（１）
２

＝
０

１
，函数值 f （x（１） ＋ d（１） ） ＝ ２ ，

φ１ （d（１） ） ＝ ２ ，实际下降量与预测下降量之比

ρ１ ＝
f （x（１） ） － f （x（１） ＋ d（１） ）

f （x（１） ） － φ１ （d（１） ） ＝
５ － ２
５ － ２

＝ １ ＞ η ，

逼近成功 ，令 x（２） ＝ x（１） ＋ d（１） ＝
０

１
，γ２ ＝ ２γ１ ＝ ２ ．

进行第 ２次迭代 ．经计算得到

f （x（２） ） ＝ ２ ，　 Δ f （x（２） ） ＝
０

－ ２
，　 Δ

２ f （x（２） ） ＝
２ 　 ０

０ 　 ２
．

解子问题

min 　 φ２ （d） ＝ ２ － ２ d２ ＋ d２１ ＋ d２２
s ．t ．　 d２１ ＋ d２２ ≤ ４ ，

得到子问题的解 d（２） ＝
d（２）
１

d（２）
２

＝
０

１
，算得 f （x（２） ＋ d（２） ）＝ ０ ，φ２ （d（２） ） ＝ １ ，实际下降量与预

测下降量之比

ρ２ ＝
f （x（２） ） － f （x（２） ＋ d（２） ）

f （x（２） ） － φ２ （d（２） ） ＝
２ － ０
２ － １

＝ ２ ．

令 x（３） ＝ x（２） ＋ d（２） ＝ ０

２
，γ３ ＝ ２γ２ ＝ ４ ．

进行第 ３次迭代 ．经计算得到 f （x（３） ） ＝ １ ，Δ f （x（３） ） ＝ ０

０
，x（３） ＝ ０

２
是最优解 ．

10 ．5 ．2 　算法的收敛性
在一定条件下 ，信赖域方法具有全局收敛性［２５］

．

定理 10 ．5 ．1 　设 f （x）是Rn上的实函数 ，x（１）是给定的初始点 ，S ＝ ｛x｜ f （x） ≤ f （x（１） ）｝
是有界闭集 ，f （x） ，Δ f （x）和 Δ

２ f （x）在 S 上连续 ，用信赖域方法求得序列｛ x（k） ｝ ，则
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lim
k → ∞

‖ Δ f （x（k） ） ‖ ＝ ０ ．

证明 　为简便 ，记作Δ f k ＝ Δ f （x（k） ） ，Δ
２ f k ＝ Δ

２ f （x（k） ） ．由于Δ
２ f （x）在有界闭集 S

上连续 ，因此存在正数 M ，使得对每个 k有 ‖ Δ
２ f k ‖ ≤ M ．

先证明｛ ‖ Δ f （x（k） ） ‖ ｝存在收敛到 ０的子序列 ，用反证法 ．假设对所有充分大的 k均
有 ‖ Δ f k ‖ ≥ ε ，ε是某个正数 ．下面推出矛盾 ．

首先估计经第 k次迭代函数值预测下降量 f （x（k） ） － φk （d（k） ） ．根据定义 ，这是在信赖

域上的最大下降量 ，自然不会小于沿着任何方向的下降量 ．为给出最大下降量的一个下

界 ，取最速下降方向

d ＝ －
Δ f k

‖ Δ f k ‖
，

沿着这个方向步长为 λ时下降量

Q（λ） ＝ f （x（k） ） － φk － λ
Δ f k

‖ Δ f k ‖

＝ f （x（k） ） － f （x（k） ） ＋ Δ f Tk － λ
Δ f k

‖ Δ f k ‖

＋
１
２

－ λ
Δ f k

‖ Δ f k ‖

T
Δ

２ f k － λ
Δ f k

‖ Δ f k ‖

＝ ‖ Δ f k ‖ λ －
Δ f k

T
Δ

２ f k Δ f k

２ ‖ Δ f k ‖
２ λ

２
． （１０ ．５ ．８）

令 Q′（λ）＝ ０ ，得到平稳点

λ－ ＝
‖ Δ f k ‖

３

Δ f Tk Δ
２ f k Δ f k

， （１０ ．５ ．９）

由于 d是最速下降方向 ，因此 λ－ ＞ ０ ．

当 λ－ ∈ （０ ，rk ）时 ，下降量

珚Q ＝
‖ Δ f k ‖

４

２ Δ f Tk Δ
２ f k Δ f k

≥
‖ Δ f k ‖

２

２M ． （１０ ．５ ．１０）

当 λ－ ≥ rk ，考虑到（１０ ．５ ．９）式 ，即

Δ f Tk Δ ２ f k Δ f k r k ≤ ‖ Δ f k ‖
３

（１０ ．５ ．１１）

时 ，预测点 x（k ＋ １）
＝ x（k） －

rk
‖ Δ f k ‖

Δ f k ．由（１０ ．５ ．８）式并考虑到（１０ ．５ ．１１）式 ，有函数值的

预测下降量

珚Q ＝ ‖ Δ f k ‖ rk －
Δ f Tk Δ

２ f k Δ f k

２ ‖ Δ f k ‖
２ r２k ≥

１
２
‖ Δ f k ‖ rk ． （１０ ．５ ．１２）

综合（１０ ．５ ．１０）式和（１０ ．５ ．１２）式 ，预测下降量
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f （x（k） ） － φk （d（k） ） ≥
１
２
‖ Δ f k ‖ min rk ，

‖ Δ f k ‖

M ． （１０ ．５ ．１３）

　 　下面 ，利用（１０ ．５ ．１３）式推导lim
k → ∞

rk ＝ ０ ．

对于成功步 ，

f （x（k） ） － f （x（k＋ １） ）
f （x（k） ） － φk （d（k） ） ＞ μ ，

由此得到

f （x（k） ） － f （x（k＋ １） ） ＞ μ［ f （x（k） ） － φk （d（k） ）］

≥
１
２
μ ‖ Δ f k ‖ min rk ，

‖ Δ f k ‖

M ， （１０ ．５ ．１４）

根据假设 ，对充分大的 k ，有 ‖ Δ f k ‖ ≥ ε ，因此由（１０ ．５ ．１４）式得到

f （x（k） ） － f （x（k＋ １） ） ＞
１
２
μ εmin rk ，

ε
M ． （１０ ．５ ．１５）

由于｛ f （x（k） ）｝为单调减有下界数列 ，必有极限 ，因此当 k → ∞时 ，（１０ ．５ ．１５）式左端趋于 ０ ，

从而右端也趋于 ０ ．由此可见 ，对于成功步 lim
ki → ∞

rki ＝ ０ ．对于任意两个成功步之间的不成功

步 ，均导致信赖域半径减小 ．综上分析 ，lim
k → ∞

rk ＝ ０ ．

下面证明lim
k → ∞

ρk ＝ １ ．

由于

ρk － １ ＝
f （x（k） ） － f （x（k） ＋ d（k） ）

f （x（k） ） － φk （d（k） ） － １

＝
－ f （x（k） ＋ d（k） ） ＋ φk （d（k） ）

f （x（k） ） － φk （d（k） ） ， （１０ ．５ ．１６）

对于充分大的 k ，由（１０ ．５ ．１３）式知上式分母

f （x（k） ） － φk （d（k） ） ≥
１
２
‖ Δ f k ‖ rk ≥

１
２
εrk ．

（１０ ．５ ．１６）式中分子

－ f （x（k） ＋ d（k） ） ＋ φk （d（k） ） ＝ － f （x（k） ） ＋ Δ f Tk d（k）
＋

１
２
d（k）T Δ

２ f （x（k） ＋ ξkd（k）
）d（k）

＋ f （x（k） ） ＋ Δ f Tk d（k）
＋

１
２
d（k）T Δ

２ f kd（k）

＝ －
１
２
d（k）T Δ

２ f （x（k） ＋ ξk d（k）
）d（k） ＋

１
２
d（k）T Δ

２ f kd（k）
，

因此

| ρk － １ | ＝
－

１
２
d（k）T Δ

２ f （x（k） ＋ ξkd（k）
）d（k） ＋

１
２
d（k）T Δ

２ f k d（k）

f （x（k） ） － φk （d（k） ）
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≤

１
２
‖ d（k） ‖ ２ M ＋

１
２
‖ d（k） ‖ ２ M

１
２
εrk

≤
２Mrk

ε
．

前面已经证明lim
k → ∞

rk ＝ ０ ，因此lim
k → ∞

ρk ＝ １ ．

另一方面 ，根据算法定义 ，当 ρk ＞ μ时 ，rk 非减 ，这与lim
k → ∞

rk ＝ ０时lim
k → ∞

ρk ＝ １矛盾 ．因此

｛ ‖ Δ f （x（k） ） ‖ ｝存在收敛到 ０的子序列 ．

下面证明lim
k → ∞

‖ Δ f （x（k） ） ‖ ＝ ０ ，用反证法 ．假设存在子序列｛Δ f ki ｝及正数 ε ，对每个

ki 有

‖ Δ f ki ‖ ≥ ε ． （１０ ．５ ．１７）

根据前面证明 ，｛ ‖ Δ f （x（k） ） ‖ ｝存在收敛到 ０的子序列 ，因此存在指标集｛ li｝ ，使得对每

个 li ，有

‖ Δ f l i ‖ ＜
１
３
ε ， （１０ ．５ ．１８）

对每个 ki ≤ k ＜ li ，有 ‖ Δ f k ‖ ≥
１
３
ε ．

如果 ki ≤ k ＜ li 且第 k次迭代成功 ，则由（１０ ．５ ．１４）式得到

f （x（k） ） － f （x（k＋ １） ） ≥
１
６
μεmin rk ，

ε
３M ，

由于不等式左端趋于 ０ ，因此有

f （x（k） ） － f （x（k＋ １） ） ≥
１
６
μ ε ‖ x（k＋ １） － x（k） ‖ ， （１０ ．５ ．１９）

由于对不成功步 x（k ＋ １）
＝ x（k） ，因此（１０ ．５ ．１９）式对每个 ki ≤ k ＜ li 成立 ．利用（１０ ．５ ．１９）式

推得

１
６
μ ε ‖ x（ki） － x（ l i） ‖ ≤

１
６
μ ε ‖ x（ki） － x（ki ＋ １） ‖ ＋ ‖ x（k i＋ １） － x（ki ＋ ２） ‖

＋ ⋯ ＋ ‖ x（ l i －１） － x（ l i） ‖
≤ f （x（k i） ） － f （x（k i＋ １） ） ＋ f （x（ki ＋ １） ） － f （x（ki ＋ ２） ）
＋ ⋯ ＋ f （x（ l i －１） ） － f （x（ l i） ）

≤ f （x（ki） ） － f （x（ l i） ） ．

当指标趋于无穷时 ，上式右端趋于 ０ ，因此左端也趋于 ０ ．由于Δ f （x）在有界闭集 S上连
续 ，当 ‖ x（ki） － x（ l i） ‖趋于 ０时 ，‖ Δ f k i － Δ f li ‖趋于 ０ ，因此取充分大的指标 i ，能够保证

‖ Δ f k i － Δ f l i ‖ ≤
１
３
ε ． （１０ ．５ ．２０）

由（１０ ．５ ．１７）式 ，（１０ ．５ ．１８）式和（１０ ．５ ．２０）式得出
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ε ≤ ‖ Δ f k i ‖ ＝ ‖ Δ f k i － Δ f l i ＋ Δ f l i ‖ ≤ ‖ Δ f k i － Δ f l i ‖ ＋ ‖ Δ f l i ‖

≤
ε
３

＋
ε
３

＝
２
３
ε ＜ ε ，

　 　矛盾 ．因此 lim
k → ∞

‖ Δ f （x（k） ） ‖ ＝ ０ ．

10 ．6 　最小二乘法
10 ．6 ．1 　最小二乘问题
　 　在某些最优化问题中 ，比如曲线拟合问题 ，目标函数由若干个函数的平方和构成 ．一

般可以写成

F（x） ＝ ∑
m

i ＝ １

f ２
i （x） ， （１０ ．６ ．１）

其中 x＝ （x１ ，x２ ，⋯ ，xn）
T 是Rn中的点 ．一般假设 m ≥ n ．把极小化这类函数的问题

min 　 F（x）
def

∑
m

i ＝ １

f ２
i （x） （１０ ．６ ．２）

称为最小二乘问题 ．特别地 ，当每个 f i （x）为 x的线性函数时 ，称（１０ ．６ ．２）式为线性最小

二乘问题 ．当 f i （x）是 x的非线性函数时 ，称（１０ ．６ ．２）式为非线性最小二乘问题 ．

由于目标函数 F（x）具有若干个函数平方和这种特殊形式 ，因此给问题的求解带来某

种方便 ．对于这类问题 ，除了能够运用前面介绍的一般求解方法外 ，还可以给出一些更为

简便有效的解法 ．

10 ．6 ．2 　线性最小二乘问题
在（１０ ．６ ．１）式中 ，假设

f i （x） ＝ pT
i x － bi ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ， （１０ ．６ ．３）

其中 pi 是 n维列向量 ，bi 是实数 ．我们可以用矩阵乘积形式来表达（１０ ．６ ．１）式 ．令

A ＝

pT
１

…

pT
m

，　 b ＝

b１
…

bm

，

A是 m × n矩阵 ，b是 m维列向量 ．则

F（x） ＝ ∑
m

i ＝ １

f２i （x） ＝ （ f１ （x） ，f２ （x） ，⋯ ，f m （x））

f１ （x）
f２ （x）
…

f m （x）
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＝ （Ax － b）T （Ax － b）
＝ xT AT Ax － ２bT Ax ＋ bT b ． （１０ ．６ ．４）

　现在求 F（x）的平稳点 ．令

Δ F（x） ＝ ２AT Ax － ２AT b ＝ 0 ，

即 F（x）的平稳点满足
AT Ax ＝ AT b ． （１０ ．６ ．５）

设 A列满秩 ，AT A为 n阶对称正定矩阵 ．由此得到目标函数 F（x）的平稳点
珔x ＝ （AT A）－１ AT b ． （１０ ．６ ．６）

　 　由于 F（x）是凸函数 ，根据定理 ７ ．１ ．５ ，珔x必是全局极小点 ．

对于线性最小二乘问题 ，只要 AT A非奇异 ，就可以用（１０ ．６ ．６）式求解 ．

例 10 ．6 ．1 　给定方程组
x１ ＋ x２ ＝ ３ ，

２ x１ － ３ x２ ＝ ２ ，

－ x１ ＋ ４ x２ ＝ ４ ．

（１０ ．６ ．７）

记系数矩阵为 A ，右端向量为 b ，求函数
f （x） ＝ （Ax － b）T

（Ax － b） （１０ ．６ ．８）

的极小点 ．

解 　由已知条件可以得到

A＝

１ １

２ － ３

－ １ ４

，　 　 b ＝

３

２

４

，

AT A ＝
６ － ９

－ ９ ２６
，　 （AT A）－１

＝
１
７５

２６ ９

９ ６
．

根据（１０ ．６ ．６）式 ，算得 f （x）的极小点

珔x ＝
１
７５

２６ ９

９ ６

１ ２ － １

１ － ３ ４

３

２

４

＝

１３
５

７
５

，

这个极小点也称为最小二乘解 ．

函数 f （x）的极小值
fmin ＝ （A珔x － b）T

（A珔x － b） ＝ ３ ．

　 　此例中 ，fmin ≠ ０表明方程组（１０ ．６ ．７）无解 ．当方程组有解时 ，显然 ，最小二乘解也是

线性方程组的解 ．
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10 ．6 ．3 　非线性最小二乘法
设在（１０ ．６ ．１）式中 f i （x）是非线性函数 ．且 F（x）存在连续偏导数 ．由于 f i （x）非线

性 ，（１０ ．６ ．２）式为非线性最小二乘问题 ，因此不能套用（１０ ．６ ．６）式 ．解这类问题的基本思

想是 ，通过解一系列线性最小二乘问题求非线性最小二乘问题的解 ．设 x（k）是解的第 k次
近似 ．在 x（k）将函数 f i （x）线性化 ．这样 ，把原来问题转化成线性最小二乘问题 ，运用

（１０ ．６ ．６）式求出这个问题的极小点 x（k ＋ １）
，把它作为非线性最小二乘问题解的第 k ＋ １次

近似 ．再从 x（k ＋ １）出发 ，重复以上过程 ．下面就来推导迭代公式 ．令

φi （x） ＝ f i （x（k） ） ＋ Δ f i （x（k） ）T
（x － x（k） ）

＝ Δ f i （x（k） ）T x － Δ f i （x（k） ）T x（k） － f i （x（k） ） ，

i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m ， （１０ ．６ ．９）

上式右端是函数 f i （x）在点 x（k）展开的一阶 Taylor多项式 ．令

矱（x） ＝ ∑
m

i ＝ １

φ
２
i （x） ， （１０ ．６ ．１０）

用 矱（x）近似 F（x） ，从而用 矱（x）的极小点作为目标函数 F（x）的极小点的估计 ．

现在求解线性最小二乘问题

min 　 矱（x） ． （１０ ．６ ．１１）

这里记

Ak ＝

Δ f １ （x（k） ）T

…

Δ f m （x（k） ）T
＝

抄 f１ （x（k） ）
抄 x１

抄 f１ （x（k） ）
抄 x２ ⋯

抄 f１ （x（k） ）
抄 xn

… … …

抄 f m （x（k） ）
抄 x１

抄 f m （x（k） ）
抄 x２ ⋯

抄 f m （x（k） ）
抄 xn

，

b ＝

Δ f１ （x（k） ）T x（k） － f１ （x（k） ）
…

Δ f m （x（k） ）T x（k） － f m （x（k） ）
＝ Akx（k）

－ f（k） ，

其中

f（k） ＝

f １ （x（k） ）
f ２ （x（k） ）

…

f m （x（k） ）

．

把（１０ ．６ ．１０）式写成

矱（x） ＝ （Akx － b）T （Akx － b） ， （１０ ．６ ．１２）

将 Ak 和 b代入（１０ ．６ ．５）式 ，得到
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AT
k Akx ＝ AT

k （Akx（k）
－ f（k） ） ， （１０ ．６ ．１３）

把右端的 AT
k Akx（k）移至等号左端 ，则

AT
k Ak （x － x（k） ） ＝ － AT

k f （k）
， （１０ ．６ ．１４）

这是一个线性方程组 ，其中的常数包含在点 x（k）处的函数值 f i （x（k） ）及一阶偏导数 ．如果

矩阵 Ak 是列满秩的 ，则 AT
k Ak 为对称正定矩阵 ，因而逆矩阵（AT

k Ak ）
－ １存在 ．这时 ，由方程

（１０ ．６ ．１４）能够得到 矱（x）的极小点
x（k＋ １） ＝ x（k） － （AT

k Ak ）
－１ AT

k f （k）
， （１０ ．６ ．１５）

把 x（k ＋ １）作为 F（x）的极小点的第 k ＋ １次近似 ．

在（１０ ．６ ．１４）式中 ，若等号两端乘以 ２ ，则右端为

－ ２AT
k f （k）

＝ － ２

抄 f１ （x（k） ）
抄 x１ ⋯

抄 f１ （x（k） ）
抄 xn

… …

抄 f m （x（k） ）
抄 x１ ⋯

抄 f m （x（k） ）
抄 xn

T

f１ （x（k） ）
…

f m （x（k） ）

＝ －

２ ∑
m

i ＝ １

抄 f i （x（k） ）
抄 x１ f i （x（k） ）

…

２ ∑
m

i ＝ １

抄 f i （x（k） ）
抄 xn

f i （x（k） ）

＝ － Δ F（x（k） ） ，

即 ２AT
k f （k）是目标函数 F（x）在点 x（k）处的梯度 ．又根据 矱（x）的表达式 （１０ ．６ ．１２）知 ，

（１０ ．６ ．１４）式两端乘以 ２后 ，左端中的 ２AT
k Ak 是函数 矱（x）的 Hesse矩阵 ．记作

Hk ＝ ２AT
k Ak ， （１０ ．６ ．１６）

这样 ，（１０ ．６ ．１４）式又可写成

Hk （x － x（k） ） ＝ － Δ F（x（k） ） ， （１０ ．６ ．１７）

（１０ ．６ ．１５）式写作

x（k＋ １） ＝ x（k） － H－１
k Δ F（x（k） ） ． （１０ ．６ ．１８）

显然 ，（１０ ．６ ．１８）式与牛顿迭代公式类似 ．差别只在于 Hk 是逼近函数 矱（x）的 Hesse矩阵 ，

而不是目标函数 F（x）的 ．通常称（１０ ．６ ．１５）式或（１０ ．６ ．１８）式为 Causs唱Newton公式 ．向量

d（k） ＝ － （AT
k Ak ）

－１ AT
k f （k）

（１０ ．６ ．１９）

称为在点 x（k）处的 Causs唱Newton方向 ．为保证每次迭代能使目标函数值下降（至少不能上

升） ，在求出方向 d（k）后 ，不直接用 x（k） ＋ d（k）作为第 k ＋ １次近似 ．而是从 x（k）出发 ，沿这个

方向进行一维搜索 ：

min
λ

　 F（x（k） ＋ λd（k）
） ，

求出步长 λk 后 ，令
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x（k＋ １） ＝ x（k） ＋ λkd（k）
．

把 x（k ＋ １）作为第 k ＋ １次近似 ．以此类推 ，直至得到满足要求的解 ．

计算步骤如下 ：

（１）给定初点 x（１） ，允许误差 ε＞ ０ ，置 k ＝ １ ．

（２）计算函数值 f i （x（k） ）（i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m） ，得到向量

f（k） ＝

f １ （x（k） ）
f ２ （x（k） ）

…

f m （x（k） ）

．

再计算一阶偏导数

aij ＝
抄 f i （x（k） ）

抄 xj
，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ；j ＝ １ ，⋯ ，n ，

得到 m × n矩阵 Ak ＝ （aij ）m× n ．

　 　 （３）解方程组

AT
k Akd ＝ － AT

k f （k）
，

求得 Causs唱New ton方向 d（k）

（４）从 x（k）出发 ，沿 d（k）作一维搜索 ．求步长 λk ，使得

F（x（k） ＋ λkd（k）
） ＝ min

λ
F（x（k） ＋ λd（k）

） ．

令

x（k＋ １） ＝ x（k） ＋ λkd（k）
．

　 　 （５）若 ‖ x（k ＋ １）
－ x（k） ‖ ≤ ε ，则停止计算 ，得解 珔x ＝ x（k ＋ １）

；否则 ，置 k ∶ ＝ k ＋ １ ，返回步

骤（２） ．

10 ．6 ．4 　最小二乘法的改进
前面介绍的最小二乘法 ，有时会出现矩阵 AT

k Ak 奇异或接近奇异的情形 ，这时求

（AT
k Ak ）

－ １或解方程组（１０ ．６ ．１４）会遇到很大困难 ，甚至根本不能进行 ．因此 ，人们对最小

二乘法作了进一步修正 ．所用的基本技巧是把一个正定对角矩阵加到 AT
k Ak 上去 ，改变原

矩阵的特征值结构 ，使其变成条件数较好的对称正定矩阵 ，从而给出行之有效的修正的最

小二乘法 ．

下面简要介绍修正方法之一 ，Marquardt方法 ．

在 Marquardt修正算法中 ，令

d（k） ＝ － （AT
k Ak ＋ αk I）－１ AT

k f （k）
， （１０ ．６ ．２０）

其中 I为 n阶单位矩阵 ，αk 是一个正实数 ．显然 ，当 αk ＝ ０ 时 ，d（k）就是 Causs唱New ton方
向 ．当 αk 充分大时 ，逆矩阵（AT

k Ak ＋ αk I）－ １主要取决于 αk I ，这时 d（k）接近 F（x）在点 x（k）处
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的最速下降方向（ － Δ F（x（k） ）） ．一般地 ，当 αk ∈ （０ ，＋ ∞ ）时 ，（１０ ．６ ．２０）式所确定的方向

d（k）介于 Causs唱New ton方向与最速下降方向之间 ．

在此方法中 ，重要的问题是怎样确定参数 αk ．显然 ，αk 不能取得太小 ，否则不能保

证 d（k）为下降方向 ．但是 ，αk 更不能取值太大 ．这是因为 ，当 αk → ∞ 时 ，‖ d（k） ‖ → ０ ，而后

继点

x（k＋ １） ＝ x（k） ＋ d（k） ，

因此 αk 取值过大要减慢收敛速率 ．

计算步骤如下 ：

（１）给定初始点 x（１） ，初始参数 α１ ＞ ０ ，增长因子 β＞ １ ，允许误差 ε＞ ０ ，计算 F（x（１） ） ，

置 α＝ α１ ，k ＝ １ ．

（２）置 α∶＝ α／β ．计算

f（k） ＝ （ f １ （x（k） ） ，⋯ ，f m （x（k） ））T
，

Ak ＝

抄 f１ （x（k） ）
抄 x１ ⋯

抄 f１ （x（k） ）
抄 xn

… …

抄 f m （x（k） ）
抄 x１ ⋯

抄 f m （x（k） ）
抄 xn

．

　 　 （３）解方程

（AT
k Ak ＋ αI）d ＝ － AT

k f （k）
，

求得方向 d（k） ，令

x（k＋ １） ＝ x（k） ＋ d（k） ．

　 　 （４）计算 F（x（k ＋ １）
） ．若

F（x（k＋ １） ） ＜ F（x（k） ） ，

则转步骤（６） ；否则 ，进行步骤（５） ．

（５）若 ‖ AT
k f （k）

‖ ≤ ε ，则停止计算 ，得到解 珔x ＝ x（k） ；否则 ，置 α∶＝ βα ，转步骤（３） ．

（６）若 ‖ AT
k f （k）

‖ ≤ ε ，则停止计算 ，得到解 珔x ＝ x（k ＋ １）
；否则 ，置 k ∶ ＝ k ＋ １ ，返回步

骤（２） ．

初始参数 α１ 和因子 β应取适当数值 ，比如 ，根据经验可取

α１ ＝ ０ ．０１ ，　 β ＝ １０ ．

　 　在上述算法中 ，若把停步准则改为当梯度Δ F（x（k） ） ＝ 0时算法终止 ，那么 Marquardt
算法可能产生无穷序列｛x（k） ｝ ．这样 ，关于算法的收敛性 ，有下列定理 ．

定理 10 ．6 ．1 　设 x^ ∈ Rn
，F（x^）＝ σ ，水平集

Sσ ＝ ｛x | F（x） ≤ σ｝

有界 ，由（１０ ．６ ．１６ ）式所定义的 Hk 在 S σ 上恒为正定矩阵 ，初始点 x（１） ∈ Sσ ，则按
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Marquardt算法产生的序列｛x（k） ｝满足 ：

（１）当｛x（k） ｝为有穷序列时 ，序列的最后一个元素是 F（x）的稳定点 ．

（２）当｛x（k） ｝为无穷序列时 ，它必有极限点 ，而且极限点必为 F（x）的稳定点 ．

关于定理的证明 ，可参见文献［２４］ ．

习 　 　题

１ ．给定函数

f （x） ＝ １００（x２ － x２１ ）２ ＋ （１ － x１ ）２ ．

求在以下各点处的最速下降方向 ：

x（１） ＝
０

０
，　 x（２） ＝

１

１
，　 x（３） ＝

３
２

１

．

　 　 ２ ．给定函数

f （x） ＝ （６ ＋ x１ ＋ x２ ）２ ＋ （２ － ３ x１ － ３ x２ － x１ x２ ）２ ．

求在点

x^ ＝
－ ４

６

处的牛顿方向和最速下降方向 ．

３ ．用最速下降法求解下列问题 ：

min 　 x２１ － ２ x１ x２ ＋ ４ x２２ ＋ x１ － ３ x２ ．

取初点 x（１） ＝ （１ ，１）
T
，迭代两次 ．

４ ．考虑函数

f （x） ＝ x２１ ＋ ４ x２２ － ４ x１ － ８ x２ ．

　 　 （１）画出函数 f （x）的等值线 ，并求出极小点 ．

（２）证明若从 x（１） ＝ （０ ，０）
T 出发 ，用最速下降法求极小点 珔x ，则不能经有限步迭代达

到 珔x ．

（３）是否存在 x（１） ，使得从 x（１）出发 ，用最速下降法求 f （x）的极小点 ，经有限步迭代

即收敛 ？

５ ．设有函数

f （x） ＝
１
２
xT Ax ＋ bT x ＋ c ，

其中 A为对称正定矩阵 ．又设 x（１） （ ≠ 珔x）可表示为
x（１） ＝ 珔x ＋ μp ，
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其中 珔x是 f （x）的极小点 ，p是 A的属于特征值 λ的特征向量 ．证明 ：

（１） Δ f （x（１） ）＝ μλp ．

（２）如果从 x（１）出发 ，沿最速下降方向作精确的一维搜索 ，则一步达到极小点 珔x ．

６ ．设有函数

f （x） ＝
１
２
xT Ax ＋ bT x ＋ c ，

其中 A为对称正定矩阵 ．又设 x（１） （ ≠ 珔x）可表示为

x（１） ＝ 珔x ＋ ∑
m

i ＝ １

μi p（ i）
，

其中 m＞ １ ，对所有 i ，μi ≠ ０ ，p（ i）是 A的属于不同特征值 λi 的特征向量 ，珔x是 f （x）的极小
点 ．证明从 x（１）出发用最速下降法不可能一步迭代终止 ．

７ ．考虑下列问题 ：

min 　 f （x）
def １

２
xT Ax ＋ bT x ＋ c ，　 x ∈ Rn

，

A为对称正定矩阵 ．设从点 x（k）出发 ，用最速下降法求后继点 x（k ＋ １）
．证明 ：

f （x（k） ） － f （x（k＋ １） ） ＝
Δ f （x（k） ）T

Δ f （x（k） ） ２

２ Δ f （x（k） ）T A Δ f （x（k） ） ．

　 　 ８ ．设 f （x） ＝ １
２
xT Ax － bT x ，A是对称正定矩阵 ．用最速下降法求 f （x）的极小点 ，迭

代公式如下 ：

x（k＋ １） ＝ x（k） －
gT

k gk

gT
k Agk

gk ， （１０ ．１）

其中 gk 是 f （x）在点 x（k）处的梯度 ．令

E（x） ＝
１
２
（x － 珔x）T A（x － 珔x） ＝ f （x） ＋

１
２
珔xT A珔x ，

其中 珔x是 f （x）的极小点 ．证明迭代算法（１０ ．１）式满足

E（x（k＋ １） ） ＝ １ －
（gTk gk ）

２

（gTk Agk ）（gT
k A －１ gk ）

E（x（k） ） ．

　 　 （提示 ：直接计算［E（x（k） ） － E（x（k ＋ １）
）］／E（x（k） ） ，并注意到 A（x（k） － 珔x）＝ gk ．）

９ ．设 f （x）＝ １
２
xT Ax － bT x ，A为对称正定矩阵 ，任取初始点 x（１） 挝Rn

．证明最速下降

法（１０ ．１）式产生的序列｛x（k） ｝收敛于惟一的极小点 珔x ，并且对每一个 k ，成立

E（x（k＋ １） ） ≤
M － m
M ＋ m

２

E（x（k） ） ， （１０ ．２）

其中 E（x）＝ １
２
（x － 珔x）T A（x － 珔x） ，M和 m分别是矩阵 A的最大和最小特征值 ．
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（提示 ：利用习题 ８的结果和 Kantorovich不等式 ．这个不等式是 ，对任意的非零向量

x ，有

（xT x）２
（xT Ax） （xT A－１ x） ≥

４mM
（m ＋ M）

２ ． （１０ ．３）

先证不等式（１０ ．２） ，再证收敛性 ．）

１０ ．证明向量（１ ，０）
T 和（３ ，－ ２）

T 关于矩阵

A ＝
２ 　 ３

３ 　 ５

共轭 ．

１１ ．给定矩阵

A ＝
１ 　 ２

２ 　 ５
，　 B ＝

１ － １ ０

－ １ ２ ０

０ ０ ３

，

关于 A ，B各求出一组共轭方向 ．

１２ ．设 A 为 n 阶实对称正定矩阵 ，证明 A 的 n 个互相正交的特征向量 p（１）
，

p（２）
，⋯ ，p（n）关于 A共轭 ．

１３ ．设 p（１）
，p（２）

，⋯ ，p（n）
∈ Rn为一组线性无关向量 ，H是 n阶对称正定矩阵 ，令向量

d（k）为

d（k） ＝

p（k）
， k ＝ １ ，

p（k）
－ ∑

k－１

i ＝ １

d（ i）T Hp（k）

d（ i）T Hd（ i） d（ i） ，　 k ＝ ２ ，⋯ ，n ．

证明 d（１） ，d（２） ，⋯ ，d（n）关于 H共轭 ．

１４ ．用共轭梯度法求解下列问题 ：

（１） min １
２

x２１ ＋ x２２ ，取初始点 x（１） ＝ （４ ，４）
T
．

（２） min x２１ ＋ ２ x２２ － ２ x１ x２ ＋ ２ x２ ＋ ２ ，取初始点 x（１） ＝ （０ ，０）
T
．

（３） min （x１ － ２）
２
＋ ２（x２ － １）

２
，取初始点 x（１） ＝ （１ ，３）

T
．

（４） min ２ x２１ ＋ ２ x１ x２ ＋ x２２ ＋ ３ x１ － ４ x２ ，取初始点 x（１） ＝ （３ ，４）
T
．

（５） min ２ x２１ ＋ ２ x１ x２ ＋ ５ x２２ ，取初始点 x（１） ＝ （２ ，－ ２）
T
．

１５ ．设将 FR共轭梯度法用于有三个变量的函数 f （x） ，第 １次迭代 ，搜索方向 d（１） ＝
（１ ，－ １ ，２）

T
，沿 d（１）作精确一维搜索 ，得到点 x（２） ，又设

抄 f （x（２） ）
抄 x１ ＝ － ２ ，　

抄 f （x（２） ）
抄 x２ ＝ － ２ ，

那么按共轭梯度法的规定 ，从 x（２）出发的搜索方向是什么 ？

１６ ．设 A为 n阶对称正定矩阵 ，非零向量 p（１）
，p（２）

，⋯ ，p（n）
∈ Rn关于矩阵 A 共轭 ．
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证明 ：

（１） x ＝ ∑
n

i ＝ １

p（ i）T Ax
p（ i）T Ap（ i） p（ i）

，　 "x ∈ Rn
．

（２） A－１
＝ ∑

n

i ＝ １

p（ i） p（ i）T
p（ i）T Ap（ i） ．

１７ ．设有非线性规划问题

min 　 １
２
xT Ax

s ．t ．　 x ≥ b ，
其中 A为 n阶对称正定矩阵 ．设 珔x是问题的最优解 ．证明 珔x与 珔x － b关于 A共轭 ．

１８ ．用 DFP方法求解下列问题 ：

min 　 x２１ ＋ ３ x２２ ，

取初始点及初始矩阵为

x（１） ＝
１

－ １
，　 H１ ＝

２ 　 １

１ 　 １
．

　 　 １９ ．用 DFP方法求解问题的过程中 ，已知

Hk ＝
３ 　 １

１ 　 １
，　 p（k）

＝
１

２
，　 q（k） ＝

１

１
．

求矩阵 Hk ＋ １ ．

２０ ．假如用 DFP方法求解某问题时算得
Hk ＝

４ 　 ２

２ 　 ３
，　 p（k）

＝
１７

２
，　 q（k） ＝

－ １

６
，

这些数据有什么错误 ？
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第 11章 　无约束最优化的直接方法

本章介绍几种不需要计算导数的方法 ．这类算法一般称为直接方法 ．

直接方法与使用导数的方法相比 ，一般来说 ，收敛得比较慢 ，但是 ，它对目标函数不要

求导数存在 ，迭代比较简单 ，编制程序一般也比较容易 ，根据数值计算的经验 ，对于变量不

多的问题 ，能够收到较好效果 ．因此 ，这类算法是最优化方法中一个重要组成部分 ，也是有

待进一步研究的重要方面 ．

11 ．1 　模式搜索法
11 ．1 ．1 　基本思想
　 　模式搜索法是由 Hooke和 Jeeves 于 １９６１ 年提出的 ，因此又称为 Hooke唱Jeeves方
法 ．这种方法的基本思想 ，从几何意义上讲 ，是寻找具有较小函数值的“山谷” ，力图使迭代

产生的序列沿“山谷”走向逼近极小点 ．算法从初始基点开始 ，包括两种类型的移动 ，这就

是探测移动和模式移动 ．探测移动依次沿 n个坐标轴进行 ，用以确定新的基点和有利于函

数值下降的方向 ．模型移动沿相邻两个基点连线方向进行 ，试图顺着“山谷”使函数值更快

地减小 ．两种移动交替进行的具体情形如下（参见图 １１ ．１ ．１） ．

图 　 １１ ．１ ．１

设目标函数为 f （x） ，x 挝Rn
．坐标方向

ej ＝ （０ ，⋯ ，０ ，１ ，０ ，⋯ ，０）
T
，　 j ＝ １ ，⋯ ，n ，

给定初始步长 δ ，加速因子 α ．任取初始点 x（１）作为第 １个基点 ．下面以 x（ j）表示第 j 个基
点 ．在每轮探测移动中 ，自变量用 y（ j）表示 ，即 y（ j）是沿 ej 探测的出发点 ．这样 ，y（１）是沿 e１
探测的出发点 ，y（n ＋ １）是沿 en 探测得到的点 ．



首先 ，从 y（１） ＝ x（１）出发 ，进行探测移动 ．先沿 e１ 探测 ．

如果 f （y（１） ＋ δe１ ）＜ f （y（１） ） ，则探测成功 ，令

y（２） ＝ y（１） ＋ δe１ ， （１１ ．１ ．１）

并从 y（２）出发 ，沿 e２ 进行探测 ．否则 ，沿 e１ 方向的探测失败 ，再沿 － e１ 方向探测 ．

如果 f （y（１） － δe１ ）＜ f （y（１） ） ，则沿 － e１ 方向探测成功 ，令

y（２） ＝ y（１） － δe１ ， （１１ ．１ ．２）

并从 y（２）出发 ，沿 e２ 探测 ．

如果 f （y（１） － δe１ ） ≥ f （y（１） ） ，则沿 － e１ 方向的探测也失败 ．

令

y（２） ＝ y（１） ． （１１ ．１ ．３）

再从 y（２）出发 ，沿 e２ 方向探测 ，方法同上 ，得到的点记作 y（３） ．按此方式作下去 ，直至沿 n
个坐标方向探测完毕 ，得到点 y（n＋ １）

．

如果 f （y（n＋ １）
）＜ f （x（１） ） ，则 y（n ＋ １）作为新的基点 ．记作

x（２） ＝ y（n＋ １） ， （１１ ．１ ．４）

这时 ，可望 d＝ x（２） － x（１）是有利于函数值减小的方向 ．

下一步 ，沿方向 x（２） － x（１）进行模式移动 ，令新的 y（１）为
y（１） ＝ x（２） ＋ α（x（２） － x（１） ） ． （１１ ．１ ．５）

　 　模式移动之后 ，以 y（１）为起点进行探测移动 ，这轮探测仍然沿坐标轴方向进行 ．探测

完毕 ，得到的点仍记作 y（n＋ １）
．

如果 f （y（n＋ １）
）＜ f （x（２） ） ，则表明此次模式移动成功 ，于是取新的基点

x（３） ＝ y（n＋ １） ，

再沿方向 x（３） － x（２）进行模式移动 ．

如果 f （y（n＋ １）
） ≥ f （x（２） ） ，则表明模式移动及此次模式移动之后的探测移动均无效 ．

于是退回到基点 x（２） ，减小步长 δ ，再从 x（２）出发 ，依次沿各坐标轴方向进行探测移动 ．如

此继续下去 ，直到满足精度要求 ，即步长 δ小于事先给定的某个小的正数 ε为止 ．

11 ．1 ．2 　计算步骤
模式搜索法计算步骤如下 ：

（１）给定初始点 x（１） ∈ Rn
，n个坐标方向 e１ ，e２ ，⋯ ，en ，初始步长 δ ，加速因子 α ≥ １ ，缩

减率 β∈ （０ ，１） ，允许误差 ε＞ ０ ，置 y（１） ＝ x（１） ，k ＝ １ ，j ＝ １ ．

（２）如果 f （y（ j） ＋ δe j ）＜ f （y（ j） ） ，则令

y（ j＋ １） ＝ y（ j） ＋ δe j ，

进行步骤（４） ；否则 ，进行步骤（３） ．

（３）如果 f （y（ j） － δe j ）＜ f （y（ j） ） ，则令

333１１ ．１ 　模式搜索法



y（ j＋ １） ＝ y（ j） － δe j ，

进行步骤（４） ；否则 ，令

y（ j＋ １） ＝ y（ j） ，

进行步骤（４） ．

（４）如果 j ＜ n ，则置 j ∶＝ j ＋ １ ，转步骤（２） ；否则 ，进行步骤（５） ．

（５）如果 f （y（n＋ １）
）＜ f （x（k） ） ，则进行步骤（６） ；否则 ，进行步骤（７） ．

（６）置 x（k ＋ １）
＝ y（n＋ １）

，令

y（１） ＝ x（k＋ １） ＋ α（x（k＋ １） － x（k） ） ，

置 k ∶＝ k ＋ １ ，j ＝ １ ，转步骤（２） ．

（７）如果 δ≤ ε ，则停止迭代 ，得点 x（k） ；否则 ，置

δ∶＝ β δ ，　 y（１） ＝ x（k） ，　 x（k＋ １） ＝ x（k） ，

置 k ∶＝ k ＋ １ ，j ＝ １ ，转步骤（２） ．

例 11 ．1 ．1 　用模式搜索法求解下列问题 ：

min 　 f （x）
def

（１ － x１ ）２ ＋ ５（x２ － x２１ ）２ ．

　 　解 　取初始点 x（１） ＝ （２ ，０）
T
，坐标方向

e１ ＝ （１ ，０）
T
，　 e２ ＝ （０ ，１）

T
，

δ ＝
１
２

，　 α ＝ １ ，　 β ＝
１
２

．

先在 x（１）周围进行探测移动 ，令 y（１） ＝ （２ ，０）
T
，探测情况如下 ：

f （y（１） ） ＝ ８１ ，

y（１） ＋ δe１ ＝
２

０
＋

１
２

１

０
＝

５
２

０

，

f （y（１） ＋ δe１ ） ＝ １９７
９
１６

＞ f （y（１） ） ， （失败）

y（１） － δe１ ＝
２

０
－

１
２

１

０
＝

３
２

０

，

f （y（１） － δe１ ） ＝ ２５
９
１６

＜ f （y（１） ） ． （成功）

因此 ，令

y（２） ＝ y（１） － δe１ ＝

３
２

０

．

从 y（２）出发 ，沿 e２ 探测的情况 ：
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y（２） ＋ δe２ ＝

３
２

０

＋
１
２

０

１
＝

３
２

１
２

，

f （y（２） ＋ δe２ ） ＝ １５
９
１６

＜ f （y（２） ） ． （成功）

因此 ，令

y（３） ＝ y（２） ＋ δe２ ＝

３
２

１
２

．

第 １轮探测完成 ．由于 f （y（３） ） ＜ f （x（１） ） ，因此得到第 ２个基点

x（２） ＝ y（３） ＝

３
２

１
２

．

再沿方向 x（２） － x（１）进行模式移动 ，令

y（１） ＝ x（２） ＋ α（x（２） － x（１） ） ＝ ２x（２） － x（１） ＝ ２

３
２

１
２

－
２

０
＝

１

１
．

　 　模式移动后 ，立即从得到的点 y（１）出发 ，进行第 ２轮探测移动 ．探测情况如下 ：

先沿 e１ 探测 ，这时有

f （y（１） ） ＝ ０ ，

y（１） ＋ δe１ ＝
１

１
＋

１
２

１

０
＝

３
２

１

，

f （y（１） ＋ δe１ ） ＝ ８
１
１６

＞ f （y（１） ） ， （失败）

y（１） － δe１ ＝
１

１
－

１
２

１

０
＝

１
２

１

，

f （y（１） － δe１ ） ＝ ３
１
１６

＞ f （y（１） ） ， （失败）

沿 e１ 的正反向探测均失败 ，令

y（２） ＝ y（１） ＝
１

１
．
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　 　从 y（２）出发沿 e２ 探测 ，结果是

f （y（２） ＋ δe２ ） ＝ １
１
４

＞ f （y（２） ） ， （失败）

f （y（２） － δe２ ） ＝ １
１
４

＞ f （y（２） ） ， （失败）

沿 e２ 正反向探测也都失败 ．令

y（３） ＝ y（２） ＝
１

１
．

比较在 y（３）和基点 x（２）处的函数值

f （y（３） ） ＝ ０ ＜ f （x（２） ） ＝ １５
９
１６

，

上式表明模式移动是成功的 ，因此得到新基点

x（３） ＝ y（３） ＝
１

１
．

　 　从 x（３）出发 ，沿方向 x（３） － x（２进行模式移动 ．令

y（１） ＝ x（３） ＋ α（x（３） － x（２） ） ＝ ２x（３） － x（２） ＝ ２
１

１
－

３
２

１
２

＝

１
２

３
２

．

　 　然后 ，从 y（１）出发 ，进行探测移动 ．作下去就会发现 ，此次模式移动失败 ，因此退回到

基点 x（３） ．减小步长 ，令

δ∶ ＝ β δ ＝
１
４

．

　 　再从 y（１） ＝ x（３）开始 ，依次沿 e１ 和 e２ 探测 ．我们还会发现 ，在 x（３）周围的探测移动也是
失败的 ，必须继续缩减步长 ．继续往下作 ，必能得出结论 ，x（３）是局部最优解 ．事实上 ，用解

析方法容易求得 x（３）确是此问题的最优解 ．

在上面的介绍中 ，探测移动沿各坐标方向所取步长相同 ．实际上 ，不同坐标方向可以

给定不同的步长 ．实现这一点没什么困难 ，只要把涉及步长的表达式稍加修改即可 ．也有

人对 Hooke唱Jeeves方法做了修正 ，这里不再介绍 ．

模式移动的方向可以看作最速下降方向的近似 ，因此模式搜索法也可以看作最速下

降法的一种近似 ．由此可以想见 ，这种方法的收敛速度是比较慢的 ．但是 ，编制程序比较简

单 ，对变量不多的问题可以使用 ，而且确是一种可靠的方法 ．Ignizio 把这种方法用于求解
非线性目标规则问题 ，得到了满意的结果 ，可参见文献［２６］ ．
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11 ．2 　 Rosenbrock方法
11 ．2 ．1 　方法概述
　 　 Rosenbrock方法又称为转轴法 ．这种方法与 Hooke唱Jeeves方法有类似之处 ，也是设

法顺着“山谷”求函数的极小点 ．它们的差别 ，通过下面的介绍 ，将会自然明了 ．

Rosenbrock方法每次迭代包括探测阶段和构造搜索方向两部分内容 ．探测阶段中 ，

从一点出发 ，依次沿 n个单位正交方向进行探测移动 ，一轮探测之后 ，再从第 １个方向开

始继续探测 ．经过若干轮探测移动 ，完成一个探测阶段 ．然后 ，构造一组新的单位正交方

向 ，称之为转轴 ，在下一次迭代中 ，将沿这些方向进行探测 ．

1 ．探测阶段

首先给定初始点 x（１） ，放大因子 α＞ １ ，缩减因子 β∈ （ － １ ，０） ，还要给定初始搜索方向

（一般取坐标方向）和步长 ．然后进行探测移动 ．

设第 k次迭代的初始点为 x（k）
，搜索方向

d（１） ，d（２） ，⋯ ，d（n） ，

它们是单位正交方向 ．沿各方向的步长为

δ１ ，δ２ ，⋯ ，δn ．

每轮探测的起点和终点分别用 y（１）和 y（n＋ １）表示 ．令 y（１） ＝ x（k） ，开始第 １轮探测移动 ．

先从 y（１）出发 ，沿 d（１）探测 ．

如果 f （y（１） ＋ δ１ d（１） ）＜ f （y（１） ） ，则探测成功 ，令

y（２） ＝ y（１） ＋ δ１ d（１） ， （１１ ．２ ．１）

并且令 δ１ ∶＝ αδ１ ，以备下一轮探测时 ，沿 d（１）方向增大步长 ．

如果 f （y（１） ＋ δ１ d（１） ） ≥ f （y（１） ） ，则探测失败 ，令

y（２） ＝ y（１） ， （１１ ．２ ．２）

并且令 δ１ ∶＝ βδ１ ．这样 ，下一轮探测时 ，用 δ１ 乘 d（１） ，实际上就是取 d（１）的反向 ，同时也缩

短了步长 ．

再从 y（２）出发 ，沿 d（２）做探测移动 ，得到点 y（３） ．按照这种方式探测下去 ，直至沿 d（n）探
测 ，得到 y（n ＋ １）

．

完成一轮探测之后 ，令

y（１） ＝ y（n＋ １） ，

进行下一轮探测 ．如此一轮又一轮地探测下去 ，直到某一轮沿 n个方向的探测均失败 ，本

探测阶段才可能完结 ．第 k次迭代的探测阶段结束时 ，得到的点记作
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x（k＋ １） ＝ y（n＋ １） ， （１１ ．２ ．３）

它也是下一次迭代的初始点 ．

2 ．构造新的搜索方向

构造一组新的单位正交方向的方法分作两步 ．先利用当前的搜索方向和迭代中得到

的数据构造一组线性无关的方向 ，然后利用熟知的 Gram唱Schmidt 正交化方法 ，把它们正

交化及单位化 ．

根据上一阶段探测结果 ，有

x（k＋ １） ＝ x（k） ＋ ∑
n

i ＝ １

λid（ i）
， （１１ ．２ ．４）

其中 λi 是在整 个探测阶段中所有沿方向 d（ i）的步长的代数和 ．由（１１ ．２ ．４）式有

x（k＋ １） － x（k） ＝ ∑
n

i ＝ １

λid（ i）
． （１１ ．２ ．５）

　 　一种自然的看法 ，向量

p ＝ x（k＋ １） － x（k） ，

很可能是有利于函数值下降的方向 ．因此 ，新构造的方向组中 ，应包含这个方向 ，即包含从

探测阶段的初点指向该探测阶段的终点的方向 ．于是定义一组方向 p（１）
，p（２）

，⋯ ，p（n）

如下 ：

p（ j）
＝

d（ j） ， λj ＝ ０ ，

∑
n

i ＝ j
λid（ i）

， λj ≠ ０ ．
（１１ ．２ ．６）

再利用 Gram唱Schmidt正交化方法 ，把向量组｛ p（ j）
｝正交化 ，令

q（ j） ＝

p（ j）
，　 j ＝ １ ，

p（ j）
－ ∑

j －１

i ＝ １

q（ i）T p（ j）

q（ i）T q（ i） q
（ i）

，　 j ≥ ２ ．
（１１ ．２ ．７）

再单位化 ，令

珔d（ j）
＝

q（ j）
‖ q（ j） ‖ ． （１１ ．２ ．８）

　 　由于 d（１） ，d（２） ，⋯ ，d（n）线性无关且互相正交 ，因此用上述方法构造的方向集

珔d（１）
，珔d（２）

，⋯ ，珔d（n）

线性无关 ，互相正交 ，且当 λj ＝ ０时 ，有

珔d（ j）
＝ 珔d（ j）

，

这个结论的证明可参见文献［１］ ．

构造 n个单位正交方向之后 ，即可进入下一次迭代的探测阶段 ．
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11 ．2 ．2 　计算步骤
Rosenbrock方法计算步骤如下 ：

（１）给定初始点 x（１） ∈ Rn
，单位正交方向

d（１） ，d（２） ，⋯ ，d（n） ．

一般取坐标方向 ，步长

δ
（０）
１ ，δ

（０）
２ ，⋯ ，δ

（０）
n ，

放大因子 α＞ １ ，缩减因子 β∈ （ － １ ，０）和允许误差 ε＞ ０ ．置 y（１） ＝ x（１） ，

δi ＝ δ
（０）
i ，　 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ，

置 k ＝ １ ，j ＝ １ ．

（２）如果 f （y（ j） ＋ δj d（ j）
）＜ f （y（ j） ） ，则令

y（ j＋ １） ＝ y（ j） ＋ δj d（ j）
，

δj ∶＝ α δ j ．

　 　如果 f （y（ j） ＋ δj d（ j）
） ≥ f （y（ j） ） ，则令

y（ j＋ １） ＝ y（ j） ，

δj ∶＝ β δj ．

　 　 （３）如果 j ＜ n ，则置 j ∶＝ j ＋ １ ，转步骤（２） ；否则 ，进行步骤（４） ．

（４）如果 f （y（n＋ １）
） ＜ f （y（１） ） ，则令 y（１） ＝ y（n＋ １）

，置 j ＝ １ ，转步骤（２） ；如果 f （y（n ＋ １）
） ＝

f （y（１） ） ，则进行步骤（５） ．

（５）如果 f （y（n＋ １）
） ＜ f （x（k） ） ，则进行步骤（６） ；否则 ，如果对每个 j ，成立 ｜δj ｜≤ ε ，则

停止计算 ，x（k）作为最优解的估计 ，如果不满足终止准则 ，则令 y（１） ＝ y（n＋ １）
，置 j ＝ １ ，转步

骤（２） ．

（６）令 x（k ＋ １）
＝ y（n＋ １）

．如果 ‖ x（k ＋ １）
－ x（k） ‖ ≤ ε ，则取 x（k ＋ １）作为极小点的估计 ，停止计

算 ；否则 ，计算 λ１ ，λ２ ，⋯ ，λn ，利用公式（１１ ．２ ．６）至（１１ ．２ ．８）构造新的正交方向珔d（１） ，珔d（２） ，⋯ ，

珔d（n） ，并令

d（ j） ＝ 珔d（ j）
，　 δj ＝ δ

（０）
j ，　 j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ，

置 y（１） ＝ x（k ＋ １）
，k ∶＝ k ＋ １ ，j ＝ １ ，返回步骤（２） ．

例 11 ．2 ．1 　用 Rosenbrock方法解下列问题 ：

min 　 f （x）
def

（x１ － ３）
２
＋ ２（x２ ＋ ２）

２
．

　 　解 　取初始点 x（１） ＝ （０ ，０）
T
，初始搜索方向

d（１） ＝
１

０
，　 d（２） ＝

０

１
．

初始步长 δ
（０）
１ ＝ δ

（０）
２ ＝ １ ，α＝ ３ ，β＝ － ０ ．５ ．
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下面把沿方向 d（ i）进行第 j次探测所用步长记作 δij ．这样 ，第 １次探测时 ，

δ１１ ＝ δ２１ ＝ １ ．

　 　现在进行探测移动 ，整个探测阶段包含若干轮探测 ，把每一轮探测分别列出 ．

第 １轮探测 ．初点取为

y（１） ＝ x（１） ＝
０

０
，

在 y（１）处的函数值 f （y（１） ） ＝ １７ ．

先从 y（１）出发沿 d（１）探测 ：

y（１） ＋ δ１１ d（１） ＝
０

０
＋ １ ·

１

０
＝

１

０
，

f （y（１） ＋ δ１１ d（１） ） ＝ １２ ＜ f （y（１） ） ． （成功）

按照 Rosenbrock方法的规定 ，令 δ１２ ＝ αδ１１ ＝ ３ ，

y（２） ＝ y（１） ＋ δ１１ d（１） ＝
１

０
．

　 　再从 y（２）出发 ，沿 d（２）探测 ：

y（２） ＋ δ２１ d（２） ＝
１

０
＋ １ ·

０

１
＝

１

１
，

f （y（２） ＋ δ２１ d（２） ） ＝ ２２ ＞ f （y（２） ） ． （失败）

令

δ２２ ＝ βδ２１ ＝ － ０ ．５ ，

y（３） ＝ y（２） ＝
１

０
，

由于 f （y（３） ）＝ １２ ＜ f （y（１） ）＝ １７ ，因此继续探测 ．

第 ２轮探测 ．初始数据为

y（１） ＝
１

０
，

f （y（１） ） ＝ １２ ，　 δ１２ ＝ ３ ，　 δ２２ ＝ － ０ ．５ ．

　 　先从 y（１）出发 ，沿 d（１）探测 ：

y（１） ＋ δ１２ d（１） ＝
１

０
＋ ３

１

０
＝

４

０
．

f （y（１） ＋ δ１２ d（１） ） ＝ ９ ＜ f （y（１） ） ． （成功）

令

δ１３ ＝ αδ１２ ＝ ９ ，
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y（２） ＝ y（１） ＋ δ１２ d（１） ＝
４

０
，

f （y（２） ） ＝ ９ ．

　 　从 y（２）出发 ，沿 d（２）探测 ：

y（２） ＋ δ２２ d（２） ＝
４

０
－ ０ ．５

０

１
＝

４

－ ０ ．５
，

f （y（２） ＋ δ２２ d（２） ） ＝ ５ ．５ ＜ f （y（２） ） ． （成功）

令

δ２３ ＝ αδ２２ ＝ － １ ．５ ，

y（３） ＝ y（２） ＋ δ２２ d（２） ＝
４

－ ０ ．５
．

由于 f （y（３） ）＝ ５ ．５ ＜ f （y（１） ） ，因此进行下一轮探测 ．

第 ３轮探测 ．这一轮探测的初始数据为

y（１） ＝
４

－ ０ ．５
，

f （y（１） ） ＝ ５ ．５ ，　 δ１３ ＝ ９ ，　 δ２３ ＝ － １ ．５ ．

　 　先从 y（１）出发 ，沿 d（１）探测 ：

y（１） ＋ δ１３ d（１） ＝
４

－ ０ ．５
＋ ９

１

０
＝

１３

－ ０ ．５
，

f （y（１） ＋ δ１３ d（１） ） ＝ １０４ ．５ ＞ f （y（１） ） ． （失败）

令

δ１４ ＝ β δ１３ ＝ － ４ ．５ ，

y（２） ＝ y（１） ＝
４

－ ０ ．５
．

　 　从 y（２）出发 ，沿 d（２）探测 ：

y（２） ＋ δ２３ d（２） ＝
４

－ ０ ．５
－ １ ．５

０

１
＝

４

－ ２
，

f （y（２） ＋ δ２３ d（２） ） ＝ １ ＜ f （y（２） ） ＝ ５ ．５ ． （成功）

令

δ２４ ＝ α δ２３ ＝ － ４ ．５ ，

y（３） ＝ y（２） ＋ δ２３ d（２） ＝
４

－ ２
．

由于 f （y（３） ）＝ １ ＜ f （y（１） ） ，因此进行下一轮探测移动 ．

第 ４轮探测 ．
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y（１） ＝
４

－ ２
，

f （y（１） ） ＝ １ ，　 δ１４ ＝ － ４ ．５ ，　 δ２４ ＝ － ４ ．５ ．

　 　先从 y（１）出发 ，沿 d（１）探测 ：

y（１） ＋ δ１４ d（１） ＝
４

－ ２
－ ４ ．５

１

０
＝

－ ０ ．５

－ ２
，

f （y（１） ＋ δ１４ d（１） ） ＝ １２ ．２５ ＞ f （y（１） ） ＝ １ ． （失败）

令

δ１５ ＝ β δ１４ ＝ ２ ．２５ ，

y（２） ＝ y（１） ＝
４

－ ２
．

　 　再从 y（２）出发 ，沿 d（２）探测 ：

y（２） ＋ δ２４ d（２） ＝
４

－ ２
－ ４ ．５

０

１
＝

４

－ ６ ．５
，

f （y（２） ＋ δ２４ d（２） ） ＝ ４１ ．５ ＞ f （y（２） ） ＝ １ ． （失败）

令

δ２５ ＝ β δ２４ ＝ ２ ．２５ ，

y（３） ＝ y（２） ＝
４

－ ２
．

　 　第 ４轮沿两个方向的探测均失败 ．比较在点 y（３）和本次迭代初始点 x（１）处的函数值 ，

有

f （y（３） ） ＝ １ ＜ f （x（１） ） ＝ １７ ，

因此 ，经 ４轮探测完成这次迭代的探测阶段 ，令

x（２） ＝ y（３） ＝
４

－ ２
，

x（２）是下次迭代的初始点 ．

下面构造一组新的单位正交方向 ．先求步长的代数和 ：

λ１ ＝ δ１１ ＋ δ１２ ＝ １ ＋ ３ ＝ ４ ，

λ２ ＝ δ２２ ＋ δ２３ ＝ － ０ ．５ － １ ．５ ＝ － ２ ．

　 　实际上 ，由于这次迭代取坐标方向作为搜索方向 ，因此可根据

x（２） － x（１） ＝
４

－ ２
－

０

０
＝

４

－ ２
，

立即得到 λ１ ＝ ４及 λ２ ＝ － ２ ．

然后 ，令

243 第 １１章 　无约束最优化的直接方法



p（１）
＝ λ１ d（１） ＋ λ２ d（２） ＝ ４

１

０
－ ２

０

１
＝

４

－ ２
，　 p（２）

＝ λ２ d（２） ＝
０

－ ２
．

将 p（１）
，p（２）正交化 ，令

q（１） ＝ p（１）
＝

４

－ ２
，

q（２） ＝ p（２）
－
q（１）T p（２）

q（１）T q（１） q
（１）

＝
０

－ ２
－

［４ ，－ ２］
０

－ ２

［４ ，－ ２］
４

－ ２

４

－ ２
＝

－
４
５

－
８
５

．

　 　再把 q（１） ，q（２）单位化 ，并把得到的结果仍然记作 d（１）和 d（２） ，则

d（１） ＝

２

５

－
１

５

，　 d（２） ＝

－
１

５

－
２

５

．

容易验证 ，这是一组单位正交方向 ．接下去 ，从 y（１） ＝ x（２）出发 ，沿新构造的方向进行下次

迭代的探测移动 ，方法与上次迭代相同 ．为节省篇幅 ，这里不再计算 ．

易知本问题的极小点是

珔x ＝
３

－ ２
．

11 ．3 　单纯形搜索法
11 ．3 ．1 　单纯形的转换
　 　这里介绍的单纯形搜索法是一种无约束最优化的直接方法 ，并不是线性规划的单纯

形方法 ．可参见文献［２］ ．

所谓单纯形是指 n维空间Rn中具有 n ＋ １个顶点的凸多面体 ．比如一维空间中的线

段 ，二维空间中的三角形 ，三维空间中的四面体等 ，均为相应空间中的单纯形 ．

单纯形搜索法与其他直接方法相比 ，基本思想有所不同 ，在这种方法中 ，给定Rn中一

个单纯形后 ，求出 n＋ １个顶点上的函数值 ，确定出有最大函数值的点（称为最高点）和最

小函数值的点（称为最低点） ，然后通过反射 、扩展 、压缩等方法（几种方法不一定同时使

用）求出一个较好点 ，用它取代最高点 ，构成新的单纯形 ，或者通过向最低点收缩形成新的

单纯形 ，用这样的方法逼近极小点 ．
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下面 ，以极小化二元函数 f （x１ ，x２ ）为例 ，说明怎样实现单纯形的转换 ．

首先 ，在平面上取不共线的三点 x（１） ，x（２）和 x（３） ，构成初始单纯形（如图 １１ ．３ ．１ 所

示） ．设最高点为 x（３） ，最低点为 x（１） ，即

f （x（１） ） ＜ f （x（２） ） ＜ f （x（３） ） ． （１１ ．３ ．１）

图 　 １１ ．３ ．１

　 　现在进行反射步骤 ．将最高点经过其余点的形心进行反射 ，运用单纯形搜索法时 ，总

是如此 ．对于本问题 ，就是将 x（３）经过线段 x（１） x（２）的中点

珔x ＝
１
２
（x（１） ＋ x（２） ） （１１ ．３ ．２）

进行反射 ．得到反射点

x（４） ＝ 珔x ＋ α（珔x － x（３） ） ， （１１ ．３ ．３）

正数 α称为反射系数 ，一般取 α＝ １ ．

反射后有三种可能的情形 ：

（１）如果 f （x（４） ）＜ f （x（１） ） ，则表明方向

d ＝ x（４） － 珔x ，

对于函数值的减小是有利的 ，于是沿此方向进行扩展 ．令

x（５） ＝ 珔x ＋ γ（x（４） － 珔x） ， （１１ ．３ ．４）

其中 γ＞ １称为扩展系数 ．若

f （x（５） ） ＜ f （x（４） ） ，

则用 x（５）取代 x（３） ，得到以 x（１） ，x（２）和 x（５）为顶点的新的单纯形 ．若

f （x（５） ） ≥ f （x（４） ） ，

则扩展失败 ．这时 ，用 x（４）替换 x（３） ，得到以 x（１） ，x（２）和 x（４）为顶点的新的单纯形 ．

（２）如果 f （x（１） ） ≤ f （x（４） ） ≤ f （x（２） ） ，即 f （x（４） ）不小于最低点处的函数值 ，不大于次

高点处的函数值 ，则用 x（４）替换 x（３） ，得到以 x（１） ，x（２）和 x（４）为顶点的新的单纯形 ．

（３）如果 f （x（４） ）＞ f （x（２） ） ，即 f （x（４） ）大于次高点处的函数值 ，则进行压缩步骤 ．为

此 ，在 x（４）和 x（３）中选择函数值最小的点 ，令
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f （x（h′） ） ＝ min｛ f （x（３） ） ，f （x（４） ）｝ ，

其中 x（h′） ∈ ｛x（３） ，x（４） ｝ ，令

x（６） ＝ 珔x ＋ β（x（h′） － 珔x） ， （１１ ．３ ．５）

β∈ （０ ，１）为压缩系数 ．这样 x（６）位于 珔x与 x（h′）之间 ．

若 f （x（６） ） ≤ f （x（h′） ） ，则用 x（６）取代 x（３） ，得到以 x（１） ，x（２）和 x（６）为顶点的新的单纯形 ．

若 f （x（６） ）＞ f （x（h′） ） ，则进行收缩 ．最低点 x（１）不动 ，其余两点 x（２）和 x（３）均向 x（１）移近
一半距离 ．令

x（７） ＝ x（２） ＋
１
２
（x（１） － x（２） ） ， （１１ ．３ ．６）

x（８） ＝ x（３） ＋
１
２
（x（１） － x（３） ） ， （１１ ．３ ．７）

得到以 x（１） ，x（７）和 x（８） ，为顶点的新的单纯形 ．

以上几种情形 ，不论属于哪一种 ，所得到的新的单纯形 ，必有一个顶点其函数值小于

或等于原单纯形各顶点上的函数值 ．每得到一个新的单纯形后 ，再重复以上步骤 ，直至满

足收敛准则为止 ．

11 ．3 ．2 　计算步骤
单纯形搜索法计算步骤如下 ：

（１）给定初始单纯形 ，其顶点

x（ i） ∈ Rn
，　 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ＋ １ ，

反射系数 α＞ ０ ，扩展系数 γ＞ １ ，压缩系数 β∈ （０ ，１） ，允许误差 ε＞ ０ ．计算函数值

f （x（ i） ） ，　 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ＋ １ ．

置 k ＝ １ ．

（２）确定最高点 x（h） ，次高点 x（g） ，最低点 x（ l） （h ，g ，l ∈ ｛１ ，２ ，⋯ ，n＋ １｝） ，使得

f （x（h） ） ＝ max｛ f （x（１） ） ，f （x（２） ） ，⋯ ，f （x（n＋ １） ）｝ ，

f （x（g） ） ＝ max｛ f （x（ i） ） | x（ i） ≠ x（h） ｝ ，

f （x（ l） ） ＝ min｛ f （x（１） ） ，f （x（２） ） ，⋯ ，f （x（n＋ １） ）｝ ．

计算除 x（h）外的 n个点的形心 珔x ，令

珔x ＝
１
n ∑

n＋ １

i ＝ １

x（ i） － x（h） ，

计算出 f （珔x） ．

（３）进行反射 ，令

x（n＋ ２） ＝ 珔x ＋ α（珔x － x（h） ） ，

计算 f （x（n＋ ２）
） ．
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（４）若 f （x（n＋ ２）
） ＜ f （x（ l） ） ，则进行扩展 ，令

x（n＋ ３） ＝ 珔x ＋ γ（x（n＋ ２） － 珔x） ，

计算 f （x（n＋ ３）
） ，转步骤（５） ；

若 f （x（ l） ） ≤ f （x（n＋ ２）
） ≤ f （x（g） ） ，则置

x（h） ＝ x（n＋ ２） ，　 f （x（h） ） ＝ f （x（n＋ ２） ） ，

转步骤（７） ；

若 f （x（n ＋ ２）
） ＞ f （x（g） ） ，则进行压缩 ，令

f （x（h′） ） ＝ min｛ f （x（h） ） ，f （x（n＋ ２） ）｝ ，

其中 h′ ∈ ｛h ，n＋ ２｝ ．令

x（n＋ ４） ＝ 珔x ＋ β（x（h′） － 珔x） ，

计算 f （x（n＋ ４）
） ，转步骤（６） ．

（５）若 f （x（n＋ ３）
） ＜ f （x（n＋ ２）

） ，则置

x（h） ＝ x（n＋ ３） ，　 f （x（h） ） ＝ f （x（n＋ ３） ） ，

转步骤（７） ；否则 ，置

x（h） ＝ x（n＋ ２） ，　 f （x（h） ） ＝ f （x（n＋ ２） ）
转步骤（７） ．

（６）若 f （x（n＋ ４）
） ≤ f （x（h′） ） ，则置

x（h） ＝ x（n＋ ４） ，　 f （x（h） ） ＝ f （x（n＋ ４） ） ．

进行步骤（７） ；否则 ，进行收缩 ，令

x（ i） ∶ ＝ x（ i） ＋
１
２
（x（ l） － x（ i） ） ，　 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ＋ １ ，

计算 f （x（ i） ）（i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n＋ １） ，进行步骤（７） ．

（７）检验是否满足收敛准则 ．若

１
n ＋ １ ∑

n＋ １

i ＝ １

［ f （x（ i） ） － f （珔x）］２
１
２

＜ ε ，

则停止计算 ，现行最好点可作为极小点的近似 ；否则 ，置 k ∶＝ k＋ １ ，返回步骤（２） ．

例 11 ．3 ．1 　用单纯形搜索法求解下列问题 ：

min 　 f （x）
def

（x１ － ３）
２
＋ ２（x２ ＋ ２）

２
．

　 　解 　取初始单纯形的顶点为

x（１） ＝
０

０
，　 x（２） ＝

１

０
，　 x（３） ＝

０

１
，

取系数 α＝ １ ，γ＝ ２ ，β＝
１
２

，取精度要求 ε＝ ２ ．

第 １次迭代 ．各顶点处的函数值为
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f （x（１） ） ＝ １７ ，　 f （x（２） ） ＝ １２ ，　 f （x（３ ） ＝ ２７ ，

显然有

x（h） ＝ x（３） ，　 x（g） ＝ x（１） ，　 x（ l） ＝ x（２） ，

取 h＝ ３ ，g ＝ １ ，l ＝ ２ ．

将 x（３）经 x（１）和 x（２）的形心进行反射 ，令

珔x ＝
１
２
（x（１） ＋ x（２） ） ＝

１
２

０

０
＋

１
２

１

０
＝

１
２

０

，

在 珔x处的函数值 f （珔x） ＝ ５７
４

．令

x（４） ＝ 珔x ＋ α（珔x － x（３） ） ＝ ２珔x － x（３） ＝ ２

１
２

０

－
０

１
＝

１

－ １
，

f （x（４） ） ＝ ６ ．由于 f （x（４） ） ＜ f （x（ l） ） ，因此进行扩展 ，令

x（５） ＝ 珔x ＋ γ（x（４） － 珔x） ＝ ２x（４） － 珔x ＝ ２
１

－ １
－

１
２

０

＝

３
２

－ ２

，

f （x（５） ）＝ ９
４

，由于 f （x（５） ）＜ f （x（４） ） ，因此用 x（５）替换 x（３） ，得到新的单纯形 ．我们把 x（５）仍

记作 x（３） ，则新单纯形的顶点为

x（１） ＝
０

０
，　 x（２） ＝

１

０
，　 x（３） ＝

３
２

－ ２

． （１１ ．３ ．８）

１
３ ∑

３

i＝ １

［ f （x（ i） ） － f （珔x）］２
１
２

＝
１
３

１７ －
５７
４

２

＋ １２ －
５７
４

２

＋
９
４

－
５７
４

２

１
２

＝
１
３

１１
４

２

＋
９
４

２

＋ １２
２

１
２

＝ ７ ．２３ ＞ ε ．

　 　第 ２次迭代 ．单纯形的顶点由（１１ ．３ ．８）式给定 ．显然有

x（h） ＝ x（１） ，　 x（g） ＝ x（２） ，　 x（ l） ＝ x（３） ，

f （x（１） ） ＝ １７ ，　 f （x（２） ） ＝ １２ ，　 f （x（３） ） ＝
９
４

，

进行反射 ，求 x（１）关于 x（２）和 x（３）的形心的反射点 ．令

珔x ＝
１
２
（x（２） ＋ x（３） ） ＝

１
２

１

０
＋

１
２

３
２

－ ２

＝

５
４

－ １

，
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f （珔x）＝ ８１
１６

，反射点为

x（４） ＝ 珔x ＋ α（珔x － x（h） ） ＝ ２珔x － x（１） ＝ ２

５
４

－ １

－
０

０
＝

５
２

－ ２

，

f （x（４） ） ＝ １
４

．由于 f （x（４） ） ＜ f （x（ l） ） ，因此进行扩展 ，令

x（５） ＝ 珔x ＋ γ（x（４） － 珔x） ＝ ２x（４） － 珔x ＝ ２

５
２

－ ２

－

５
４

－ １

＝

１５
４

－ ３

，

f （x（５） ） ＝ ４１
１６

．由于 f （x（５） ） ＞ f （x（４） ） ，因此用 x（４）替换 x（１） ．置 x（１） ＝ x（４） ，得到新的单纯形 ，

其顶点为

x（１） ＝

５
２

－ ２

，　 x（２） ＝
１

０
，　 x（３） ＝

３
２

－ ２

， （１１ ．３ ．９）

f （x（１） ） ＝ １
４

，f （x（２） ）和 f （x（３） ）同上 ．

１
３ ∑

３

i＝ １

［ f （x（ i） ） － f （珔x）］２
１
２

＝
１
３

１
４

－
８１
１６

２

＋ １２ －
８１
１６

２

＋
９
４

－
８１
１６

２

１
２

＝ ５ ．１４ ＞ ε ．

　 　第 ３次迭代 ．单纯形的顶点由（１１ ．３ ．９）式给定 ．已知

f （x（１） ） ＝
１
４

，　 f （x（２） ） ＝ １２ ，　 f （x（３） ） ＝
９
４

，

x（h） ＝ x（２） ，　 x（g） ＝ x（３） ，　 x（ l） ＝ x（１） ．

求 x（２）关于 x（１）和 x（３）的形心的反射点 ．令

珔x ＝
１
２
（x（１） ＋ x（３） ） ＝

１
２

５
２

－ ２

＋
１
２

３
２

－ ２

＝
２

－ ２
，

f （珔x）＝ １ ．反射点

x（４） ＝ 珔x ＋ α（珔x － x（２） ） ＝ 珔x ＋ １ · （珔x － x（２） ）

＝ ２珔x － x（２） ＝ ２
２

－ ２
－

１

０
＝

３

－ ４
，

f （x（４） ） ＝ ８ ．由于 f （x（４） ） ＞ f （x（３） ） ，因此进行压缩 ．由于

f （x（４） ） ＝ min｛ f （x（h） ） ，f （x（４） ）｝ ，

因此令
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x（６） ＝ 珔x ＋ β（x（４） － 珔x） ＝
１
２
珔x ＋

１
２
x（４） ＝

１
２

２

－ ２
＋

１
２

３

－ ４
＝

５
２

－ ３

，

f （x（６） ） ＝ ９
４

．由于 f （x（６） ） ＜ f （x（４） ） ，因此用 x（６）替换 x（２） ，置 x（２） ＝ x（６） ，得到新的单纯形 ，

其顶点为

x（１） ＝

５
２

－ ２

，　 x（２） ＝

５
２

－ ３

，　 x（３） ＝

３
２

－ ２

，

f （x（１） ） ＝
１
４

，　 f （x（２） ） ＝
９
４

，　 f （x（３） ） ＝
９
４

，

１
３ ∑

３

i ＝ １

f （x（ i） ） － f （珔x） ２

１
２

＝
１
３

１
４

－ １
２

＋
９
４

－ １
２

＋
９
４

－ １
２

１
２

＝ １ ．１１ ＜ ε ．

　 　已满足精度要求 ，得近似解 x（１） ＝ ５
２

，－ ２
T
．实际上 ，问题的极小点 珔x＝ （３ ，－ ２）

T
．

上面介绍的方法不是最初形式 ，而是经过改进的 ．最初的方法称为正规单纯形法 ，每

次迭代所用单纯形均为正规单纯形 ．一般认为经过改进的方法优于正规单纯形法 ．因此 ，

关于后者我们不再介绍 ，可参见文献［２３］ ．

关于上述方法的使用效果 ，有人在许多问题上进行了试验 ，并取得成功 ．但也有人认

为 ，对于变量多的情形 ，比如 n ≥ １０的问题 ，是十分无效的 ．

11 ．4 　 Powell 方 法
11 ．4 ．1 　 Powell基本算法
　 　 Powell方法是一种有效的直接搜索法 ，在后面的讨论中将会看到 ，这种方法本质上

是共轭方向法 ．

Powell方法把整个计算过程分成若干个阶段 ，每一阶段（一轮迭代）由 n ＋ １次一维

搜索组成 ．在算法的每一阶段中 ，先依次沿着已知的 n个方向搜索 ，得一个最好点 ，然后沿

本阶段的初点与该最好点连线方向进行搜索 ，求得这一阶段的最好点 ．再用最后的搜索方

向取代前 n个方向之一 ，开始下一阶段的迭代 ．具体计算步骤如下 ：

（１）给定初始点 x（０） ，n个线性无关的方向
d（１ ，１）

，d（１ ，２）
，⋯ ，d（１ ，n）

，

允许误差 ε＞ ０ ，置 k ＝ １ ．
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（２）置 x（k ，０）
＝ x（k － １）

，从 x（k ，０）出发 ，依次沿方向

d（k ，１） ，d（k ，２）
，⋯ ，d（k ，n）

，

进行搜索 ，得到点

x（k ，１） ，x（k ，２）
，⋯ ，x（k ，n）

．

再从 x（k ，n）出发 ，沿着方向

d（k ，n＋ １）
＝ x（k ，n）

－ x（k ，０） ，

作一维搜索 ，得到点 x（k） ．

（３）若 ‖ x（k） － x（k － １） ‖ ＜ ε ，则停止计算 ，得点 x（k） ；否则 ，令

d（k＋ １ ，j）
＝ d（k ，j＋ １）

，　 j ＝ １ ，⋯ ，n ． （１１ ．４ ．１）

置 k ∶＝ k ＋ １ ，返回步骤（２） ．

例 11 ．4 ．1 　用 Powell方法求解下列问题 ：

min 　 f （x）
def

（x１ ＋ x２ ）２ ＋ （x１ － １）
２
．

　 　解 　取初始点和初始搜索方向分别为

x（０） ＝
２

１
；　 d（１ ，１）

＝
１

０
，　 d（１ ，２）

＝
０

１
．

　 　第 １轮迭代 ．置

x（１ ，０）
＝ x（０） ＝

２

１
．

　 　下面用解析法求 f （x）沿直线的极小点 ．

先沿 d（１ ，１）作一维搜索 ：

min
λ

　 f （x（１ ，０）
＋ λd（１ ，１）

） ，

x（１ ，０）
＋ λd（１ ，１）

＝
２

１
＋ λ

１

０
＝

２ ＋ λ

１
．

令

φ（λ） ＝ f （x（１ ，０）
＋ λd（１ ，１）

） ＝ （３ ＋ λ）
２
＋ （１ ＋ λ）

２
，

dφ
dλ ＝ ２（３ ＋ λ） ＋ ２（１ ＋ λ） ＝ ０ ，

得到 λ１ ＝ － ２ ，x（１ ，１）
＝ （０ ，１）

T
．

再从 x（１ ，１）出发 ，沿 d（１ ，２）作一维搜索 ：

min
λ

　 f （x（１ ，１）
＋ λd（１ ，２）

） ，

x（１ ，１）
＋ λd（１ ，２）

＝
０

１
＋ λ

０

１
＝

０

１ ＋ λ
．

令
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φ（λ） ＝ f （x（１ ，１）
＋ λd（１ ，２）

） ＝ （１ ＋ λ）
２
＋ １ ，

dφ
dλ ＝ ２（１ ＋ λ） ＝ ０ ，

得到 λ２ ＝ － １ ，x（１ ，２）
＝ （０ ，０）

T
．令方向

d（１ ，３）
＝ x（１ ，２）

－ x（１ ，０）
＝

－ ２

－ １
．

从 x（１ ，２）出发 ，沿 d（１ ，３）作一维搜索 ：

min
λ

　 f （x（１ ，２）
＋ λd（１ ，３）

） ，

x（１ ，２）
＋ λd（１ ，３）

＝
０

０
＋ λ

－ ２

－ １
＝

－ ２λ

－ λ
．

令

φ（λ） ＝ f （x（１ ，２）
＋ λd（１ ，３）

） ＝ （－ ３λ）
２
＋ （－ ２λ － １）

２
，

dφdλ ＝ １８λ － ４（－ ２λ － １） ＝ ０ ，

得到 λ３ ＝ －
２
１３

．经第 １轮迭代 ，得到最好点

x（１） ＝

４
１３

２
１３

．

　 　第 ２轮迭代 ．根据（１１ ．４ ．１）式 ，第 ２轮的搜索方向为

d（２ ，１）
＝ d（１ ，２）

＝
０

１
，　 d（２ ，２）

＝ d（１ ，３）
＝

－ ２

－ １
，

初始点为

x（２ ，０）
＝ x（１） ＝

４
１３

２
１３

．

　 　下面仍用解析方法求 f （x）在直线上的极小点 ．

先沿 d（２ ，１）搜索 ：

min
λ

　 f （x（２ ，０）
＋ λd（２ ，１）

） ，

得到 λ１ ＝ －
６
１３
及点

x（２ ，１）
＝ x（２ ，０）

＋ λ１ d（２ ，１）
＝

４
１３

２
１３

－
６
１３

０

１
＝

４
１３

－
４
１３

．
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　 　再沿 d（２ ，２）搜索 ：

min
λ

　 f （x（２ ，１）
＋ λd（２ ，２）

） ，

得到 λ２ ＝ －
１８
１６９
及点

x（２ ，２）
＝ x（２ ，１）

＋ λ２ d（２ ，２）
＝

４
１３

－
４
１３

－
１８
１６９

－ ２

－ １
＝

８８
１６９

－
３４
１６９

．

令

d（２ ，３）
＝ x（２ ，２）

－ x（２ ，０）
＝

８８
１６９

－
３４
１６９

－

４
１３

２
１３

＝

３６
１６９

－
６０
１６９

．

图 　 １１ ．４ ．１

　 　最后 ，从 x（２ ，２）出发 ，沿 d（２ ，３）作一维搜索 ：

min
λ

　 f （x（２ ，２）
＋ λd（２ ，３）

） ，

得到 λ３ ＝
９
４
及极小点

x（２） ＝ x（２ ，２）
＋ λ３ d（２ ，３）

＝

８８
１６９

－
３４
１６９

＋
９
４

３６
１６９

－
６０
１６９

＝
１

－ １
．

　 　每次搜索所得到的点如图 １１ ．４ ．１所示 ．

11 ．4 ．2 　二次终止性
例 １１ ．４ ．１经两轮迭代达到极小点 ，这种现象不是偶然的 ．下面分析产生这种现象的

原因 ．

定理 11 ．4 ．1 　 设 f （x） ＝ １
２
xT Ax ＋ bT x ＋ c ，A为 n阶对称正定矩阵 ，任意给定方向

d ∈ Rn和点 x（０）
，x（１） ∈ Rn

（x（１） ≠ x（０） ） ，从 x（０）出发沿方向 d搜索 ，得极小点 x（a） ，从 x（１）出发
沿方向 d搜索 ，得极小点 x（b） ，则（x（b） － x（a） ）与 d关于 A共轭 ．

证明 　根据假设 ，必有

（Ax（a）
＋ b）T d ＝ ０ （１１ ．４ ．２）

及

（Ax（b）
＋ b）T d ＝ ０ ， （１１ ．４ ．３）

（１１ ．４ ．３）式减去（１１ ．４ ．２）式 ，得到
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（x（b） － x（a） ）T Ad ＝ ０ ．

　 　利用上述定理不难解释例 １１ ．４ ．１为什么两轮迭代即达极小点 ．

在该例中 ，第 １轮搜索方向是

d（１ ，１）
＝

１

０
，　 d（１ ，２）

＝
０

１
，　 d（１ ，３）

＝
－ ２

－ １
，

第 ２轮搜索方向是

d（２ ，１）
＝

０

１
，　 d（２ ，２）

＝
－ ２

－ １
，　 d（２ ，３）

＝

３６
１６９

－
６０
１６９

，

其中 d（２ ，１）
＝ d（１ ，２）

，d（２ ，２）
＝ d（１ ，３）

．由于沿方向 d（１ ，３）搜索得到极小点 x（２ ，０）
，沿 d（２ ，２）搜索得到

极小点 x（２ ，２）
，根据定理 １１ ．４ ．１ ，必有方向 d（２ ，３）

＝ x（２ ，２）
－ x（２ ，０）与 d（２ ，２）关于 A共轭 ．由于第

２轮最后两次搜索是沿着非零共轭方向进行 ，因此经有限步终止 ．

定理 １１ ．４ ．１可以推广到具有多个共轭方向的情形 ．

定理 11 ．4 ．2 　 设 f （x） ＝
１
２

xT Ax ＋ bT x ＋ c ，A 是 n 阶对称正定矩阵 ，又设 d（１） ，

d（２） ，⋯ ，d（k）是一组 A共轭的非零方向 ，x（０） ，x（１） ∈ Rn为任意两点 ，从 x（０）出发 ，依次沿这 k
个方向搜索 ，得到在流形 x（０） ＋ Bk 上的极小点 x（a）

，从 x（１）出发 ，依次沿这 k个方向搜索 ，

得到在流形 x（１） ＋ Bk 上的极小点 x（b）
，则

d（１） ，d（２） ，⋯ ，d（k） ，　 d（k＋ １） ＝ x（b） － x（a）

是 A共轭的 ．

定理中的 Bk 是 d（１）
，d（２） ，⋯ ，d（k）生成的子空间 ．

证明 　根据假设 ，d（１） ，d（２） ，⋯ ，d（k）是 A共轭的 ，因此只需证明 d（k ＋ １）与 d（ j） （ j ＝ １ ，⋯ ，

k）关于 A共轭 ．根据定理 １０ ．３ ．２的推论 ，必有

（Ax（a）
＋ b）T d（ j） ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，k （１１ ．４ ．４）

及

（Ax（b）
＋ b）T d（ j） ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，k ， （１１ ．４ ．５）

（１１ ．４ ．５）式减去（１１ ．４ ．４）式得到

（Ax（b）
－ Ax（a）

）
T d（ j） ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，k ，

即

（x（b） － x（a） ）T Ad（ j）
＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，k ．

　 　利用上述定理容易证明 ，当极小化正定二次函数时 ，如果每轮迭代中前 n个方向均线
性无关 ，那么 Powell方法至多经 n轮选代达到极小点 ．下面就来分析这个问题 ．

设第 １轮迭代中 ，初点 x（１ ，０）
＝ x（０） ，搜索方向为

d（１ ，１）
，d（１ ，２）

，⋯ ，d（１ ，n）
，d（１ ，n＋ １）

＝ x（１ ，n）
－ x（１ ，０）

，
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前 n个方向线性无关 ，依次沿 n＋ １个方向搜索 ，最后得到点 x（１） ．

第 ２轮的初点 x（２ ，０）
＝ x（１） ，搜索方向为

d（２ ，１）
，d（２ ，２）

，⋯ ，d（２ ，n）
，d（２ ，n＋ １）

＝ x（２ ，n）
－ x（２ ，０）

，

前 n个方向依次等于
d（１ ，２）

，d（１ ，３）
，⋯ ，d（１ ，n＋ １）

，

设这 n个方向也线性无关 ．第 ２轮迭代最后得到点 x（２） ．

显然 ，点 x（２ ，n）和 x（２ ，０）
（即 x（１） ）是从不同点出发沿同一方向 d（２ ，n）

（即 d（１ ，n＋ １）
）进行搜

索得到的 ，根据定理 １１ ．４ ．１ ，方向

d（２ ，n） 与 d（２ ，n＋ １）
＝ x（２ ，n）

－ x（２ ，０）
，

关于 A共轭
现在假设第 k轮迭代的搜索方向为

d（k ，１）
，⋯ ，d（k ，n）

，d（k ，n＋ １）
＝ x（k ，n）

－ x（k ，０） ，

前 n个方向线性无关 ，且后 k个方向
d（k ，n－ k＋ ２）

，⋯ ，d（k ，n） ，d（k ，n＋ １）

是 A共轭的 ．经过这轮迭代 ，得到点 x（k） ．

在第 k ＋ １轮迭代中 ，初点 x（k ＋ １ ，０）
＝ x（k） ，搜索方向为

d（k＋ １ ，１）
，⋯ ，d（k＋ １ ，n）

，d（k＋ １ ，n＋ １）
，

它们分别等于

d（k ，２）
，⋯ ，d（k ，n＋ １）

，d（k＋ １ ，n＋ １）
＝ x（k＋ １ ，n）

－ x（k＋ １ ，０）
，

其中前 n个方向线性无关 ．

由于点 x（k ＋ １ ，n）和 x（k ＋ １ ，０）
（即 x（k） ）是从不同点出发 ，依次沿同一组共轭方向进行一维

搜索得到的 ，因此 ，根据定理 １１ ．４ ．２ ，必得出方向集

d（k＋ １ ，n－ k＋ １）
，⋯ ，d（k＋ １ ，n）

，d（k＋ １ ，n＋ １）

是 A共轭的 ．

由此可知 ，完成 n个阶段的迭代之后 ，必能得到 n个A共轭的方向 ．因此 Powell方法
具有二次终止性 ．

值得注意 ，在迭代中可能出现这样的情形 ：在某轮迭代中 ，n个搜索方向线性相关 ，由

此导致即使对正定二次函数经 n轮迭代也达不到极小点 ，甚至任意迭代下去 ，永远达不到

极小点 ．

例 11 ．4 ．2 　考虑下列问题 ：

min 　 （x１ － x２ ＋ x３ ）２ ＋ （－ x１ ＋ x２ ＋ x３ ）２ ＋ （x１ ＋ x２ － x３ ）２ ，

取初始点 x（０） ＝ １
２

，１ ，
１
２

T
，搜索方向
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d（１ ，１）
＝

１

０

０

，　 d（１ ，２）
＝

０

１

０

，　 d（１ ，３）
＝

０

０

１

．

　 　解 　用 Powell方法求解 ．首先置 x（１ ，０）
＝ x（０） ，从 x（１ ，０）出发 ，沿 d（１ ，１）搜索 ：

min
λ

　 f （x（１ ，０）
＋ λd（１ ，１）

） ，

x（１ ，０）
＋ λd（１ ，１）

＝

１
２

１

１
２

＋ λ

１

０

０

＝

１
２

＋ λ

１

１
２

，

φ（λ） ＝ f （x（１ ，０）
＋ λd（１ ，１）

） ＝ （１ － λ）
２
＋ λ

２
＋ （１ ＋ λ）

２
．

令 φ′（λ）＝ ０ ，即

－ ２（１ － λ） ＋ ２λ ＋ ２（１ ＋ λ） ＝ ０ ，

由此得到 λ１ ＝ ０ ，因此有

x（１ ，１）
＝

１
２

１

１
２

．

　 　从 x（１ ，１）出发 ，沿 d（１ ，２）搜索 ：

min
λ

　 f （x（１ ，１）
＋ λd（１ ，２）

） ，

x（１ ，１）
＋ λd（１ ，２）

＝

１
２

１

１
２

＋ λ

０

１

０

＝

１
２

１ ＋ λ

１
２

，

φ（λ） ＝ f （x（１ ，１）
＋ λd（１ ，２）

） ＝ （１ ＋ λ）
２
＋ （－ λ）

２
＋ （１ ＋ λ）

２
．

令 φ′（λ）＝ ０ ，即
２（１ ＋ λ） ＋ ２λ ＋ ２（１ ＋ λ） ＝ ０ ，

得到 λ２ ＝ －
２
３
及点

x（１ ，２）
＝ x（１ ，１）

＋ λ２ d（１ ，２）
＝

１
２

１
３

１
２

．
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　 　再从 x（１ ，２）出发 ，沿 d（１ ，３）搜索 ：

min
λ

　 f （x（１ ，２）
＋ λd（１ ，３）

） ，

x（１ ，２）
＋ λd（１ ，３）

＝

１
２

１
３

１
２

＋ λ

０

０

１

＝

１
２

１
３

１
２

＋ λ

，

φ（λ） ＝ f （x（１ ，２）
＋ λd（１ ，３）

） ＝
２
３

＋ λ
２

＋
１
３

＋ λ
２

＋
１
３

－ λ
２

．

令 φ′（λ）＝ ０ ，即

２
２
３

＋ λ ＋ ２
１
３

＋ λ － ２
１
３

－ λ ＝ ０ ，

得到 λ３ ＝ －
２
９
及点

x（１ ，３）
＝ x（１ ，２）

＋ λ３ d（１ ，３）
＝

１
２

１
３

５
１８

．

　第 １阶段迭代的最后一步是从 x（１ ，３）出发 ，沿方向

d（１ ，４）
＝ x（１ ，３）

－ x（１ ，０）
＝

１
２

１
３

５
１８

－

１
２

１

１
２

＝

　 ０

－
２
３

－
２
９

作一维搜索 ：

min
λ

　 f （x（１ ，３）
＋ λd（１ ，４）

） ，

x（１ ，３）
＋ λd（１ ，４）

＝

１
２

１
３

５
１８

＋ λ

　 ０

－
２
３

－
２
９

＝

１
２

１
３

－
２
３
λ

５
１８

－
２
９
λ

，

φ（λ） ＝ f （x（１ ，３）
＋ λd（１ ，４）

） ＝
１
９

－
８
９
λ

２

＋
４
９

＋
４
９
λ

２

＋
５
９

－
４
９
λ

２

．
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令 φ′（λ）＝ ０ ，即

－
１６
９

１
９

－
８
９
λ ＋

８
９

４
９

＋
４
９
λ －

８
９

５
９

－
４
９
λ ＝ ０ ，

由此得到 λ４ ＝
１
８
及点

x（１） ＝ x（１ ，３）
＋ λ４ d（１ ，４）

＝

１
２

１
４

１
４

．

　 　由第 １轮搜索结果可知 ，在第 ２轮搜索时 ，前 ３个方向 d（１ ，２）
，d（１ ，３）和 d（１ ，４）线性相关 ，

继续作下去 ，所得点的第一个分量恒为 １
２

，因此永远达不到极小点 珔x＝ （０ ，０ ，０）
T
．

由此可见 ，在 Powell方法中 ，保持 n个搜索方向线性无关十分重要 ．然而 ，Powell本
人已经注意到 ，即使不像例 １１ ．４ ．２那样极端情况 ，他的方法也可能选取接近线性相关的

搜索方向 ，特别是变量很多时更是如此 ．这种可能性会给收敛性带来严重后果 ．为了避免

这个困难 ，他本人及其他人对这个方法进行了修正 ，给出改进的 Powell方法 ．

11 ．4 ．3 　改进的 Powell方法
改进的 Powell方法（Sargent 形式）与原来方法的主要区别在于替换方向的规则不

同 ．改进的 Powell方法 ，当初始搜索方向线性无关时 ，能够保证每轮迭代中以搜索方向为

列的行列式不为零 ，因此这些方向是线性无关的 ．而且随着迭代的延续 ，搜索方向接近共

轭的程度逐渐增加 ．

下面介绍具体算法 ，关于替换方向的条件的推导 ，这里不作介绍 ，可参见文献 ［２］

和［２４］ ．

改进的 Powell方法计算步骤如下 ：

（１）给定初始点 x（０） ，线性无关的方向

d（１ ，１）
，d（１ ，２）

，⋯ ，d（１ ，n）
，

允许误差 ε＞ ０ ．置 k ＝ １ ．

（２）置 x（k ，０）
＝ x（k － １）

，从 x（k ，０）出发 ，依次沿方向

d（k ，１）
，d（k ，２）

，⋯ ，d（k ，n）

作一维搜索 ，得到点

x（k ，１） ，x（k ，２）
，⋯ ，x（k ，n）

．

求指标 m ，使得
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f （x（k ，m－１）
） － f （x（k ，m）

） ＝ max
j ＝ １ ，⋯ ，n

｛ f （x（k ，j －１）
） － f （x（k ，j）

）｝ ．

令

d（k ，n＋ １）
＝ x（k ，n）

－ x（k ，０） ．

若 ‖ x（k ，n）
－ x（k ，０）

‖ ≤ ε ，则停止计算 ；否则 ，进行步骤（３） ．

（３）求 λn＋ １ ，使得

f （x（k ，０）
＋ λn＋ １ d（k ，n＋ １） ） ＝ min

λ
f （x（k ，０）

＋ λd（k ，n＋ １）
） ．

令

x（k＋ １ ，０）
＝ x（k） ＝ x（k ，０）

＋ λn＋ １ d（k ，n＋ １）
，

若 ‖ x（k） － x（k － １） ‖ ≤ ε ，则停止计算 ，得点 x（k） ；否则 ，进行步骤（４） ．

（４）若

| λn＋ １ | ＞ f （x（k ，０）
） － f （x（k＋ １ ，０）

）

f （x（k ，m－１）
） － f （x（k ，m）

）

１
２

，

则令

d（k＋ １ ，j）
＝ d（k ，j）

，　 j ＝ １ ，⋯ ，m － １ ，

d（k＋ １ ，j）
＝ d（k ，j＋ １）

，　 j ＝ m ，⋯ ，n ，

置 k ∶＝ k ＋ １ ，转步骤（２） ；否则 ，令

d（k＋ １ ，j）
＝ d（k ，j）

，　 j ＝ １ ，⋯ ，n ．

置 k ∶＝ k ＋ １ ，转步骤（２） ．

改进的 Powell方法不再具有二次终止性 ，但是 ，它的计算效果仍然令人满意 ．

习 　 　题

１ ．用模式搜索法求解下列问题 ：

（１） min x２１ ＋ x２２ － ４ x１ ＋ ２ x２ ＋ ７ ，取初始点 x（１） ＝ （０ ，０）
T
，初始步长 δ ＝ １ ，

α ＝ １ ，β ＝
１
４

．

（２） min x２１ ＋ ２ x２２ － ４ x１ － ２ x１ x２ ，取初始点 x（１） ＝ （１ ，１）
T
，初始步长δ＝ １ ，α＝ １ ，β＝

１
２

．

２ ．用 Rosenbrock方法解下列问题 ：

（１） min （x２ － ２ x１ ）２ ＋ （x２ － ２）
４
，取初始点 x（１） ＝ （３ ，０）

T
，初始步长

δ
（０）
１ ＝ δ

（０）
２ ＝

１
１０

，　 α ＝ ２ ，　 β ＝ －
１
２

．

要求迭代两次 ．

（２） min x２１ ＋ x２２ － ３ x１ － x１ x２ ＋ ３ ，取初始点 x（１） ＝ （０ ，８）
T
，初始步长
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δ
（０）
１ ＝ δ

（０）
２ ＝ １ ，　 α ＝ ３ ，　 β ＝ －

１
２

．

　 　 ３ ．用单纯形搜索法求解下列问题 ：

（１） min ４（x１ － ５）
２
＋ （x２ － ６）

２
，取初始单纯形的顶点

x（１） ＝
８

９
，　 x（２） ＝

１０

１１
，　 x（３） ＝

８

１１
，

取因子 α＝ １ ，γ＝ ２ ，β＝
１
２

．要求迭代 ４次 ．

（２） min （x１ － ３）
２
＋ （x２ － ２）

２
＋ （x１ ＋ x２ － ４）

２
，取初始单纯形的顶点

x（１） ＝
０

８
，　 x（２） ＝

０

９
，　 x（３） ＝

１

９
，

取因子 α＝ １ ，γ＝ ２ ，β＝
１
２

．要求画出这个算法的进程 ．

４ ．用 Powell方法解下列问题 ：

min 　
３
２
x２１ ＋

１
２
x２２ － x１ x２ － ２ x１ ，

取初始点和初始搜索方向分别为

x（０） ＝
－ ２

４
，　 d（１ ，１）

＝
１

０
，　 d（１ ，２）

＝
０

１
．

　 　 ５ ．用改进的 Powell方法解下列问题 ：

min 　 （－ x１ ＋ x２ ＋ x３ ）２ ＋ （x１ － x２ ＋ x３ ）２ ＋ （x１ ＋ x２ － x３ ）２ ，

取初始点和初始搜索方向分别为

x（０） ＝

１
２

１

１
２

，　 d（１ ，１）
＝

１

０

０

，　 d（１ ，２）
＝

０

１

０

，　 d（１ ，３）
＝

０

０

１

．
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第 12章 　可行方向法

本章及以后各章讨论约束最优化方法 ．可行方向法是其中一类算法 ．此类方法可看作

无约束下降算法的自然推广 ，其典型策略是从可行点出发 ，沿着下降的可行方向进行搜

索 ，求出使目标函数值下降的新的可行点 ．算法的主要步骤是选择搜索方向和确定沿此方

向移动的步长 ．搜索方向的选择方式不同就形成不同的可行方向法 ．

12 ．1 　 Zoutendijk可行方向法
12 ．1 ．1 　线性约束情形
　 　考虑非线性规划问题

min f （x）
s ．t ． Ax ≥ b ，

Ex ＝ e ，
（１２ ．１ ．１）

其中 f （x）是可微函数 ，A为 m × n矩阵 ，E为 l × n矩阵 ，x ∈ Rn
，b和 e分别为 m维和 l维

列向量 ．

首先讨论怎样选择下降可行方向 ．

定理 12 ．1 ．1 　设 x^是问题（１２ ．１ ．１）的可行解 ，在点 x^处有 A１ x^ ＝ b１ ，A２ x^ ＞ b２ ，其中

A ＝
A１

A２

，　 b ＝
b１
b２

，

则非零向量 d为 x^处的可行方向的充要条件是 A１ d ≥ 0 ，Ed ＝ 0 ．

证明 　先证必要性 ．设非零向量 d是 x^处的可行方向 ．根据可行方向的定义７ ．２ ．２ ，存

在数 δ＞ ０ ，使得对每个 λ∈ （０ ，δ） ，有 x^＋ λd为可行点 ，即

A（x^ ＋ λd） ≥ b ， （１２ ．１ ．２）

E（x^ ＋ λd） ＝ e ． （１２ ．１ ．３）

由于

A（x^ ＋ λd） ＝
A１

A２

（x^ ＋ λd） ＝
b１ ＋ λA１ d
A２ x^ ＋ λA２ d

，

因此（１２ ．１ ．２）式即

b１ ＋ λA１ d
A２ x^ ＋ λA２ d ≥

b１
b２ ． （１２ ．１ ．４）



由于 λ＞ ０ ，因此由上式得到 A１ d ≥ 0 ．又由（１２ ．１ ．３）式得到 Ed ＝ 0 ．

再证充分性 ．设

A１ d ≥ 0 ，　 Ed ＝ 0 ． （１２ ．１ ．５）

由于 A２ x^＞ b２ ，则存在正数 δ ，使得对于所有的 λ∈ ［０ ，δ） ，成立

A２ （x^ ＋ λd） ≥ b２ ． （１２ ．１ ．６）

根据假设（１２ ．１ ．５）式及 A１ x^ ＝ b１ ，得到

A１ （x^ ＋ λd） ≥ b１ ， （１２ ．１ ．７）

（１２ ．１ ．６）式和（１２ ．１ ．７）式即

A（x^ ＋ λd） ≥ b ． （１２ ．１ ．８）

又由 Ed ＝ 0及 Ex^ ＝ e可知
E（x^ ＋ λd） ＝ e ， （１２ ．１ ．９）

（１２ ．１ ．８）式和（１２ ．１ ．９）式表明 x^＋ λd是可行点 ，因此 d是 x^处的可行方向 ．

根据定理 ７ ．１ ．１和定理 １２ ．１ ．１ ，如果非零向量 d同时满足 Δ f （x^）T d ＜ ０ ，A１ d ≥ 0 ，

Ed ＝ 0 ，则 d是在 x^处的下降可行方向 ．因此 ，Zoutendijk可行方向法把确定搜索方向归
结为求解线性规划问题

min Δ f （x）T d
s ．t ． A１ d ≥ 0 ，

Ed ＝ 0 ，

| dj | ≤ １ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，n ，

（１２ ．１ ．１０）

其中增加约束条件｜dj ｜≤ １ ，是为了获得一个有限解 ．

在（１２ ．１ ．１０）式中 ，显然 d＝ 0是可行解 ．由此即知 ，目标函数的最优值必定小于或等

于零 ．如果目标函数Δ f （x）T d的最优值小于零 ，则得到下降可行方向 d ；否则 ，即Δ f （x）T d
的最优值为零 ，则如下面定理所证 ，x是 K唱T 点 ．

定理 12 ．1 ．2 　 考虑问题（１２ ．１ ．１） ，设 x是可行解 ，在点 x处有 A１ x ＝ b１ ，A２ x ＞ b２ ，

其中

A ＝
A１

A２

，　 b ＝
b１
b２ ，

则 x为 K唱T 点的充要条件是问题（１２ ．１ ．１０）的目标函数最优值为零 ．

证明 　根据定义 ，x为 K唱T 点的充要条件是 ，存在向量 w≥ 0和 瓫 ，使得

Δ f （x） － AT
１ w － ET

瓫 ＝ 0 ． （１２ ．１ ．１１）

令 瓫 ＝ p － q（p ，q≥ 0） ．把（１２ ．１ ．１１）式写成

（－ AT
１ ，－ ET

，ET
）

w
p
q

＝ － Δ f （x） ，　

w
p
q

≥ 0 ． （１２ ．１ ．１２）
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根据定理 １ ．４ ．６（Farkars定理） ，（１２ ．１ ．１２）式有解的充要条件是

－ A１

－ E
　 E

d ≤ 0 ，　 － Δ f （x）T d ＞ ０ （１２ ．１ ．１３）

无解 ，即

Δ f （x）T d ＜ ０ ，　 A１ d ≥ 0 ，　 Ed ＝ 0
无解 ．所以 x为 K唱T 点的充要条件是问题（１２ ．１ ．１０）的目标函数的最优值等于零 ．

根据上述定理 ，求解问题（１２ ．１ ．１０）的结果或者是得到下降可行方向 ，或者是得到

K唱T 点 ．

其次 ，分析怎样确定一维搜索的步长 ．

设 x（k）是（１２ ．１ ．１）式的可行解 ，不妨看作第 k次迭代的出发点 ．d（k）为 x（k）处一个下降
可行方向 ．后继点 x（k ＋ １）由下列迭代公式给出 ：

x（k＋ １） ＝ x（k） ＋ λkd（k）
． （１２ ．１ ．１４）

现在要解决的问题是怎样确定 λk ．自然 ，λk 的取值原则有两条 ：

（１）保持迭代点 x（k） ＋ λkd（k）的可行性 ；

（２）使目标函数值尽可能减小 ．

根据上述原则 ，可以通过求解下列一维搜索问题来确定步长 λk ：

min f （x（k） ＋ λd（k）
）

s ．t ． A（x（k） ＋ λd（k）
） ≥ b ，

E（x（k） ＋ λd（k）
） ＝ e ，

λ ≥ ０ ．

（１２ ．１ ．１５）

　 　问题（１２ ．１ ．１５）可作进一步简化 ．

由于 d（k）是可行方向 ，必有

Ed（k）
＝ 0 ，　 Ex（k）

＝ e ，
因此 ，（１２ ．１ ．１５）式中第 ２个约束是多余的 ．

此外 ，在点 x（k）处 ，把不等式约束区分为起作用约束和不起作用约束 ，它们对应的系

数矩阵分别记作 A１ 和 A２ ，即

A１ x（k） ＝ b１ ， （１２ ．１ ．１６）

A２ x（k） ＞ b２ ． （１２ ．１ ．１７）

不妨假设

A ＝
A１

A２

，　 b ＝
b１
b２

， （１２ ．１ ．１８）
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这样 ，（１２ ．１ ．１５）式中第 １个约束可以写成

A１ x（k） ＋ λA１ d（k）

A２ x（k） ＋ λA２ d（k）
≥

b１
b２

， （１２ ．１ ．１９）

由于 d（k）为可行方向 ，A１ d（k） ≥ 0 ，λ≥ ０ ，以及 A１ x（k） ＝ b１ ，因此

A１ x（k） ＋ λA１ d（k） ≥ b１
自然成立 ．约束条件（１２ ．１ ．１９）简化为

A２ x（k） ＋ λA２ d（k） ≥ b２ ， （１２ ．１ ．２０）

这样 ，问题（１２ ．１ ．１５）简化为

min f （x（k） ＋ λd（k）
）

s ．t ． A２ x（k） ＋ λA２ d（k） ≥ b２ ，

λ ≥ ０ ．

（１２ ．１ ．２１）

　 　根据（１２ ．１ ．２１）式的约束条件 ，容易求出 λ的上限 ，令

b^ ＝ b２ － A２ x（k） ， （１２ ．１ ．２２）

d^ ＝ A２ d（k） ． （１２ ．１ ．２３）

由（１２ ．１ ．１７）式知 b^＜ ０ ．（１２ ．１ ．２１）式的约束条件写成

λ^d ≥ b^ ，

λ ≥ ０ ．

由此得到 λ的上限

λmax ＝
min b^i

d^ i
d^ i ＜ ０ ， d^ ≥／ 0 ，

∞ ， d^ ≥ 0 ．

（１２ ．１ ．２４）

问题（１２ ．１ ．１５）最终简化成

min 　 f （x（k） ＋ λd（k）
）

s ．t ．　 ０ ≤ λ ≤ λmax ， （１２ ．１ ．２５）

λmax由（１２ ．１ ．２４）式确定 ．

综上所述 ，给定问题（１２ ．１ ．１）和一个可行点以后 ，可以通过求解问题（１２ ．１ ．１０）得到

下降可行方向 ，通过求解问题（１２ ．１ ．２５）确定沿此方向进行一维搜索的步长 ．

余下的问题是如何确定初始可行点 ．实际上 ，解决这个问题的基本思想在研究线性规

划时已经提出 ．为求（１２ ．１ ．１）式的一个可行点 ，引入人工变量（向量）ξ和η ，解辅助线性

规划
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min 　 ∑
m

i ＝ １

ξi ＋ ∑
l

i ＝ １

ηi

s ．t ．　 Ax ＋ ξ ≥ b ，

Ex ＋ η ＝ e ， （１２ ．１ ．２６）

ξ ≥ 0 ，　 η ≥ 0 ．

　 　如果（１２ ．１ ．２６）式的最优解

（珔x ，珋ξ ，珔η ） ＝ （珔x ，0 ，0） ，

那么 珔x就是（１２ ．１ ．１）式的一个可行解 ．

当然 ，如果通过观察和试算容易求得初始可行解 ，就不必再解线性规划（１２ ．１ ．２６） ．

可行方向法的计算步骤如下 ：

（１）给定初始可行点 x（１） ，置 k ＝ １ ．

（２）在点 x（k）处把 A和 b分解成
A１

A２

　 和 　
b１
b２

，

使得 A１ x（k） ＝ b１ ，A２ x（k） ＞ b２ ．计算Δ f （x（k） ） ．

（３）求解线性规划问题

min Δ f （x（k） ）T d
s ．t ． A１ d ≥ 0 ，

Ed ＝ 0 ，

－ １ ≤ dj ≤ １ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，n ，

得到最优解 d（k） ．

（４）如果Δ f （x（k） ）T d（k） ＝ ０ ，则停止计算 ，x（k）为 K唱T 点 ，否则 ，进行步骤（５） ．

（５）利用（１２ ．１ ．２２）式 ～ （１２ ．１ ．２４）式计算 λmax ，然后 ，在［０ ，λmax ］上作一维搜索 ：

min f （x（k） ＋ λd（k）
）

s ．t ． ０ ≤ λ ≤ λmax ，

得到最优解 λk ，令

x（k＋ １） ＝ x（k） ＋ λkd（k）
．

　 　 （６）置 k ∶＝ k ＋ １ ，返回步骤（２） ．

例 12 ．1 ．1 　用 Zoutendijk可行方向法解下列问题 ：

min 　 x２１ ＋ x２２ － ２ x１ － ４ x２ ＋ ６

s ．t ． － ２ x１ ＋ x２ ＋ １ ≥ ０ ，

－ x１ － x２ ＋ ２ ≥ ０ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．
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　 　解 　取初始可行点 x（１） ＝ （０ ，０）
T
．

第 １次迭代 ．Δ f （x（１） ） ＝ （ － ２ ，－ ４）
T
，在 x（１）处 ，起作用约束和不起作用约束的系数矩

阵及右端分别为

A１ ＝
１ 　 ０

０ 　 １
，　 A２ ＝

－ ２ １

－ １ － １
；　 b１ ＝

０

０
，　 b２ ＝

－ １

－ ２
．

　 　先求在 x（１）处的下降可行方向 ，解线性规划问题

min Δ f （x（１） ）T d
s ．t ． A１ d ≥ 0

| dj | ≤ １ ，　 j ＝ １ ，２ ，

即

min － ２d１ － ４ d２
s ．t ． d１ ，d２ ≥ ０ ，

－ １ ≤ d１ ≤ １ ，

－ １ ≤ d２ ≤ １ ，

由单纯形方法求得最优解

d（１） ＝
１

１
．

　 　再求步长 λ１ ：

d^ ＝ A２ d（１） ＝
－ ２ 　 　 １

－ １ 　 － １

１

１
＝

－ １

－ ２
，　 　 　 　

b^ ＝ b２ － A２ x（１） ＝
－ １

－ ２
－

－ ２ 　 　 １

－ １ 　 － １

０

０
＝

－ １

－ ２
，

λmax ＝ min － １
－ １

，
－ ２
－ ２

＝ １ ．

解一维搜索问题

min f （x（１） ＋ λd（１）
）
def

２λ
２
－ ６λ ＋ ６

s ．t ． ０ ≤ λ ≤ １ ，

得到

λ１ ＝ １ ．

令

x（２） ＝ x（１） ＋ λ１ d（１） ＝
１

１
．

　 　第 ２次迭代 ．

Δ f （x（２） ） ＝ （０ ， － ２）
T
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A１ ＝
－ ２ １

－ １ 　 － １
，　 A２ ＝

１ 　 ０

０ 　 １
；　 b１ ＝

－ １

－ ２
，　 b２ ＝

０

０
．

解线性规划问题

min － ２ d２
s ．t ． － ２ d１ ＋ d２ ≥ ０ ，

－ d１ － d２ ≥ ０ ，

－ １ ≤ d１ ≤ １ ，

－ １ ≤ d２ ≤ １ ，

用单纯形方法求得最优解

d（２） ＝
－ １

　 １
．

　 　再沿 d（２）搜索 ，求步长 λ２ ：

b^ ＝ b２ － A２ x（２） ＝
０

０
－

１ 　 ０

０ 　 １

１

１
＝

－ １

－ １
，

d^ ＝ A２ d（２） ＝
１ 　 ０

０ 　 １

－ １

　 １
＝

－ １

　 １
，

得到 λmax ＝ １ ．

求解问题

min f （x（２） ＋ λd（２）
）
def

２λ
２
－ ２λ ＋ ２

s ．t ． ０ ≤ λ ≤ １ ，

得到 λ２ ＝
１
２

．令

x（３） ＝ x（２） ＋ λ２ d（２） ＝
１

１
＋

１
２

－ １

　 １
＝

１
２

３
２

．

　 　第 ３次迭代 ．

Δ f （x（３） ） ＝ （－ １ ，－ １）
T
，

A１ ＝ （－ １ ，－ １） ，　 A２ ＝

－ ２ 　 １

　 １ 　 ０

　 ０ 　 １

；　 b１ ＝ （－ ２） ，　 b２ ＝

－ １

　 ０

　 ０

．

解线性规划
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min － d１ － d２
s ．t ． － d１ － d２ ≥ ０ ，

－ １ ≤ d１ ≤ １ ，

－ １ ≤ d２ ≤ １ ，

用单纯形方法求得最优解

d（３） ＝
０

０
．

　 　根据定理 １２ ．１ ．２ ，x（３） ＝ １
２

，
３
２

T
是 K唱T 点 ．由于此例是凸规划 ，因此 x（３）是最优

解 ，目标函数的最优值

fmin ＝ f （x（３） ） ＝
３
２

．

12 ．1 ．2 　非线性约束情形
考虑不等式约束问题

min f （x）
s ．t ． gi （x） ≥ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ，

（１２ ．１ ．２７）

其中 x ∈ Rn
，f （x） ，gi （x）均为可微函数 ．

先讨论怎样求下降可行方向 ．

定理 12 ．1 ．3 　设 x是问题（１２ ．１ ．２７）的可行解 ，I ＝ ｛ i｜gi （x） ＝ ０｝是在 x处起作用约
束下标集 ，又设函数 f （x） ，gi （x）（i ∈ I）在 x处可微 ，函数 gi （x）（i 臭 I）在 x处连续 ．如果

Δ f （x）T d ＜ ０

Δ gi （x）T d ＞ ０ ，　 i ∈ I ，
则 d是下降可行方向 ．

证明 　设方向 d满足Δ f （x）T d＜ ０及Δ gi （x）T d＞ ０（i ∈ I） ．

当 i 臭 I时 ，gi （x）＞ ０ ．由于 gi （x）（i 臭 I）在 x处连续 ，因此对足够小的 λ＞ ０ ，必有

gi （x ＋ λd） ≥ ０ ，　 i 臭 I ． （１２ ．１ ．２８）

　 　当 i ∈ I时 ，由于 gi （x）在 x处可微 ，必有

gi （x ＋ λd） ＝ gi （x） ＋ λΔ gi （x）T d ＋ o（ ‖ λd ‖ ） ，

gi （x ＋ λd） － gi （x）
λ

＝ Δ gi （x）T d ＋ o（ ‖ λd ‖ ）
λ

． （１２ ．１ ．２９）

已知Δ gi （x）T d＞ ０ ，因此当 λ＞ ０ 充分小时 ，（１２ ．１ ．２９）式右端大于零 ，由此推得左端大于

零 ．由于 gi （x） ＝ ０（i ∈ I） ，所以 gi （x ＋ λd） ＞ ０ ．

由以上分析即知 ，对足够小的 λ＞ ０ ，必有
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gi （x ＋ λd） ≥ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ， （１２ ．１ ．３０）

因此 d为 x处的可行方向 ．又由于Δ f （x）T d＜ ０ ，根据定理 ７ ．１ ．１ ，d为下降方向 ，因此 d是
x处下降可行方向 ．

根据上述定理 ，求下降可行方向也就是求满足下列不等式组的解 d ：
Δ f （x）T d ＜ ０ ，

Δ gi （x）T d ＞ ０ ，　 i ∈ I ．
进而归结为求解线性规划问题

min 　 z
s ．t ．　 Δ f （x）T d － z ≤ ０ ， （１２ ．１ ．３１）

Δ gi （x）T d ＋ z ≥ ０ ，　 i ∈ I ，
| dj | ≤ １ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，n ．

设（１２ ．１ ．３１）式的最优解为（珔z ，珔d） ．如果 珔z ＜ ０ ，则 珔d是在 x处的下降可行方向 ；如果 珔z ＝ ０ ，

下面将证明 ，相应的 x必为 Fritz John点 ．

定理 12 ．1 ．4 　设 x是问题（１２ ．１ ．２７）的可行解 ，I ＝ ｛ i｜gi （x） ＝ ０｝ ，则 x是 Fritz John
点的充要条件是问题（１２ ．１ ．３１）的目标函数最优值等于零 ．

证明 　对于问题（１２ ．１ ．３１） ，目标函数最优值等于零的充要条件是不等式组

Δ f （x）T d ＜ ０ ，

Δ gi （x）T d ＞ ０ ，　 i ∈ I
（１２ ．１ ．３２）

无解 ，即

Δ f （x）T d ＜ ０ ，

－ Δ gi （x）T d ＜ ０ ，　 i ∈ I
（１２ ．１ ．３３）

无解 ．

根据定理 １ ．４ ．７（Gordan定理） ，（１２ ．１ ．３３）式无解的充要条件是存在不全为零的数

w０ ≥ ０和 wi ≥ ０（i ∈ I） ，使得

w０ Δ f （x） － ∑
i ∈ I

w i Δ gi （x） ＝ ０ ，

即 x是 Fritz John点 ．

为了确定步长 λk ，仍然需要求解一维搜索问题

min 　 f （x（k） ＋ λd（k）
）

s ．t ．　 ０ ≤ λ ≤ λmax ， （１２ ．１ ．３４）

其中

λmax ＝ sup｛λ | gi （x（k） ＋ λd（k）
） ≥ ０ ，i ＝ １ ，⋯ ，m｝ ． （１２ ．１ ．３５）

　 　计算步骤如下 ：

（１）给定初始可行点 x（１） ，置 k ＝ １ ．
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（２）令 I ＝ ｛ i｜gi （x（k） ） ＝ ０｝ ，解线性规划问题

min z
s ．t ． Δ f （x（k） ）T d － z ≤ ０ ，

Δ gi （x（k） ）T d ＋ z ≥ ０ ， i ∈ I ，
－ １ ≤ dj ≤ １ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，n ，

得最优解（zk ，d（k） ） ，若 z k ＝ ０ ，则停止计算 ，x（k）为 Fritz John点 ；否则 ，进行步骤（３） ．

（３）求解一维搜索问题

min f （x（k） ＋ λd（k）
）

s ．t ． ０ ≤ λ ≤ λmax ，

其中 λmax由（１２ ．１ ．３５）式确定 ，得到最优解 λk ．

（４）令 x（k ＋ １）
＝ x（k） ＋ λkd（k）

，置 k ∶＝ k ＋ １ ，返回步骤（２） ．

12 ．1 ．3 　 Zoutendijk算法的收敛问题
Zoutendijk算法映射 A 是 M 和 D 的合成映射 ．其中 D是确定搜索方向的映射 ，它的

定义是 ：每给定一个可行点 x ，通过解 （１２ ．１ ．１０）式 ，确定下降可行方向 d ，从而得到

（x ，d） ，即

（x ，d） ∈ D（x） ，

因此 ，D是从Rn到Rn
× Rn的映射 ．M 是一维搜索的映射 ，它是从Rn

× Rn到Rn的映射 ，即每

图 　 １２ ．１ ．１

给定一个点 x和一个下降可行方向 d ，通过求解问题

min f （x ＋ λd）
s ．t ． x ＋ λd ∈ S ，

λ ≥ ０

（S为可行域） ，确定最优解 y（在连结 x和 x ＋ λmax d的线段上） ，y ∈ M（x ，d） ．这里 ，D和 M
不一定是闭映射 ．下面举例说明 D不是闭映射 ．

例 12 ．1 ．2 　考虑下列问题 ：

min 　 － ２ x１ － x２
s ．t ．　 － x１ － x２ ＋ ２ ≥ ０ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

　 　解 　如图 １２ ．１ ．１所示 ．考虑序列｛x（k） ｝ ，其中

x（k） ＝ ０ ，２ －
１
k

T

在序列中的每一点处 ，都只有 x１ ≥ ０ 为起作用约束 ．因

此求搜索方向的线性规划问题为
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min － ２d１ － d２
s ．t ． ０ ≤ d１ ≤ １ ，

－ １ ≤ d２ ≤ １ ，

解此问题 ，得最优解

d（k） ＝
１

１
．

　 　序列的极限点 x^ ＝ （０ ，２）
T
，在此点 ，起作用约束有 ：

－ x１ － x２ ＋ ２ ≥ ０ ，

x１ ≥ ０ ．

为确定 D（x^） ，需解线性规划

min － ２ d１ － d２
s ．t ． － d１ － d２ ≥ ０ ，

０ ≤ d１ ≤ １ ，

－ １ ≤ d２ ≤ １ ．

用单纯形方法求得此问题的最优解

d^ ＝
　 １

－ １
，

因此 D（x^）＝ ｛（x^ ，^d）｝ ．

当 x（k） → x^时 ，（x（k） ，d（k） ） → （x^ ，d） ，其中 d＝ （１ ，１）
T
．显然 ，（x^ ，d） 臭 D（x^） ．因此 D在 x^

处不是闭的 ．

由于不能保证 Zoutendijk方法的方向映射和一维搜索映射是闭的 ，因此迭代产生的

序列可能不收敛于 K唱T 点 ．事实上 ，Wolfe于 １９７２年给出这样的例 ，可参见文献［１］ ．

12 ．1 ．4 　 Topkis唱Veinott修正
Topkis和 Veinott对 Zoutendijk 可行方向法做了改进 ，主要把求方向的线性规划

改成

min 　 z
s ．t ．　 Δ f （x）T d － z ≤ ０ ，

Δ gi （x）T d ＋ z ≥ － gi （x） ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ，

－ １ ≤ dj ≤ １ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，n ．

经这样修改 ，紧约束和非紧约束在确定下降可行方向中均起作用 ，并且在接近非紧约束边

界时 ，不至发生方向突然改变 ．

修正方法计算步骤如下 ：

（１）给定初始可行点 x（１） ，置 k ＝ １ ．
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（２）求解线性规划

min 　 z
s ．t ．　 Δ f （x（k） ）T d － z ≤ ０ ．

Δ gi （x（k） ）T d ＋ z ≥ － gi （x（k） ） ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ．

－ １ ≤ dj ≤ １ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，n ，

得最优解（zk ，d（k） ） ．

（３）若 zk ＝ ０ ，则停止计算 ，x（k）为 Fritz John点 ；否则 ，进行步骤（４） ．

（４）求步长 λk ：

min f （x（k） ＋ λd（k）
）

s ．t ． ０ ≤ λ ≤ λmax ，

其中 λmax ＝ sup｛λ｜gi（x（k） ＋ λd（k）
） ≥ ０ ，i ＝ １ ，⋯ ，m｝ ，求得最优解 λk ．

（５）令 x（k ＋ １）
＝ x（k） ＋ λkd（k）

，置 k ∶＝ k ＋ １ ，返回步骤（２） ．

关于 Topkis唱Veinott修正方法的收敛性 ，有下列定理 ．

定理 12 ．1 ．5 　考虑问题（１２ ．１ ．２７） ，设函数 f （x） ，gi （x）（i ＝ １ ，⋯ ，m）连续可微 ，又设

｛x（k） ｝是 Topkis唱Veinott算法产生的序列 ，则｛x（k）｝的任一聚点是 Fritz John点 ．

定理的证明 ，可参见文献［１］ ，这里从略 ．

12 ．2 　 Rosen梯度投影法
12 ．2 ．1 　投影矩阵
　 　为了介绍 Rosen梯度投影法 ，首先需要简介投影和投影矩阵的概念 ．关于（直交）投

影的定义 ，我们在 ６ ．１节中已经介绍 ，这里不再重复 ．下面引入投影矩阵的概念 ．

设 M是 m × n矩阵 ，秩为 m ，y为任意 n维向量 ．令

P ＝ MT
（MMT

）
－１ M ， （１２ ．２ ．１）

Q ＝ I － MT
（MMT

）
－１ M ． （１２ ．２ ．２）

从 ６ ．１节的介绍中可知 ，Py 就是向量 y 在 M的行向量所生成的子空间上的投影 ，而向量

Qy则是向量 y 在 M的零空间上的投影 ，即 Qy满足
MQy ＝ 0 ．

自然 ，向量 Py与 Qy 是正交的 ．矩阵 P和 Q有两个特性 ：

（１）它们都是对称矩阵（这是显然的） ．

（２）它们都是幂等矩阵 ，即

P２
＝ P ，　 Q２

＝ Q ，

通常把具有这种特征的矩阵定义为投影矩阵 ．
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定义 12 ．2 ．1 　设 P为 n阶矩阵 ，若 P＝ PT 且 P２
＝ P ，则称 P为投影矩阵 ．

投影矩阵具有下列性质 ：

（１）若 P为投影矩阵 ，则 P为半正定矩阵 ．这是因为 ，对任意的 x ∈ Rn
，有

xT Px ＝ xT PPx ＝ （Px）T （Px） ≥ ０ ．

　 　 （２） P为投影矩阵的充要条件是 Q＝ I － P为投影矩阵 ．

这一性质 ，用定义验证 ，十分容易 ．

（３）设 P和 Q＝ I － P是 n阶投影矩阵 ，则

L ＝ ｛Px | x ∈ Rn
｝

与

L ⊥
＝ ｛Qx | x ∈ Rn

｝

是正交线性子空间 ，且任一 x∈ Rn可惟一分解成 x ＝ p＋ q ，p ∈ L ，q∈ L ⊥
．

12 ．2 ．2 　梯度投影法原理
考虑问题

min f （x）
s ．t ． Ax ≥ b ，

Ex ＝ e ，
（１２ ．２ ．３）

其中 f （x）是可微函数 ，A为 m × n矩阵 ，E为 l × n矩阵 ．

梯度投影法的基本思想仍然是从可行点出发 ，沿可行方向进行搜索 ．当迭代出发点在

可行域内部时 ，沿负梯度方向搜索 ．当迭代出发点在某些约束的边界上时 ，将该点处的负

梯度投影到 M的零空间 ，M是以起作用约束或部分起作用约束的梯度为行构造成的矩
阵 ．下面将要证明 ，这样的投影是下降可行方向 ，再沿此投影方向进行搜索 ．因此 ，Rosen
梯度投影法也是可行方向法 ．

定理 12 ．2 ．1 　设 x是问题（１２ ．２ ．３）的可行解 ，在点 x处 ，有 A１ x＝ b１ ，A２ x＞ b２ ，其中

A ＝
A１

A２

，　 b ＝
b１
b２

．

又设

M ＝
A１

E
为满秩矩阵 ，P＝ I － MT

（MMT
）

－ １ M ，PΔ f （x） ≠ 0 ，令

d ＝ － PΔ f （x） ，

则 d是下降可行方向 ．

证明 　由于 P为投影矩阵 ，PΔ f （x） ≠ 0 ，因此必有

Δ f （x）T d ＝ － Δ f （x）T PΔ f （x） ＝ － ‖ PΔ f （x） ‖ ２
＜ ０ ， （１２ ．２ ．４）
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即 d为下降方向 ．根据假设 ，又有

Md ＝ － MPΔ f （x） ＝ － M（I － MT
（MMT

）
－１ M） Δ f （x）

＝ （－ M ＋ M） Δ f （x） ＝ 0 ，

即 A１ d＝ 0 ，Ed＝ 0 ，根据定理 １２ ．１ ．１ ，d是在 x处的可行方向 ．考虑到（１２ ．２ ．４）式 ，d是下
降可行方向 ．

上述定理 ，在 PΔ f （x） ≠ 0 的假设下 ，给出用投影求下降可行方向的一种方法 ．当

P Δ f （x）＝ 0时 ，有两种可能 ，或者 x是 K唱T 点 ，或者可以构造新的投影矩阵 ，以便求得下

降可行方向 ．

定理 12 ．2 ．2 　设 x是问题（１２ ．２ ．３）的一个可行解 ，在点 x处 ，有 A１ x ＝ b１ ，A２ x ＞ b２ ，

其中

A ＝
A１

A２

，　 b ＝
b１
b２ ．

又设

M ＝
A１

E
为行满秩矩阵 ，令

P ＝ I － MT
（MMT

）
－１ M ，

W ＝ （MMT
）
－１ M Δ f （x） ＝

u
瓫

，

其中 u和瓫 分别对应于 A１ 和 E ，设 PΔ f （x）＝ 0 ，则

（１）如果 u≥ ０ ，那么 x为 K唱T 点 ；

（２）如果 u中含有负分量 ，不妨设 uj ＜ ０ ，这时从 A１ 中去掉 uj 对应的行 ，得到 A^１ 令

M^ ＝
A^１

E ，　 P^ ＝ I － M^T
（M^ M^T

）
－１ M^ ，　 d ＝ － P^Δ f （x） ，

那么 d为下降可行方向 ．

证明 　先证（１） ．设 u≥ 0 ．由于 PΔ f （x）＝ 0 ，则有

0 ＝ PΔ f （x） ＝ （I － MT
（MMT

）
－１ M） Δ f （x）

＝ Δ f （x） － MT
（MMT

）
－１ MΔ f （x）

＝ Δ f （x） － AT
１ u － ET

瓫 ． （１２ ．２ ．５）

（１２ ．２ ．５）式恰为 K唱T 条件 ，因此 x是 K唱T 点 ．

再证（２） ．设 uj ＜ ０ ．先证 P^Δ f （x） ≠ 0 ，用反证法 ．假设 P^Δ f （x） ＝ 0 ．由 P^的定义可以
推出

0 ＝ P^Δ f （x） ＝ （I － M^T
（M^ M^T

）
－１ M^） Δ f （x） ＝ Δ f （x） － M^T W^ ， （１２ ．２ ．６）
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其中 W^ ＝ （M^M^T
）

－ １ M^Δ f （x） ．设 A1 中对应 uj 的行向量为 rj （第 j行） ．由于

AT
１ u ＋ ET

瓫 ＝ A^T
１ u^ ＋ uj rTj ＋ ET

瓫 ＝ M^T
珡W ＋ uj rTj ， （１２ ．２ ．７）

把（１２ ．２ ．７）式代入（１２ ．２ ．５）式 ，则

0 ＝ Δ f （x） － M^T
珡W － uj rTj ． （１２ ．２ ．８）

（１２ ．２ ．６）式减去（１２ ．２ ．８）式 ，得到

0 ＝ M^T
（珡W － W^） ＋ uj rTj ， （１２ ．２ ．９）

上式右端等于 M的行向量的线性组合 ，且至少有一个系数 uj ≠ ０ ．由此得出 M的行向量

组线性相关 ，这个结论与 M行满秩矛盾 ．因此必有 P^Δ f （x） ≠ 0 ．

由于 P^为投影矩阵 ，P^Δ f （x） ≠ 0 ，则

Δ f （x）T d ＝ － Δ f （x）T P^Δ f （x） ＝ － ‖ P^Δ f （x） ‖ ２
＜ ０ ， （１２ ．２ ．１０）

因此 d＝ － P^Δ f （x）是下降方向 ．下面证明 d为可行方向 ．由于

M^d ＝ － M^P^Δ f （x） ＝ － M^（I － M^T
（M^M^T

）
－１ M^） Δ f （x）

＝ － （M^ － M^） Δ f （x） ＝ 0 ，

即

A^１ d ＝ 0 ，　 Ed ＝ 0 ． （１２ ．２ ．１１）

由（１２ ．２ ．８）式两端左乘 rj P^ ，得到

rj P^Δ f （x） － rj P^M^T
珡W － uj r j P^rTj ＝ ０ ．

由于 P^M^T
＝ 0 ，d＝ － P^Δ f （x） ，上式即

rj d ＋ uj r j P^rTj ＝ ０ ． （１２ ．２ ．１２）

由于 P^半正定 ，rj P^rTj ≥ ０及 uj ＜ ０ ，因此

rj d ＝ － uj r j P^rTj ≥ ０ ． （１２ ．２ ．１３）

由（１２ ．２ ．１１）式和（１２ ．２ ．１３）式即知

A１ d ≥ 0 ，　 Ed ＝ 0 ．

根据定理 １２ ．１ ．１ ，d为可行方向 ．考虑到（１２ ．２ ．１０）式 ，d为 x处的下降可行方向 ．

梯度投影法计算步骤如下 ：

（１）给定初始可行点 x（１） ，置 k ＝ １ ．

（２）在点 x（k）处 ，将 A和 b分解成
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A１

A２

，　
b１
b２

，

使得 A１ x（k） ＝ b１ ，A２ x（k） ＞ b２ ．

（３）令

M ＝
A１

E ．

如果 M是空的 ，则令

P ＝ I 　 （单位矩阵） ；

否则 ，令

P ＝ I － MT
（MMT

）
－１ M ．

　 　 （４）令 d（k） ＝ － PΔ f （x（k） ） ．若 d（k） ≠ 0 ，则转步骤（６） ；若 d（k） ＝ 0 ，则进行步骤（５） ．

（５）若 M是空的 ，则停止计算 ，得到 x（k） ；否则 ，令

W ＝ （MMT
）
－１ MΔ f （x（k） ） ＝

u
瓫

．

如果 u≥ 0 ，则停止计算 ，x（k）为 K唱T 点 ；如果 u包含负分量 ，则选择一个负分量 ，比如 uj ，修

正 A１ ，去掉 A１ 中对应 uj 的行 ，返回步骤（３） ．

（６）解下列问题 ，求步长 λk ：

min f （x（k） ＋ λd（k）
）

s ．t ． ０ ≤ λ ≤ λmax ，

其中 λmax由（１２ ．１ ．２４）式确定 ．得解 λk ，令

x（k＋ １） ＝ x（k） ＋ λkd（k）
，

置 k ∶＝ k ＋ １ ，返回步骤（２） ．

例 12 ．2 ．1 　用 Rosen梯度投影法求解下列问题 ：

min f （x）
def

２ x２１ ＋ ２ x２２ － ２ x１ x２ － ４ x１ － ６ x２ ，

s ．t ． － x１ － x２ ≥ － ２ ，

－ x１ － ５ x２ ≥ － ５ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

　 　解 　取初始可行点 x（１） ＝ （０ ，０）
T
．在点 x处的梯度为

Δ f （x） ＝
４ x１ － ２ x２ － ４

４ x２ － ２ x１ － ６
．

　 　第 １次迭代 ．在点 x（１）的梯度为

Δ f （x（１） ） ＝
－ ４

－ ６
．
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　 　在 x（１）处起作用约束指标集 I ＝ ｛３ ，４｝ ，即 x１ ≥ ０和 x２ ≥ ０是在 x（１） ＝ （０ ，０）处的起作

用约束 ，因此将约束系数矩阵 A和右端 b分解为

A１ ＝
１ 　 ０

０ 　 １
，　 A２ ＝

－ １ 　 － １

－ １ 　 － ５
，　 b１ ＝

０

０
，　 b２ ＝

－ ２

－ ５
，

投影矩阵

P ＝ I － AT
１ （A１ AT

１ ）
－１ A１ ＝

１ 　 ０

０ 　 １
－

１ 　 ０

０ 　 １

１ 　 ０

０ 　 １

１ 　 ０

０ 　 １

－１
１ 　 ０

０ 　 １
＝

０ 　 ０

０ 　 ０
．

令

d（１） ＝ － PΔ f （x（１） ） ＝
０

０
，

W ＝ （A１ AT
１ ）

－１ A１ Δ f （x（１） ） ＝
－ ４

－ ６
＝

u１
u２

．

修正 A１ ，去掉 A１ 中对应 u２ ＝ － ６的行 ，即第 ２行 ，得到

A^１ ＝ （１ ，０） ．

　 　再求投影矩阵 P^ ：

P^ ＝ I － A^T
１ （A^１ A^T

１ ）
－１ A^１ ＝

１ 　 ０

０ 　 １
－

１

０
（１ ，０）

１

０

－１

（１ ，０） ＝
０ 　 ０

０ 　 １
．

令

d^（１）
＝ － P^Δ f （x（１） ） ＝ －

０ 　 ０

０ 　 １

－ ４

－ ６
＝

０

６
．

　 　求步长 λ１ ：

min 　 f （x（１） ＋ λ^d（１）
） ，

s ．t ．　 ０ ≤ λ ≤ λmax ． （１２ ．２ ．１４）

由于

b^ ＝ b２ － A２ x（１） ＝
－ ２

－ ５
－

－ １ 　 － １

－ １ 　 － ５

０

０
＝

－ ２

－ ５
，

　

d^ ＝ A２ d^（１）
＝

－ １ 　 － １

－ １ 　 － ５

０

６
＝

－ ６

－ ３０
，

因此

λmax ＝ min － ２
－ ６

，
－ ５
－ ３０

＝
１
６

，

这样 ，（１２ ．２ ．１４）式即为
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min ７２λ
２
－ ３６λ

s ．t ． ０ ≤ λ ≤
１
６

，

解得 λ１ ＝
１
６

．令

x（２） ＝ x（１） ＋ λ１ d^（１）
＝

０

１
．

　 　第 ２次迭代 ．在点 x（２） ，起作用约束指标集 I ＝ ｛２ ，３｝ ，梯度

Δ f （x（２） ） ＝
－ ６

－ ２
．

A和 b分解成

A１ ＝
－ １ 　 － ５

　 １ 　 　 ０
，　 A２ ＝

－ １ 　 － １

　 ０ 　 　 １
，　 b１ ＝

－ ５

　 ０
，　 b２ ＝

－ ２

　 ０
．

投影矩阵

P ＝ I － AT
１ （A１ AT

１ ）
－１ A１

＝
１ 　 ０

０ 　 １
－

－ １ 　 １

－ ５ 　 ０

２６ － １

－ １ １

－１
－ １ 　 － ５

　 １ 　 　 ０
＝

０ 　 ０

０ 　 ０
，

这样 ，方向

d（２） ＝ － PΔ f （x（２） ） ＝
０

０
，

W ＝ （A１ AT
１ ）

－１ A１ Δ f （x（２） ） ＝

　
２
５

－
２８
５

＝
u１
u２

，

从 A１ 中去掉 u２ ＝ －
２８
５
所对应的第 ２行 ，得到

A^１ ＝ （－ １ ，－ ５） ．

令

P^ ＝ I － A^T
１ （A^１ A^T

１ ）
－１ A^１ ＝

１ 　 ０

０ 　 １
－

－ １

－ ５
（－ １ ， － ５）

－ １

－ ５

－１

（ － １ ， － ５）

＝

２５
２６

－
５
２６

－
５
２６

１
２６

，

d^（２）
＝ － P^Δ f （x（２） ） ＝

１４
１３

　 ５

－ １
．
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不妨去掉前面的系数 ，取搜索方向

d（２） ＝
　 ５

－ １
，

这时 ，有

b^ ＝ b２ － A２ x（２） ＝
－ ２

　 ０
－

－ １ － １

０ １

０

１
＝

－ １

－ １
，

d^ ＝ A２ d（２） ＝
－ １ － １

０ １

　 ５

－ １
＝

－ ４

－ １
，

λmax ＝ min － １
－ ４

，　
－ １
－ １

＝
１
４

，

x（２） ＋ λd（２）
＝

０

１
＋ λ

　 ５

－ １
＝

５λ

１ － λ
，

f （x（２） ＋ λd（２）
） ＝ ６２λ

２
－ ２８λ － ４ ．

求解问题

min ６２λ
２
－ ２８λ － ４

s ．t ． ０ ≤ λ ≤
１
４

，

得到 λ２ ＝
７
３１

．令

x（３） ＝ x（２） ＋ λ２ d（２） ＝

３５
３１

２４
３１

．

　 　第 ３次迭代 ．在点 x（３）处起作用约束指标集 I ＝ ｛２｝ ，梯度

Δ f （x（３） ） ＝

－
３２
３１

－
１６０
３１

，

将 A和 b分解为

A１ ＝ （－ １ ，－ ５） ，　 A２ ＝

－ １ － １

１ ０

０ １

，　 b１ ＝ （－ ５） ，　 b２ ＝

－ ２

０

０

．

投影矩阵

P ＝ I － AT
１ （A１ AT

１ ）
－１ A１ ＝

１
２６

２５ － ５

－ ５ １
，
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d（３） ＝ － PΔ f （x（３） ） ＝
０

０
，

W ＝ （A１ AT
１ ）

－１ A１ Δ f （x（３） ） ＝
３２
３１

＞ ０ ．

根据定理 １２ ．２ ．２ ，必有

x（３） ＝

３５
３１

２４
３１

为 K唱T 点 ．由于本例为凸规划 ，根据定理 ７ ．２ ．１０ ，x（３）是全局最优解 ．

倡 12 ．3 　既约梯度法
12 ．3 ．1 　 Wolfe既约梯度法
　 　 Wolfe于 １９６３年提出产生下降可行方向的另一种方法 ，称为既约梯度法 ．下面我们

来介绍这种方法 ．

考虑具有线性约束的非线性规划问题

min 　 f （x）
s ．t ．　 Ax ＝ b ， （１２ ．３ ．１）

x ≥ 0 ，

其中 A是 m × n矩阵 ，秩为 m ，b是 m维列向量 ，f 是Rn上的连续可微函数 ．假设 A的任意
m个列均线性无关 ，并且约束条件的每个基本可行解均有 m个正分量 ，在此假设下 ，每个

可行解至少有 m个正分量 ，至多有 n － m个零分量 ．Wolfe既约梯度法的基本思想是把变
量区分为基变量（m个）和非基变量（n － m个） ，它们之间的关系由约束条件 Ax＝ b确定 ，

将基变量用非基变量表示 ，并从目标函数中消去基变量 ，得到以非基变量为自变量的简化

的目标函数 ，进而利用此函数的负梯度构造下降可行方向 ．简化目标函数关于非基变量的

梯度称为目标函数的既约梯度 ．下面分析怎样用既约梯度构造搜索方向 ．

我们像研究线性规划那样 ，将 A和 x进行分解 ，不失一般性 ，可令

A ＝ （B ，N） ，　 x ＝
xB

xN
，

其中 B是 m × m可逆矩阵 ，xB 和 xN 分别是由基变量和非基变量构成的向量 ．这样 ，

（１２ ．３ ．１）式可以表达为

min 　 f （xB ，xN ） （１２ ．３ ．２）

s ．t ．　 BxB ＋ NxN ＝ b ， （１２ ．３ ．３）
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xB ，xN ≥ 0 ． （１２ ．３ ．４）

由（１２ ．３ ．３）式可以得出

xB ＝ B－１ b － B－１ NxN ． （１２ ．３ ．５）

把上式代入（１２ ．３ ．２）式 ，得到仅以 xN 为自变量的函数

F（xN ） ＝ f （xB（xN ） ，xN ） ， （１２ ．３ ．６）

这样就把原来问题简化为仅在变量非负限制下极小化 F（xN ） ，即

min 　 F（xN ）

s ．t ．　 xB ，xN ≥ 0 ． （１２ ．３ ．７）

　 　利用复合函数求导数法则 ，可求得 F（xN ）的梯度 ，即 f （x）的既约梯度
r（xN ） ＝ Δ F（xN ）

＝ Δ xN f （xB（xN ） ，xN ） － （B－１ N）T
Δ xB f （xB（xN ） ，xN ） ． （１２ ．３ ．８）

显然 ，沿着负既约梯度方向（ － r（xN ））移动 xN ，能使目标函数值下降 ．

现在研究怎样确定在点 x（k）处的下降可行方向 d（k） ，使得后继点

x（k＋ １） ＝ x（k） ＋ λk d（k）

是可行点 ，且目标函数值下降 ．为此 ，写作

d（k） ＝
d（k）B

d（k）N
，

d（k）B 和 d（k）
N 分别对应基变量和非基变量 ．为使目标函数值下降 ，d（k）N 应取负既约梯度方向 ，

但是当某个分量 xN j ＝ ０且 rj （xN ）＞ 0时 ，沿负既约梯度方向将导致

xN j － λr j （xN ） ＜ ０ ，　 λ ＞ ０ ，

因而破坏可行性 ．因此 ，我们定义 d（k）N ，使得

d（k）
N j ＝

－ x（k）
N j r j （x

（k）
N ） ， rj （x（k）N ） ＞ ０ ，

－ rj （x（k）N ） ， rj （x（k）N ） ≤ ０ ．
（１２ ．３ ．９）

d（k）N 定义后 ，为得到可行方向 ，根据定理 １２ ．１ ．１ ，应有

Ad（k）
＝ 0 ，

即

Bd（k）
B ＋ Nd（k）

N ＝ 0 ，

因此取

d（k）B ＝ － B－１ Nd（k）
N ． （１２ ．３ ．１０）

由于 x（k）B ＞ ０ ，因此 d（k）B 对于 x（k）
B 也一定是可行方向 ．最终得到

d（k） ＝
－ B－１ Nd（k）

N

　 　 d（k）N
． （１２ ．３ ．１１）

　 　余下的问题是确定步长 λk ．为保持
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x（k＋ １） ≥ 0 ，

即

x（k＋ １）
j ＝ x（k）

j ＋ λd（k）
j ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，n ， （１２ ．３ ．１２）

需确定 λ的取值范围 ．

当 d（k）
j ≥ ０时 ，对任意的 λ≥ ０ ，（１２ ．３ ．１２）式恒成立 ．

当 d（k）
j ＜ ０时 ，应取

λ ≤
x（k）
j

－ d（k）
j

，

因此令

λmax ＝

∞ ，　 d（k） ≥ ０ ，

min －
x（k）

j

d（k）
j

d（k）
j ＜ ０ ，　 其他 ．

（１２ ．３ ．１３）

　 　容易证明 ，当按照上述方式构造的方向 d为零向量时 ，相应的点 x必为 K唱T 点 ；d不
为零向量时 ，它必是下降可行方向 ．

定理 12 ．3 ．1 　设 x是问题（１２ ．３ ．１）的可行解 ，A＝ （B ，N）是 m × n矩阵 ，B为 m 阶可
逆矩阵 ，x＝ （xTB ，xTN ）T

，xB ＞ 0 ，函数 f 在点 x处可微 ，又设 d是由（１２ ．３ ．９）式和（１２ ．３ ．１０）

式定义的方向 ．如果 d ≠ 0 ，则 d是下降可行方向 ，而且 d＝ 0的充要条件是 x为 K唱T 点 ．

证明 　根据方向 d的定义 ，有

Ad ＝ BdB ＋ NdN ＝ B（－ B－１ NdN） ＋ NdN ＝ 0 ．

根据（１２ ．３ ．９）式 ，当 xN j ＝ ０时 ，dN j ≥ ０ ，又 xB ＞ 0 ．根据定理 １２ ．１ ．１ ，d为可行方向 ．由于

Δ f （x）T d ＝ Δ xB f （x）T dB ＋ Δ xN f （x）T dN

＝ Δ xB f （x）T
（－ B－１ NdN ） ＋ Δ xN f （x）T dN

＝ r（xN ）
T dN ．

当 dN ≠ 0时 ，根据（１２ ．３ ．９）式知 r（xN）
T dN ＜ ０ ，因此 d是下降方向 ．故 d是下降可行方向 ．

现在证明定理的后半部 ．我们知道 ，x为 K唱T 点的充要条件是 ，存在乘子 wB ，wN ≥ 0和
瓫 ，使得

Δ xB f （x）
Δ xN f （x）

－
BT

NT 瓫 －
wB

wN
＝

０

０
， （１２ ．３ ．１４）

wT
B xB ＝ ０ ， （１２ ．３ ．１５）

wT
NxN ＝ ０ ． （１２ ．３ ．１６）

　 　设 x是 K唱T 点 ，则上述条件成立 ．由于

xB ＞ 0 ，　 wB ≥ 0 ，

则由（１２ ．３ ．１５）式得出 wB ＝ 0 ，从而由（１２ ．３ ．１４）式的第 １个方程得到
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瓫 ＝ （BT
）
－１

Δ xB f （x） ． （１２ ．３ ．１７）

把（１２ ．３ ．１７）式代入（１２ ．３ ．１４）式的第 ２个方程 ，则

wN ＝ Δ xN f （x） － （B－１ N）T
Δ xB f （x） ＝ r（xN ） ≥ 0 ． （１２ ．３ ．１８）

由（１２ ．３ ．１８）式和（１２ ．３ ．１６）式知
r（xN ）

T xN ＝ ０ ， （１２ ．３ ．１９）

由于 xN ≥ 0 ，因此由（１２ ．３ ．１９）式得出
rj （xN ）xN j ＝ ０ ． （１２ ．３ ．２０）

由（１２ ．３ ．１８）式 ，（１２ ．３ ．２０）式 ，（１２ ．３ ．９）式和（１２ ．３ ．１０）式可知

d ＝ 0 ．

　 　反之 ，设 d＝ 0 ，则 r（xN ）的分量均非负 ．令
wN ＝ r（xN ） ＝ Δ xN f （x） － （B－１ N）T Δ xB f （x） ≥ 0 ，

由（１２ ．３ ．９）式可知 ，（１２ ．３ ．１６）式必成立 ．再令

wB ＝ 0 ，　 瓫 ＝ （BT
）
－１

Δ xB f （x） ，

则（１２ ．３ ．１５）式和（１２ ．３ ．１４）式均成立 ，所以 x是 K唱T 点 ．

既约梯度法计算步骤如下 ：

（１）给定初始可行点 x（１） ，允许误差 ε＞ ０ ，置 k ＝ １ ．

（２）从 x（k）中选择 m个大分量 ，它们的下标集记作 Jk ，A的第 j 列记作 p j ，令 B是由
｛ pj ｜j ∈ Jk｝构成的 m阶矩阵 ，N是由｛ pj ｜j 臭 Jk｝构成的 m × （n － m）矩阵 ，由（１２ ．３ ．８）式
求出 r（xN ） ，并由（１２ ．３ ．９）式和（１２ ．３ ．１０）式求出 d（k）N 和 d（k）

B ，从而得到搜索方向 d（k） ．

（３）若 ‖ d（k） ‖ ≤ ε ，则停止计算 ，得到点 x（k） ；否则 ，进行步骤（４） ．

（４）由（１２ ．３ ．１３）式求 λmax ，从 x（k）出发 ，沿 d（k）搜索 ：

min f （x（k） ＋ λd（k）
）

s ．t ． ０ ≤ λ ≤ λmax ，

得到最优解 λk ．

（５）令 x（k ＋ １）
＝ x（k） ＋ λkd（k）

，置 k ∶＝ k ＋ １ ，转步骤（２） ．

例 12 ．3 ．1 　用 Wolfe既约梯度法求解下列问题 ：

min 　 ２ x２１ ＋ x２２
s ．t ． 　 x１ － x２ ＋ x３ ＝ ２ ，

－ ２ x１ ＋ x２ ＋ x４ ＝ １ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，２ ，３ ，４ ．

　 　解 　取初始可行点 x（１） ＝ （１ ，３ ，４ ，０）
T
．在 x处的梯度

Δ f （x） ＝

４ x１
２ x２
０

０

．
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　 　第 １次迭代 ．

J１ ＝ ｛２ ，３｝ ，

Δ f （x（１） ） ＝ （４ ，６ ，０ ，０）
T
，

xB ＝
x２
x３

＝
３

４
，　 xN ＝

x１
x４

＝
１

０
．

相应地 ，把约束方程的系数矩阵 A分解成 B和 N ，有

B ＝
－ １ １

１ ０
，　 B－１

＝
０ 　 １

１ 　 １
，　 N ＝

１ ０

－ ２ １
，

r（x（１）N ） ＝
４

０
－

０ 　 １

１ 　 １

１ ０

－ ２ １

T
６

０
＝

１６

－ ６
，

d（１）N ＝
d（１）
１

d（１）
４

＝
－ １６

６
，

d（１）B ＝
d（１）
２

d（１）
３

＝ －
０ 　 １

１ 　 １

１ ０

－ ２ １

－ １６

６
＝

－ ３８

－ ２２
．

由此得到搜索方向

d（１） ＝ （－ １６ ，－ ３８ ，－ ２２ ，６）
T
，

步长上限

λmax ＝ min －
１

－ １６
，－

３
－ ３８

，－
４

－ ２２
＝

１
１６

．

　 　从 x（１）出发 ，沿 d（１）搜索 ：

x（１） ＋ λd（１）
＝

１

３

４

０

＋ λ

－ １６

－ ３８

－ ２２

６

＝

１ － １６λ

３ － ３８λ

４ － ２２λ

６λ

，

f （x（１） ＋ λd（１）
） ＝ ２（１ － １６λ）

２
＋ （３ － ３８λ）

２
．

求解问题

min ２（１ － １６λ）
２
＋ （３ － ３８λ）

２

s ．t ． ０ ≤ λ ≤
１
１６

，

得到 λ１ ＝
１
１６

，x（２） ＝ ０ ，
５
８

，
２１
８

，
３
８

T
．

第 ２次迭代 ．

J２ ＝ ｛２ ，３｝ ，

Δ f （x（２） ） ＝ ０ ，
５
４

，０ ，０
T
，
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x（２）B ＝
x２
x３

＝

５
８

２１
８

，　 x（２）N ＝
x１
x４

＝

０

３
８

，

计算得到

r（x（２）N ） ＝

５
２

－
５
４

，　 d（２）N ＝
d（２）
１

d（２）
４

＝

０

５
４

，　 d（２）B ＝
d（２）
２

d（２）
３

＝

－
５
４

－
５
４

．

搜索方向

d（２） ＝ ０ ，－
５
４

，－
５
４

，
５
４

T
，

λmax ＝ min
５
８
５
４

，

２１
８
５
４

＝
１
２

，

x（２） ＋ λd（２）
＝

０

５
８

－
５
４
λ

２１
８

－
５
４
λ

３
８

＋
５
４
λ

，

f （x（２） ＋ λd（２）
） ＝

５
８

－
５
４
λ

２

求解一维搜索问题

min ５
８

－
５
４
λ

２

s ．t ． ０ ≤ λ ≤
１
２

，

得到 λ２ ＝
１
２

，x（３） ＝ x（２） ＋ λ２ d（２） ＝ （０ ，０ ，２ ，１）
T
．

第 ３次迭代 ．Δ f （x（３） ）＝ （０ ，０ ，０ ，０）
T
，已达到最优解 ．如果仍用既约梯度法计算 ，那么

J３ ＝ ｛３ ，４｝ ，

x（３）B ＝
x３
x４

＝
２

１
，　 x（３）N ＝

x１
x２

＝
０

０
，

B ＝
１ 　 ０

０ 　 １
，　 B－１

＝
１ 　 ０

０ 　 １
，　 N ＝

１ － １

－ ２ １
．

483 第 １２章 　可行方向法



既约梯度

r（x（３）N ） ＝
０

０
－

１ 　 ０

０ 　 １

１ － １

－ ２ １

T
０

０
＝

０

０
．

因此 d（３） ＝ （０ ，０ ，０ ，０）
T
，根据定理 １２ ．３ ．１现行点 x（３） ＝ （０ ，０ ，２ ，１）

T 是 K唱T 点 ．由于本例

是凸规划 ，因此 x（３）是全局最优解 ．这个结果在计算之前就很容易观察得到 ．

12 ．3 ．2 　广义既约梯度法
Abadie和 Carpentier把 Wolfe既约梯度法推广到具有非线性约束的情形 ，给出广义

既约梯度法 ，简称为 GRG算法 ．原来的既约梯度法则简称为 RG算法 ．

现在考虑非线性规划问题

min f （x）
s ．t ． hj （x） ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，m ，

l ≤ x ≤ u ，

（１２ ．３ ．２１）

其中 f ，hj （ j ＝ １ ，⋯ ，m）是连续可微函数 ，x∈ Rn
，m ≤ n ，l和 u都是 n维列向量

l ＝
l１
…

ln
，　 u ＝

u１
…

un

．

　 　为书写简便 ，令

h（x） ＝ （h１ （x） ，⋯ ，hm （x））T
，

这样 ，（１２ ．３ ．２１）式写成

min f （x）
s ．t ． h（x） ＝ 0 ，

l ≤ x ≤ u ，

（１２ ．３ ．２２）

　 　类似于 RG算法 ，把变量区分为基变量和非基变量 ，它们组成的向量分别用 xB 和 xN

表示 ．相应地 ，把 h（x）的 Jacobi矩阵

抄h
抄x

def
抄h１
抄 x１ ⋯

抄h１
抄 xn

… …

抄hm

抄 x１ ⋯
抄hm

抄 xn

， （１２ ．３ ．２３）

分解成

抄h
抄x ＝

抄h
抄xB

，
抄h
抄xN

， （１２ ．３ ．２４）

这里假设变量重新标号 ，使前 m个分量是基变量 ，并假设 抄h
抄xB
非奇异 ．这样 ，xB 可用 xN 表
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示（至少可以这样想像） ，从而把目标函数化成（或想像成）只是 xN 的函数 ，即

f （xB（xN ） ，xN ） ＝ F（xN ） ．

下面推导 f 的既约梯度

r（xN ）
def

Δ F（xN ） （１２ ．３ ．２５）

的表达式 ．

由于基变量与非基变量之间的关系由隐式确定 ，因此试图解出基变量 ，再代入目标函

数 ，使目标函数只含非基变量 ，实际上 ，一般并非可行 ．因此 ，这里采用微分法求广义的既

约梯度 ．目标函数的微分

d f ＝ （Δ xB f ）T dxB ＋ （Δ xN f ）T dxN ， （１２ ．３ ．２６）

其中

Δ xB f ＝
抄 f
抄 x１ ，⋯ ，

抄 f
抄 xm

T
， （１２ ．３ ．２７）

Δ xN f ＝
抄 f

抄 xm＋ １
，⋯ ，

抄 f
抄 xn

T
， （１２ ．３ ．２８）

dxB ＝ （d x１ ，⋯ ，d xm ）
T
，

dxN ＝ （d xm＋ １ ，⋯ ，dxn ）
T
．

为了用 dxN 表示 dxB ，使用恒等式两端取微分的方法 ，从 h（x）＝ 0得到

dh１ ＝
抄h１
抄 x１ d x１ ＋ ⋯ ＋

抄h１
抄 xn

d xn ＝ ０ ，

…

dhm ＝
抄hm

抄 x１ d x１ ＋ ⋯ ＋
抄hm

抄 xn
d xn ＝ ０ ．

（１２ ．３ ．２９）

考虑到分解式（１２ ．３ ．２４） ，则（１２ ．３ ．２９）式即

抄h
抄xB

dxB ＋
抄h
抄xN

dxN ＝ 0 ． （１２ ．３ ．３０）

由于 抄h
抄xB
可逆 ，因此有

dxB ＝ －
抄h
抄xB

－１
抄h
抄xN

dxN ， （１２ ．３ ．３１）

把 dxB 的表达式代入（１２ ．３ ．２６）式 ，则

d f ＝ Δ xN f －
抄h
抄xB

－１
抄h
抄xN

T
Δ xB f

T dxN ，

由此得到既约梯度

r（xN ） ＝
d fdxN

＝ Δ xN f －
抄h
抄xB

－１
抄h
抄xN

T
Δ xB f ， （１２ ．３ ．３２）
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其中所用记号

d fdxN
＝

d fd xm＋ １
，⋯ ，

d fdxn

T
．

　 　这样 ，给定一点 x（k） ，就能由（１２ ．３ ．３２）式 ，求出既约梯度 ，进而可以研究怎样确定搜

索方向问题 ．现在 ，我们定义 d（k）N ，使它的分量满足

d（k）
N j ＝

０ ， 当 x（k）
N j ＝ lN j 且 r j （x（k）N ） ＞ ０ ，

或当 x（k）
N j ＝ uN j 且 r j （x（k）N ） ＜ ０ ，

－ rj （x（k）N ） ， 其他情形 ，

（１２ ．３ ．３３）

其中 d（k）
N j 是 d（k）

N 的第 j 个分量 ，x（k）
N j 是 x（k）

N 的第 j 个分量 ，lN j和 uN j分别是非基变量 x N j的

下界和上界 ．

由于 h（x）＝ 0是非线性方程组 ，不能像线性约束那样求出 d（k）B 的表达式 ．为从 x（k）出
发求出使目标函数值下降的可行点 ，在定义 d（k）N 之后 ，取适当的步长 λ ，令

x^N ＝ x（k）N ＋ λd（k）
N ，

且使

lN ≤ x^N ≤ uN ．

再求解非线性方程组

h（y ，^xN ） ＝ ０ （１２ ．３ ．３４）

得到 y^ ．若满足

f （y^ ，x（k）N ） ＜ f （x（k）B ，x（k）N ） ， （１２ ．３ ．３５）

并且

lB ≤ y^ ≤ uB ， （１２ ．３ ．３６）

则得到新的可行点（y^ ，^xN） ；若 y^不满足（１２ ．３ ．３５）式和（１２ ．３ ．３６）式 ，则减小步长 λ ，重复

以上过程 ．

广义既约梯度法计算步骤如下 ：

（１）给定初始可行点 x（１） ，允许误差 ε１ ，ε２ ＞ ０ ，正整数 J ，置 k ＝ １ ．

（２）将 x（k）分成基变量和非基变量 ：

（x（k）B ，x（k）N ） ，

由（１２ ．３ ．３２）式计算既约梯度 γ（xN ） ，由（１２ ．３ ．３３）式求得方向 d（k）N ．

（３）若 ‖ d（k）N ‖ ＜ ε１ ，则停止计算 ，得到 x（k） ；否则 ，进行步骤（４） ．

（４）取 λ＞ ０ ，令

x^N ＝ x（k）N ＋ λd（k）
N ，

若 lN ≤ x^N ≤ uN ，则进行步骤（５） ；否则 ，以 １
２
λ代替 λ ，再求 x^N ，直至满足 lN ≤ x^N ≤ uN ，进行

步骤（５） ．
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（５）求解非线性方程组（１２ ．３ ．３４） ．可用牛顿法求解 ．

令 y（１） ＝ x（k）B ，j ＝ １ ，进行下列步骤 ．

① 令

y（ j＋ １） ＝ y（ j） －
抄h（y（ j） ，^xN ）

抄xB

－１

h（y（ j） ，^xN ） ．

若 f （y（ j ＋ １）
，^xN） ＜ f （x（k） ） ，lB ≤ y（ j ＋ １）

≤ uB ，并且 ‖ h（y（ j ＋ １）
，^xN ） ‖ ＜ ε２ ，则转步骤（６） ；否则 ，

进行步骤 ② ．

② 若 j ＝ J ，则以 １
２
λ代替 λ ，令

x^N ＝ x（k）N ＋ λd（k）
N ，

y（１） ＝ x（k）B ，

置 j ＝ １ ，返回 ① ；否则 ，置 j ∶＝ j ＋ １ ，返回步骤 ① ．

（６）令 x（k ＋ １）
＝ （y（ j ＋ １）

，^xN ） ，置 k ∶＝ k ＋ １ ，返回步骤（２） ．

为了减少计算量 ，在解非线性方程组时 ，可用

抄h（x（k） ）
抄xB

－１

近似取代

抄h（y（ j） ，^xN ）

抄xB

－１

，

由于前者在求既约梯度时已经计算 ，这样做并不增加额外的工作量 ．

既约梯度法是目前求解非线性规划问题的最有效的方法之一 ．Powell［２７］概括了它的
优缺点 ．这种方法通过消去某些变量在降维空间中运算 ，能够较快确定最优解 ，可用来求

解大型问题 ．

12 ．4 　 Frank唱Wolfe方法
12 ．4 ．1 　算法简介
　 　 Frank和 Wolfe于 １９５６年提出求解线性约束问题的一种算法 ．

考虑非线性规划问题

min f （x）
s ．t ． Ax ＝ b ，

x ≥ 0 ，

（１２ ．４ ．１）

其中 A是 m × n矩阵 ，秩为 m ，b是m维列向量 ，f （x）是连续可微函数 ，x ∈ Rn
．我们把这个

问题的可行域记作

883 第 １２章 　可行方向法



S ＝ x | Ax ＝ b ，x ≥ 0 ． （１２ ．４ ．２）

　 　 Frank唱Wolre算法的基本思想是 ，在每次迭代中 ，将目标函数 f （x）线性化 ，通过解线

性规划求得下降可行方向 ，进而沿此方向在可行域内作一维搜索 ．

现在给出具体求解方法 ．假设已知可行点 x（k） ，我们将 f （x）在 x（k）展开 ，并用一阶

Taylor多项式
f （x（k） ） ＋ Δ f （x（k） ）T

（x － x（k） ） ＝ Δ f （x（k） ）T x ＋ f （x（k） ） － Δ f （x（k） ）T x（k）

逼近 f （x） ．解线性规划问题

min Δ f （x（k） ）T x ＋ f （x（k） ） － Δ f （x（k） ）T x（k）

s ．t ． x ∈ S ，
（１２ ．４ ．３）

去掉目标函数中的常数项 ，将此问题改写成

min Δ f （x（k） ）T x
s ．t ． x ∈ S ．

（１２ ．４ ．４）

假设此问题存在有限最优解 y（k） ，由线性规划的基本性质可知 ，这个最优解可在某极点

达到 ．

求解线性规划（１２ ．４ ．４）的结果必为下列两种情形之一 ．

（１）如果 Δ f （x（k） ）T
（y（k） － x（k） ） ＝ ０ ，则停止迭代 ，下面将要证明 ，x（k）是原来问题

（１２ ．４ ．１）的 K唱T 点 ．

（２）如果Δ （x（k） ）T
（y（k） － x（k） ） ≠ ０ ，则必有

Δ f （x（k） ）T
（y（k） － x（k） ） ＜ ０ ，

因此 y（k） － x（k）为 x（k）处的下降方向 ．由于 S是凸集 ，y（k）是 S的极点 ，连结 y（k）与 x（k）的线
段必含于 S ，即对每一个 λ∈ ［０ ，１］ ，有

λy（k）
＋ （１ － λ）x（k） ＝ x（k） ＋ λ（y（k） － x（k） ） ∈ S ，

因此 y（k） － x（k）是可行方向 ，故为下降可行方向 ．这时 ，从 x（k）出发 ，沿此方向作一维搜索 ：

min f （x（k） ＋ λ（y（k） － x（k） ））
s ．t ． ０ ≤ λ ≤ １ ，

（１２ ．４ ．５）

求得 λk ，令

x（k＋ １） ＝ x（k） ＋ λk （y（k） － x（k） ） ，

由于 y（k） － x（k） ≠ 0 ，且为下降方向 ，因此有

f （x（k＋ １） ） ＜ f （x（k） ） ， （１２ ．４ ．６）

得到 x（k ＋ １）后 ，再重复以上过程 ．

Frank唱Wolfe方法计算步骤如下 ．

（１）给定初始可行点 x（１） ，允许误差 ε＞ ０ ，置 k ＝ １ ．
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（２）求解线性规划问题

min Δ f （x（k） ）T x
s ．t ． x ∈ S ，

得到最优解 y（k） ．

（３）若｜Δ f （x（k） ）T
（y（k） － x（k） ）｜≤ ε ，则停止计算 ，得到点 x（k） ；否则 ，进行步骤（４） ．

（４）从 x（k）出发 ，沿方向 y（k） － x（k）在连结 x（k）和 y（k）的线段上搜索 ：

min f （x（k） ＋ λ（y（k） － x（k） ））
s ．t ． ０ ≤ λ ≤ １ ，

得到 λk ．

（５）令

x（k＋ １） ＝ x（k） ＋ λk （y（k） － x（k） ） ，

置 k ∶＝ k ＋ １ ，返回步骤（２） ．

12 ．4 ．2 　 Frank唱Wolfe算法的收敛性
定理 12 ．4 ．1 　设 y（k）是线性规划（１２ ．４ ．４）的最优解 ，且满足

Δ f （x（k） ）T
（y（k） － x（k） ） ＝ ０ ，

则 x（k）是问题（１２ ．４ ．１）的 K唱T 点 ．

证明 　根据假设 ，y（k）是线性规划（１２ ．４ ．４）的最优解 ，且

Δ f （x（k） ）T x（k） ＝ Δ f （x（k） ）T y（k） ，

因此 x（k）也是这个线性规划问题的最优解 ，自然 ，x（k）是 K唱T 点 ．由此可知 ，存在乘子w≥ 0
（w∈ Rn

）和 瓫 ∈ Rm
，使

Δ f （x（k） ） － w － AT
瓫 ＝ 0 ，

wT x（k） ＝ ０ ，

Ax（k）
＝ b ，

x（k） ≥ 0 ．

（１２ ．４ ．７）

以上诸式恰是 （１２ ．４ ．１）式的 K唱T 条件 ，因此 x（k）也是问题（１２ ．４ ．１）的 K唱T 点 ．

根据上述定理 ，若在某次迭代中 ，恰有

Δ f （x（k） ）T
（y（k） － x（k） ） ＝ ０ ，

则达到 K唱T 点 ；否则 ，迭代不终止 ，便产生序列｛x（k） ｝ ，下面定理证明 ，这个序列的每个聚

点是 K唱T 点 ．

定理 12 ．4 ．2 　设 f 是连续可微函数 ，下列两个条件之一成立 ：

（１） S ＝ ｛x｜Ax＝ b ，x ≥ 0｝有界 ．

（２）当 ‖ x ‖ → ＋ ∞时 ，f （x） → ＋ ∞ ．

初始点 x（１） ∈ S ，则 Frank唱Wolfe算法收敛于问题（１２ ．４ ．１）的 K唱T 点 ．

证明 　若算法终止 ，根据定理 １２ ．４ ．１ ，得到 K唱T 点 ．现在假设算法不终止 ．令 Ω是
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K唱T 点组成的集合 ．

首先 ，根据定理假设 ，迭代点 x（k）含于紧集 ．

其次 ，对每个 k ，由 x（k） 臭 Ω必能得出 f （x（k ＋ １）
）＜ f （x（k） ） ．

　 　因此 f （x）是关于解集合 Ω及本算法的下降函数 ．

下面证明 Frank唱Wolfe算法映射 B在 Ω 的余集 CS Ω 上是闭的 ．合成映射 B ＝ MD ，其

中 D是已知一点求方向的映射 ，M是已知一点和方向以后进行一维搜索的映射 ．

由于算法不终止 ，必有

d（k） ＝ y（k） － x（k） ≠ 0 ，

且 d（k）为下降方向 ，因此仿照定理 ９ ．１ ．１ ，易证 M在（x ，d）处是闭的 ，其中 x∈ CS Ω ，方向

d ＝ y － x ，

y是 S的极点 ．

映射 D的含义是 ，对于给定的点 珔x ∈ CS Ω ，D（珔x）就是由所有方向 珔y － 珔x组成的集合 ，

其中 珔y是下列问题中 S 的最优极点 ：

min 　 Δ f （珔x）T x
s ．t ．　 x ∈ S ． （１２ ．４ ．８）

　 　现在证明 D在任一点 珔x ∈ CS Ω 处是闭的 ．假设

x（k） → 珔x ，　 x（k） ∈ S ，

y（k） → 珔y ，　 y（k） － x（k） ∈ D（x（k） ） ．

再来证明 珔y － 珔x ∈ D（珔x） ．

根据算法的定义 ，y（k） － x（k） ∈ D（x（k） ）等价于对每一个 x ∈ S ，成立

Δ f （x（k） ）T y（k） ≤ Δ f （x（k） ）T x ． （１２ ．４ ．９）

暂时固定 x ，令 k → ＋ ∞ ，由于Δ f （x）连续 ，则

Δ f （珔x）T
珔y ≤ Δ f （珔x）T x ， （１２ ．４ ．１０）

上式对每个 x∈ S均成立 ．（１２ ．４ ．１０）式表明 珔y是下列问题的解 ：

min Δ f （珔x）T x
s ．t ． x ∈ S ．

由此可知 ，珔y － 珔x ∈ D（珔x） ，因此 D在 珔x处是闭的 ．

此外 ，由假设易知｛y（k） － x（k） ｝含于紧集 ．

根据定理 ８ ．１ ．１ ，合成映射 B是闭的 ．

综上分析 ，根据定理 ８ ．２ ．１ ，Frank唱Wolfe算法产生的序列收敛于解集合 Ω ．

Frank唱wolfe算法是一种可行方向法 ．使用这种方法 ，在每次迭代中 ，搜索方向总是指

向某个极点 ，并且当迭代点接近最优解时 ，搜索方向与目标函数的梯度趋于正交 ，这样的

搜索方向并非最好的下降方向 ，因此算法收敛较慢 ．但是 ，这种方法把求解非线性规划问

题转化为求解一系列线性规划 ，在某些情形下 ，也能收到较好计算效果 ，因此在实际应用
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中仍是一种有用的算法 ，比如 ，在研究交通问题时就用到这种方法 ．

习 　 　题

１ ．对于下列每种情形 ，写出在点 x∈ S处的可行方向集 ：

（１） S ＝ ｛x｜Ax＝ b ，x ≥ 0｝ ；

（２） S ＝ ｛x｜Ax≤ b ，Ex＝ e ，x ≥ 0｝ ；

（３） S ＝ ｛x｜Ax≥ b ，x ≥ 0｝ ．

２ ．考虑下列问题 ：

min 　 x２１ ＋ x１ x２ ＋ ２ x２２ － ６ x１ － ２ x２ － １２ x３
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ＋ x３ ＝ ２ ，

－ x１ ＋ ２ x２ ≤ ３ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

求出在点 x^＝ （１ ，１ ，０）
T 处的一个下降可行方向 ．

３ ．用 Zoutendijk方法求解下列问题 ：

（１） min 　 x２１ ＋ ４ x２２ － ３４ x１ － ３２ x２
s ．t ．　 ２ x１ ＋ x２ ≤ ６ ，

x２ ≤ ２ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ，

取初始点 x（１） ＝ （１ ，２）
T
．

（２） min 　 x２１ ＋ ２ x２２ ＋ ３ x２３ ＋ x１ x２ － ２ x１ x３ ＋ x２ x３ － ４ x１ － ６ x２
s ．t ．　 x１ ＋ ２ x２ ＋ x３ ≤ ４ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ，

取初始可行点 x（１） ＝ （０ ，０ ，０）
T
．

４ ．用梯度投影法求解下列问题 ：

　 　

（１） min 　 （４ － x２ ）（x１ － ３）
２

s ．t ． x１ ＋ x２ ≤ ３ ，

x１ ≤ ２ ，

x２ ≤ ２ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ，

取初始点 x（１） ＝ （１ ，２）
T
．

　 　

（２） min 　 x２１ ＋ x２２ ＋ ２ x２ ＋ ５

s ．t ．　 x１ － ２ x２ ≥ ０ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ，

取初始点 x（１） ＝ （２ ，０）
T
．
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（３） min 　 x２１ ＋ x１ x２ ＋ ２ x２２ － ６ x１ － ２ x２ － １２ x３
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ＋ x３ ＝ ２ ，

x１ － ２ x２ ≥ － ３ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ，

取初始点 x（１） ＝ （１ ，０ ，１）
T
．

５ ．用既约梯度法求解下列问题 ：

　 　 （１） min 　 ２ x２１ ＋ ２ x２２ － ２ x１ x２ － ４ x１ － ６ x２
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ＋ x３ ＝ ２ ，

x１ ＋ ５ x２ ＋ x４ ＝ ５ ，

xj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，４ ，

取初始点 x（１） ＝ （１ ，０ ，１ ，４）
T
．

　 　 　

（２） min 　 （x１ － ２）
２
＋ （x２ － ２）

２

s ．t ．　 x１ ＋ x２ ≤ ２ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ，

　取初始点 x（１） ＝ （１ ，０）
T
．

　 　 ６ ．用 Frank唱Wolfe方法求解下列问题 ：

　 　

（１） min 　 x２１ ＋ x２２ － x１ x２ － ２ x１ ＋ ３ x２
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ＋ x３ ＝ ３ ，

x１ ＋ ５ x２ ＋ x４ ＝ ６ ，

x j ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，４ ，

取初始点 x（１） ＝ （２ ，０ ，１ ，４）
T
，迭代 ２次 ．

　 　 　

（２） min 　 x２１ ＋ ２ x２２ － x１ x２ ＋ ４ x２ ＋ ４

s ．t ．　 x１ ＋ x２ ＋ x３ ＝ ５ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ，

　取初始点 x（１） ＝ （１ ，１ ，３）
T
．

　 　 ７ ．考虑约束 Ax ≤ b ，令 P＝ I － AT
１ （A１ AT

１ ）
－ １ A１ ，其中 A１ 的每一行是在已知点 x^处的

紧约束的梯度 ，试解释下列各式的几何意义 ：

（１） PΔ f （x^）＝ 0 ；

（２） PΔ f （x^）＝ Δ f （x^） ；

（３） PΔ f （x^） ≠ 0 ．

８ ．考虑问题

min 　 f （x）
s ．t ．　 gi （x） ≥ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ，

hj （x） ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l ．
设 x^是可行点 ，I ＝ ｛ i｜gj （x^）＝ ０｝ ．证明 x^为 K唱T 点的充要条件是下列问题的目标函数的
最优值为零 ：

min 　 Δ f （x^）T d
s ．t ．　 Δ gi （x^）T d ≥ ０ ，　 i ∈ I ，

Δ hj （x^）T d ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l ，
－ １ ≤ dj ≤ １ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，n ．
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第 13章 　惩罚函数法

本章介绍另一类约束最优化方法 ———惩罚函数法 ．这类方法的基本思想是 ，借助罚函

数把约束问题转化为无约束问题 ，进而用无约束最优化方法来求解 ．

13 ．1 　外点罚函数法
13 ．1 ．1 　罚函数的概念
　 　本节考虑约束问题

min f （x）
s ．t ． gi （x） ≥ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ，

hj （x） ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l ，
（１３ ．１ ．１）

其中 f （x） ，gi （x）（i ＝ １ ，⋯ ，m）和 hj （x）（ j ＝ １ ，⋯ ，l）是Rn上的连续函数 ，研究这类问题的

求解方法 ．

由于上述问题的约束非线性 ，不能用消元法将此问题化为无约束问题 ，因此在求解时

必须同时照顾到即使目标函数值下降又要满足约束条件这两个方面 ．实现这一点的一种

途径是由目标函数和约束函数组成辅助函数 ，把原来的约束问题转化为极小化辅助函数

的无约束问题 ．

比如 ，对于等式约束问题

min 　 f （x）
s ．t ．　 hj （x） ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l ， （１３ ．１ ．２）

可定义辅助函数

F１ （x ，σ） ＝ f （x） ＋ σ ∑
l

j ＝ １

h２j （x） ， （１３ ．１ ．３）

参数 σ是很大的正数 ．这样就能把（１３ ．１ ．２）式转化为无约束问题

min 　 F１ （x ，σ） ． （１３ ．１ ．４）

显然 ，（１３ ．１ ．４）式的最优解必使得 hj （x）接近零 ，因为如若不然 ，（１３ ．１ ．３）式的第 ２项将

是很大的正数 ，现行点必不是极小点 ．由此可见 ，求解问题 （１３ ．１ ．４）能够得到问题

（１３ ．１ ．２）的近似解 ．

对于不等式约束问题



min f （x）
s ．t ． gi （x） ≥ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ，

（１３ ．１ ．５）

辅助函数的形式与等式约束情形不同 ，但构造辅助函数的基本思想是一致的 ，这就是在可

行点辅助函数值等于原来的目标函数值 ，在不可行点 ，辅助函数值等于原来的目标函数值

加上一个很大的正数 ．根据这样的原则 ，对于不等式约束问题（１３ ．１ ．５） ，我们定义函数

F２ （x ，σ） ＝ f （x） ＋ σ ∑
m

i ＝ １

［max｛０ ，－ gi （x）｝］２ ， （１３ ．１ ．６）

其中 σ是很大的正数 ．当 x为可行点时 ，

max｛０ ，－ gi（x）｝ ＝ ０ ．

当 x不是可行点时 ，

max｛０ ，－ gi （x）｝ ＝ － gi （x） ，

这样 ，可将（１３ ．１ ．５）式转化为无约束问题

min 　 F２ （x ，σ） ， （１３ ．１ ．７）

通过（１３ ．１ ．７）式求得（１３ ．１ ．５）式的近似解 ．

把上述思想加以推广 ，对于一般情形（１３ ．１ ．１）式 ，可定义函数

F（x ，σ） ＝ f （x） ＋ σP（x） ， （１３ ．１ ．８）

其中 P（x）具有下列形式 ，

P（x） ＝ ∑
m

i ＝ １

矱（gi （x）） ＋ ∑
l

j ＝ １

ψ（hj （x）） ， （１３ ．１ ．９）

矱和 ψ是满足下列条件的连续函数 ，

矱（y） ＝ ０ ，　 y ≥ ０ ；

矱（y） ＞ ０ ，　 y ＜ ０ ；

ψ（y） ＝ ０ ，　 y ＝ ０ ；

ψ（y） ＞ ０ ，　 y ≠ ０ ．

函数 矱和 ψ的典型取法如

矱＝ ［max｛０ ，－ gi （x）｝］α
，

ψ＝ | hj （x） | β ，
其中 α≥ １ ，β≥ １ ，均为给定常数 ．通常取作 α＝ β＝ ２ ．

这样 ，把约束问题（１３ ．１ ．１）转化为无约束问题

min 　 F（x ，σ）
def

f （x） ＋ σP（x） ， （１３ ．１ ．１０）

其中 σ是很大的正数 ，P（x）是连续函数 ．

根据定义 ，当 x为可行点时 ，P（x）＝ ０ ，从而有 F（x ，σ）＝ f （x） ；当 x不是可行点时 ，在

x处 ，σP（x）是很大的正数 ，它的存在是对点脱离可行域的一种惩罚 ，其作用是在极小化

过程中迫使迭代点靠近可行域 ．因此 ，求解问题（１３ ．１ ．１０）能够得到约束问题（１３ ．１ ．１）的
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近似解 ，而且 σ越大 ，近似程度越好 ．通常将 σP（x）称为罚项 ，σ称为罚因子 ，F（x ，σ）称为

罚函数 ．

例 13 ．1 ．1 　求解下列问题 ：

min x
s ．t ． x － ２ ≥ ０ ．

（１３ ．１ ．１１）

　 　解 　令

P（x）＝ ［max｛０ ，－ g（x）｝］２ ，

＝
０ ， x ≥ ２ ，

（x － ２）
２
，　 x ＜ ２ ．

罚函数

F（x ，σ） ＝ x ＋ σP（x） ．

　 　可通过求解下列无约束问题 ，求得（１３ ．１ ．１１）式的近似解 ：

min 　 x ＋ σP（x） ． （１３ ．１ ．１２）

我们用解析方法解无约束问题（１３ ．１ ．１２） ，根据罚函数 F（x ，σ）的定义 ，可知

dFd x ＝
１ ， x ≥ ２ ，

１ ＋ ２σ（x － ２） ， x ＜ ２ ．

令

dFdx ＝ ０ ，

得到

珚xσ ＝ ２ －
１
２σ

．

显然 ，σ越大 ，珚xσ 越接近问题 （１３ ．１ ．１１ ）的最优解 ，当 σ → ＋ ∞ 时 ，珚xσ → 珚x ＝ ２ ．参见

图 １３ ．１ ．１ ．

图 　 １３ ．１ ．１

693 第 １３章 　惩罚函数法



例 13 ．1 ．2 　求解下列非线性规划问题 ：

min f （x）
def

（x１ － １）
２
＋ x２２

s ．t ． g（x） ＝ x２ － １ ≥ ０ ．

　 　解 　定义罚函数

F（x ，σ）＝ （x１ － １）
２
＋ x２２ ＋ σ［max｛０ ，－ （x２ － １）｝］

２

＝
（x１ － １）

２
＋ x２２ ， x２ ≥ １ ，

（x１ － １）
２
＋ x２２ ＋ σ（x２ － １）

２
，　 x２ ＜ １ ．

用解析法求解

min 　 F（x ，σ） ．

根据 F（x ，σ）的定义 ，有

抄F
抄 x１ ＝ ２（x１ － １） ，

抄F
抄 x２ ＝

２ x２ ， x２ ≥ １ ，

２ x２ ＋ ２σ（x２ － １） ，　 x２ ＜ １ ．

令

抄F
抄 x１ ＝ ０ ，　

抄 F
抄 x２ ＝ ０ ，

得到

珔xσ ＝
x１
x２

＝

　 １

σ
１ ＋ σ

．

令 σ → ＋ ∞ ，则

珔xσ → 珔x ＝
１

１
，

图 　 １３ ．１ ．２

珔x恰为约束问题的最优解 ．

此例罚函数的等值线（如图 １３ ．１ ．２）由两部分组

成 ．在原来问题的可行域内 ，是以（１ ，０）
T 为圆心的圆

的一部分 ，其方程是

（x１ － １）
２
＋ x２２ ＝ k２ ，

在原来问题的可行域外 ，是椭圆的一部分 ，其方程是

（x１ － １）
２
＋ x２２ ＋ σ（x２ － １）

２
＝ k２ ．

易知椭圆的中心在

793１３ ．１ 　外点罚函数法



珔xσ ＝

　 １

σ
１ ＋ σ

．

　 　由以上两例看出 ，当罚因子 σ→ ＋ ∞时 ，无约束问题的最优解 珔xσ 趋向一个极限点 珔x ，

这个极限点正是原来的约束问题的最优解 ．此外 ，无约束问题的最优解 珔xσ 往往不满足原

来问题的约束条件 ，它是从可行域外部趋向 珔x的 ．因此 F（x ，σ）也称为外点罚函数 ，相应的

最优化方法称为外点罚函数法 ，简称外点法 ．

13 ．1 ．2 　外点罚函数法计算步骤
实际计算中 ，罚因子 σ的选择十分重要 ．如果 σ过大 ，则给罚函数的极小化增加计算

上的困难 ；如果 σ太小 ，则罚函数的极小点远离约束问题的最优解 ，计算效率很差 ．因此 ，

一般策略是取一个趋向无穷大的严格递增正数列｛σk｝ ，从某个 σ１ 开始 ，对每个 k ，求解
min 　 f （x） ＋ σk P（x） ， （１３ ．１ ．１３）

从而得到一个极小点的序列｛珔xσ k｝ ，在适当的条件下 ，这个序列将收敛于约束问题的最优

解 ．如此通过求解一系列无约束问题来获得约束问题最优解的方法称为序列无约束极小

化方法 ，简称为 SUMT方法 ．

外点罚函数法计算步骤如下 ：

（１）给定初始点 x（０） ，初始罚因子 σ１ ，放大系数 c ＞ １ ，允许误差 ε＞ ０ ，置 k ＝ １ ．

（２）以 x（k － １）为初点 ，求解无约束问题

min 　 f （x） ＋ σk P（x） ．

设其极小点为 x（k） ．

（３）若 σk P（x（k） ） ＜ ε ，则停止计算 ，得到点 x（k） ；否则 ，令 σk ＋ １ ＝ cσk ，置 k ∶＝ k ＋ １ ，返回

步骤（２） ．

13 ．1 ．3 　收敛性
我们首先证明下面两个引理 ．

引理 13 ．1 ．1 　设 ０ ＜ σk ＜ σk ＋ １ ，x（k）和 x（k ＋ １）分别为取罚因子 σk 及 σk ＋ １时无约束问题

的全局极小点 ，则下列各式成立 ：

（１） F（x（k） ，σk ） ≤ F（x（k ＋ １）
，σk ＋ １ ） ；

（２） P（x（k） ） ≥ P（x（k ＋ １）
） ；

（３） f （x（k） ） ≤ f （x（k ＋ １）
） ．

证明 　先证（１） ．根据 x（k）是 F（x ，σk ）的全局极小点 ，σk ＜ σk ＋ １及 F（x ，σ）的定义 ，必有

F（x（k） ，σk ） ＝ f （x（k） ） ＋ σk P（x（k） ）
≤ f （x（k＋ １） ） ＋ σk P（x（k＋ １） ）
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≤ f （x（k＋ １） ） ＋ σk＋ １ P（x（k＋ １） ）
＝ F（x（k＋ １） ，σk＋ １ ） ．

　 　再证（２） ．由于 x（k）和 x（k ＋ １）分别是 F（x ，σk ）和 F（x ，σk ＋ １ ）的全局极小点 ，因此必有

f （x（k） ） ＋ σk P（x（k） ） ≤ f （x（k＋ １） ） ＋ σk P（x（k＋ １） ） ， （１３ ．１ ．１４）

f （x（k＋ １） ） ＋ σk＋ １ P（x（k＋ １） ） ≤ f （x（k） ） ＋ σk＋ １ P（x（k） ） ． （１３ ．１ ．１５）

将上面两式的两端分别相加 ，经整理得到

（σk＋ １ － σk ）P（x（k） ） ≥ （σk＋ １ － σk ）P（x（k＋ １） ） ， （１３ ．１ ．１６）

由于 σk ＋ １ ＞ σk ，由（１３ ．１ ．１６）式得出

P（x（k） ） ≥ P（x（k＋ １） ） ． （１３ ．１ ．１７）

　 　最后证（３） ．由于 x（k）是 F（x ，σk ）的全局极小点 ，因此有

f （x（k） ） ＋ σk P（x（k） ） ≤ f （x（k＋ １） ） ＋ σk P（x（k＋ １） ） ， （１３ ．１ ．１８）

由（１３ ．１ ．１７）式和（１３ ．１ ．１８）式即得

f （x（k） ） ≤ f （x（k＋ １） ） ．

　 　由上述引理可知 ，如果迭代不终止 ，那么｛ f （x（k） ）｝和｛ F（x（k） ，σk ）｝为非减序列 ，

｛ P（x（k） ）｝为非增序列 ．

引理 13 ．1 ．2 　设 珔x是问题（１３ ．１ ．１）的最优解 ，且对任意的 σk ＞ ０ ，由（１３ ．１ ．８）式定义

的 F（x ，σk ）存在全局极小点 x（k） ，则对每一个 k ，成立
f （珔x） ≥ F（x（k） ，σk ） ≥ f （x（k） ） ． （１３ ．１ ．１９）

　 　证明 　由于 σk P（x（k） ） ≥ ０ ，则有

F（x（k） ，σk ） ＝ f （x（k） ） ＋ σk P（x（k） ） ≥ f （x（k） ） ， （１３ ．１ ．２０）

由于 珔x是问题（１３ ．１ ．１）的最优解 ，自然为可行点 ，根据 P（x）的定义 ，必有

P（珔x） ＝ ０ ．

又考虑到 x（k）是 F（x ，σk ）的全局极小点 ，则

f （珔x） ＝ f （珔x） ＋ σk P（珔x）
≥ f （x（k） ） ＋ σk P（x（k） ）
＝ F（x（k） ，σk ） ． （１３ ．１ ．２１）

由（１３ ．１ ．２０）式和（１３ ．１ ．２１）式可知（１３ ．１ ．１９）式成立 ．

定理 13 ．1 ．3 　设问题（１３ ．１ ．１）的可行域 S非空 ，且存在一个 ε＞ ０ ，使得集合

Sε ＝ x gi （x） ≥ － ε ， i ＝ １ ，⋯ ，m ，| hj （x） | ≤ ε ，j ＝ １ ，⋯ ，l 　 （１３ ．１ ．２２）

是紧的 ，又设｛σk｝是趋向无穷大的严格递增正数列 ，且对每个 k ，（１３ ．１ ．１３）式存在全局最

优解 x（k） ，则｛x（k）｝存在一个收敛子序列｛x（k j ） ｝ ，并且任何这样的收敛子序列的极限都是问

题（１３ ．１ ．１）的最优解 ．

证明 　根据假设 ，S是紧集 ，f （x）是连续函数 ，因此问题（１３ ．１ ．１）存在全局最优解 珔x ．
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由引理 １３ ．１ ．１和引理 １３ ．１ ．２ 可知 ，｛F（x（k） ，σk ）｝和｛ f （x（k） ）｝均为单调增有上界序
列 ，因此可设

lim
k → ∞

F（x（k） ，σk ） ＝ F^ ， （１３ ．１ ．２３）

lim
k → ∞

f （x（k） ） ＝ f^ ． （１３ ．１ ．２４）

于是有

lim
k → ∞

σk P（x（k） ） ＝ F^ － f^ ， （１３ ．１ ．２５）

由于当 k → ∞时 ，σk → ∞ ，因此由上式得出

lim
k → ∞

P（x（k） ） ＝ ０ ． （１３ ．１ ．２６）

　 　根据 P（x）的定义 ，当 x ∈ S时 ，P（x）＝ ０ ，当 x 臭 S时 ，P（x） ＞ ０ ，再考虑到（１３ ．１ ．２６）

式 ，我们由此可以断定 ，对每个 δ＞ ０ ，存在正整数 K （δ） ，使得当 k ＞ K （δ）时 ，有 x（k） ∈ Sδ ．

于是 ，存在充分大的正整数 K^（ε） ，使得所有满足 k ＞ K^（ε）的点 x（k） ∈ Sε ，又知 Sε 是紧集 ，

因此存在收敛子序列｛x（k j ） ｝ ．设

lim
k j → ∞

x（k j ） ＝ x^ ． （１３ ．１ ．２７）

由（１３ ．１ ．２６）式可知

P（x^） ＝ ０ ，

因此 x^ ∈ S ．

由于 珔x是问题（１３ ．１ ．１）的全局最优解 ，则有

f （珔x） ≤ f （x^） ． （１３ ．１ ．２８）

　 　根据引理 １３ ．１ ．２ ，对每一个 kj ，有

f （x（k j ） ） ≤ f （珔x） ．

令 kj → ∞ ，则得到

f （x^） ≤ f （珔x） ， （１３ ．１ ．２９）

由（１３ ．１ ．２８）式和（１３ ．１ ．２９）式可知

f （x^） ＝ f （珔x） ， （１３ ．１ ．３０）

因此 x^是问题（１３ ．１ ．１）的全局最优解 ．

此外 ，由 f （x（k） ） ≤ F（x（k） ，σk ）推得

f^ ≤ F^ ． （１３ ．１ ．３１）

　 　另一方面 ，由于 f （x）连续 ，则

lim
k j → ∞

f （x（k j ） ） ＝ f （x^） ．

又考虑到（１３ ．１ ．２４）式和（１３ ．１ ．３０）式 ，则

f^ ＝ f （x^） ＝ f （珔x） ，
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从而由 F（x（k） ，σk ） ≤ f （珔x）推得
F^ ≤ f （珔x） ＝ f^ ． （１３ ．１ ．３２）

由（１３ ．１ ．３１）式和（１３ ．１ ．３２）式得出

F^ ＝ f^ ， （１３ ．１ ．３３）

这样 ，由（１３ ．１ ．２５）式得到

lim
k → ∞

σk P（x（k） ） ＝ ０ ， （１３ ．１ ．３４）

这便是取 σk P（x（k） ） ＜ ε作为终止准则的原因 ．

13 ．2 　内点罚函数法
13 ．2 ．1 　内点罚函数法的基本思想
　 　内点罚函数法总是从内点出发 ，并保持在可行域内部进行搜索 ．因此 ，这种方法适用

于下列只有不等式约束的问题 ：

min 　 f （x）
s ．t ．　 gi （x） ≥ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ， （１３ ．２ ．１）

其中 f （x） ，gi （x）（i ＝ １ ，⋯ ，m）是连续函数 ．现将可行域记作

S ＝ ｛x | gi （x） ≥ ０ ， i ＝ １ ，⋯ ，m｝ ． （１３ ．２ ．２）

　 　保持迭代点含于可行域内部的方法是定义障碍函数

G（x ，r） ＝ f （x） ＋ rB（x） ， （１３ ．２ ．３）

其中 B（x）是连续函数 ，当点 x趋向可行域边界时 ，B（x） → ＋ ∞ ．

两种最重要的形式为

B（x） ＝ ∑
m

i ＝ １

１
gi （x） （１３ ．２ ．４）

及

B（x） ＝ － ∑
m

i ＝ １

log gi （x） ． （１３ ．２ ．５）

r是很小的正数 ．这样 ，当 x趋向边界时 ，函数 G（x ，r） → ＋ ∞ ；否则 ，由于 r取值很小 ，则函

数 G（x ，r）的取值近似 f（x） ．因此 ，可通过求解下列问题得到约束问题（１３ ．２ ．１）的近似解 ：

min G（x ，r）
s ．t ． x ∈ int S ．

　

（１３ ．２ ．６）

由于 B（x）的存在 ，在可行域边界形成“围墙” ，因此约束问题（１３ ．２ ．６）的解 珔xr 必含于可行

域的内部 ．

（１３ ．２ ．６）式仍是约束问题 ，看起来它的约束条件比原来的约束问题还要复杂 ．但是 ，
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由于函数 B（x）的阻拦作用是自动实现的 ，因此从计算的观点看 ，（１３ ．２ ．６）式可当作无约

束问题来处理 ．

13 ．2 ．2 　内点罚函数法计算步骤
根据障碍函数 G（x ，r）的定义 ，显然 ，r取值越小 ，约束问题（１３ ．２ ．６）的最优解越接近

约束问题（１３ ．２ ．１）的最优解 ．但是 ，这里存在与外点法类似的问题 ，如果 r太小 ，则将给约

束问题（１３ ．２ ．６）的计算带来很大困难 ．因此 ，仍采取序列无约束极小化方法（SUMT ） ，取

一个严格单调减且趋于零的罚因子（障碍因子）数列｛ rk｝ ，对每一个 k ，从内部出发 ，求解

问题

min 　 G（x ，rk ）
s ．t ．　 x ∈ int S ．

（１３ ．２ ．７）

　 　内点罚函数法计算步骤如下 ：

（１）给定初始内点 x（０） ∈ int S ，允许误差 ε＞ ０ ，初始参数 r１ ，缩小系数 β∈ （０ ，１） ，置

k ＝ １ ．

（２）以 x（k － １）为初始点 ，求解下列问题 ：

min f （x） ＋ rk B（x）
s ．t ． x ∈ int S ，

其中 B（x）由（１３ ．２ ．４）式定义 ．设求得的极小点为 x（k） ．

（３）若 rk B（x（k） ） ＜ ε ，则停止计算 ，得到点 x（k） ；否则 ，令 rk ＋ １ ＝ βrk ，置 k ∶＝ k ＋ １ ，返回

步骤（２） ．

例 13 ．2 ．1 　用内点罚函数法求解下列问题 ：

min １
１２

（x１ ＋ １）
３
＋ x２

s ．t ． x１ － １ ≥ ０ ，

x２ ≥ ０ ．

　 　解 　定义障碍函数

G（x ，rk ） ＝
１
１２

（x１ ＋ １）
３
＋ x２ ＋ rk １

x１ － １
＋

１
x２ ．

下面用解析方法求解问题

min G（x ，rk ）
s ．t ． x ∈ S ．

令

抄G
抄 x１ ＝

１
４
（x１ ＋ １）

２
－

rk
（x１ － １）

２ ＝ ０ ，
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抄G
抄 x２ ＝ １ －

rk
x２
２

＝ ０ ，

解得

珔xrk ＝ （x１ ，x２ ） ＝ （ １ ＋ ２ rk ， rk ） ．

　 　当 rk → ０时 ，珔xrk → 珔x ＝ （１ ，０） ，珔x是问题的最优解 ．

13 ．2 ．3 　收敛性
关于内点罚函数法的收敛性有下列定理 ：

定理 13 ．2 ．1 　设在问题（１３ ．２ ．１）中 ，可行域内部 int S非空 ，且存在最优解 ，又设对

每一个 rk ，障碍函数 G（x ，rk ）在 int S内存在极小点 ，并且内点罚函数法产生的全局极小

点序列｛x（k） ｝存在子序列收敛到 珔x ，则 珔x是问题（１３ ．２ ．１）的全局最优解 ．

证明 　先证｛G（x（k） ，rk ）｝是单调减有下界的序列 ．

设 x（k） ，x（k ＋ １）
∈ int S ，分别是 G（x ，rk ）和 G（x ，rk ＋ １ ）的全局极小点 ，由于 rk ＋ １ ＜ rk ，因

此有

G（x（k＋ １） ，rk＋ １ ） ＝ f （x（k＋ １） ） ＋ rk＋ １ B（x（k＋ １） ） ≤ f （x（k） ） ＋ rk＋ １ B（x（k） ）
≤ f （x（k） ） ＋ rkB（x（k） ） ＝ G（x（k） ，rk ） ． （１３ ．２ ．８）

设 x倡是问题（１３ ．２ ．１）的全局最优解 ．由于 x（k）是可行点 ，则

f （x（k） ） ≥ f （x倡
） ．

又知

G（x（k） ，rk ） ≥ f （x（k） ） ，

因此有

G（x（k） ，rk ） ≥ f （x倡
） ． （１３ ．２ ．９）

（１３ ．２ ．８）式和（１３ ．２ ．９）式表明 ，｛G（x（k） ，rk ）｝为单调减有下界序列 ．由此可知 ，这个序列存

在极限

G^ ≥ f （x倡
） ．

　 　我们现在证明 G^ ＝ f （x倡
） ．用反证法 ．假设 G^ ＞ f （x倡

） ．由于 f （x）是连续函数 ，因此存

在正数 δ ，使得当 ‖ x － x倡
‖ ＜ δ且 x ∈ int S时 ，有

f （x） － f （x倡
） ≤

１
２
［G^ － f （x倡

）］ ，

即

f （x） ≤
１
２
［G^ ＋ f （x倡

）］ ． （１３ ．２ ．１０）

任取一点 x^ ∈ int S ，使 ‖ x^ － x倡
‖ ＜ δ ．由于 rk → ０ ，因此存在 K ，当 k ＞ K 时 ，
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rkB（x^） ＜
１
４
［G^ － f （x倡

）］ ，

这样 ，当 k ＞ K 时 ，根据 G（x（k） ，rk ）的定义 ，并考虑到（１３ ．２ ．１０）式 ，必有

G（x（k） ，rk ） ＝ f （x（k） ） ＋ rkB（x（k） ）
≤ f （x^） ＋ rkB（x^）

≤
１
２
［G^ ＋ f （x倡

）］ ＋
１
４
［G^ － f （x倡

）］

＝ G^ －
１
４
［G^ － f （x倡

）］ ．

上式与 G（x（k） ，rk ） → G^相矛盾 ．因此 ，必有

G^ ＝ f （x倡
） ．

　 　下面证明 珔x是全局最优解 ．

设｛x（k j ）｝是｛x（k） ｝的收敛子序列 ，且

lim
k j → ∞

x（k j ） ＝ 珔x ，

由于 x（k j ）是可行域 S的内点 ，即满足

gi （x（k j ） ） ＞ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m
及 gi （x）是连续函数 ，因此

lim
k j → ∞

gi （x（k j ） ） ＝ gi （珔x） ≥ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ， （１３ ．２ ．１１）

由此可知 珔x是可行点 ．根据假设 x倡是全局最优解 ，因此有

f （x倡
） ≤ f （珔x） ． （１３ ．２ ．１２）

容易证明 ，上式必为等式 ．假设 f （x倡
）＜ f （珔x） ，则

lim
k j → ∞

｛ f （x（k j ） ） － f （x倡
）｝ ＝ f （珔x） － f （x倡

） ＞ ０ ，

这样 ，当 kj → ∞时 ，

G（x（k j ） ，rk j ） － f （x倡
） ＝ f （x（k j ） ） － f （x倡

） ＋ rk j B（x（k j ） ）
≥ f （x（k j ） ） － f （x倡

）

不趋于零 ，因此与

lim
k → ∞

G（x（k） ，rk ） ＝ G^ ＝ f （x倡
）

相矛盾 ．因此必有 f （x倡
） ＝ f （珔x） ，从而 珔x是问题（１３ ．２ ．１）的全局最优解 ．

上面介绍的外点法和内点法均采用序列无约束极小化技巧 ，方法简单 ，使用方便 ，并

能用来求解导数不存在的问题 ，因此这种算法对实际工作者确有吸引力 ，而且已经得到比

较广泛的应用 ．但是 ，上述罚函数法存在固有的缺点 ，这就是随着罚因子趋向其极限 ，罚函

数的 Hesse矩阵的条件数无限增大 ，因而越来越变得病态 ．罚函数的这种性态给无约束
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极小化带来很大困难 ．为克服这个缺点 ．Hestenes和 Powell于 １９６９年各自独立地提出了

乘子法 ，在下一节 ，我们介绍乘子法的具体内容 ．

倡 13 ．3 　乘 　子 　法

13 ．3 ．1 　乘子法的基本思想
　 　我们首先考虑只有等式约束的问题

min 　 f （x）
s ．t ．　 hj （x） ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l ， （１３ ．３ ．１）

其中 f ，hj （ j ＝ １ ，⋯ ，l）是二次连续可微函数 ，x∈ Rn
．

运用乘子法事先需要定义增广 Lagrange函数（乘子罚函数） ：

矱（x ，瓫 ，σ） ＝ f （x） － ∑
l

j ＝ １

v j h j （x） ＋
σ
２ ∑

l

j ＝ １

h２j （x）

＝ f （x） － 瓫
T h（x） ＋

σ
２
h（x）T h（x） ， （１３ ．３ ．２）

其中 σ ＞ ０ ，

瓫 ＝

v１
…

vl
，　 h（x） ＝

h１ （x）
…

hl （x）
．

矱（x ，瓫 ，σ）与 Lagrange函数的区别在于增加了罚项
σ
２
h（x）T h（x） ，

而与罚函数的区别在于增加了乘子项（ － 瓫
T h（x）） ．这种区别使得增广 Lagrange函数与

Lagrange函数及罚函数具有不同的性态 ．对于 矱（x ，瓫 ，σ） ，只要取足够大的罚因子 σ ，不必

趋向无穷大 ，就可通过极小化 矱（x ，瓫 ，σ） ，求得问题（１３ ．３ ．１）的局部最优解 ．为证明这个结

论 ，我们做如下假设 ．

设 珔x是等式约束问题（１３ ．３ ．１）的一个局部最优解 ，且满足二阶充分条件 ，即存在乘子

瓫
－

＝ （v１ ，⋯ ，vl ）
T
，使得

Δ f （珔x） － A瓫
－

＝ 0 ， （１３ ．３ ．３）

hj （珚x） ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l ， （１３ ．３ ．４）

且对每一个满足 dT
Δ hj （珔x）＝ ０（ j ＝ １ ，⋯ ，l）的非零向量 d ，有

dT
Δ

２
xL （珔x ，瓫

－

）d ＞ ０ ， （１３ ．３ ．５）

其中

504倡
１３ ．３ 　乘 　子 　法



A ＝ （Δ h１ （珔x） ，⋯ ，Δ hl （珔x）） ， （１３ ．３ ．６）

L（x ，瓫） ＝ f （x） － 瓫
T h（x） ． （１３ ．３ ．７）

　 　现在给出并证明下列定理 ．

定理 13 ．3 ．1 　设 珔x和 瓫
－

满足问题（１３ ．３ ．１）的局部最优解的二阶充分条件 ，则存在

σ′ ≥ ０ ，使得对所有的 σ＞ σ′ ，珔x是 矱（x ，瓫
－

，σ）的严格局部极小点 ．反之 ，若存在点 x（０） ，使得

hj （x（０） ） ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l ，
且对于某个瓫

（０）
，x（０）是 矱（x ，瓫

（０）
，σ）的无约束极小点 ，又满足极小点的二阶充分条件 ，则

x（０）是问题（１３ ．３ ．１）的严格局部最优解 ．

证明 　先证定理的前半部 ．由（１３ ．３ ．２）式得出

Δx矱（x ，瓫
－

，σ） ＝ Δ f （x） － ∑
l

j ＝ １

瓫
－

j Δ hj （x） ＋ σ ∑
l

j ＝ １

hj （x） Δ hj （x） ． （１３ ．３ ．８）

根据假设 ，珔x必为问题（１３ ．３ ．１）的 K唱T 点 ，考虑到（１３ ．３ ．３）式和（１３ ．３ ．４）式 ，则有

Δx矱（x ，瓫
－

，σ） ＝ 0 ． （１３ ．３ ．９）

　 　下面证明 ，在 珔x处 矱（x ，瓫
－

，σ）关于 x的 Hesse矩阵Δ
２
x矱（珔x ，瓫

－

，σ）是正定的 ．

由（１３ ．３ ．８）式得到

Δ
２
x矱（x ，瓫

－

，σ） ＝ Δ
２ f （x） － ∑

l

j ＝ １

瓫
－

j Δ
２ hj （x） ＋ σ ∑

l

j ＝ １

hj （x） Δ
２ hj （x）

＋ σ ∑
l

j ＝ １

Δ hj （x） Δ hj （x）T

＝ Δ
２ f （x） － ∑

l

j ＝ １

（瓫
－

j － σhj （x）） Δ
２ hj （x）

＋ σ ∑
l

j ＝ １

Δ hj （x） Δ hj （x）T

＝ Q ＋ σAAT
， （１３ ．３ ．１０）

其中

Q ＝ Δ
２ f （x） － ∑

l

j ＝ １

（珔v j － σhj （x）） Δ
２ hj （x） ，

A ＝ （Δ h１ （x） ，⋯ ，Δ hl （x）） ，

在点 珔x处 ，有

Δ
２
x矱（珔x ，瓫

－

，σ） ＝ Q－ ＋ σ珚A 珚AT
．

　 　设 rank 珚A ＝ r ≤ l ，令 Bn × r为关于珚A的正交基矩阵（BT B＝ I） ，即 B的 r 个列是A的 l个
列所生成的子空间的一组正交基 ，于是有

珚A ＝ BC ， （１３ ．３ ．１１）

604 第 １３章 　惩罚函数法



其中 C＝ BT
珚A ，秩为 r ．

对于任意的非零向量 u∈ Rn
，令

u ＝ p ＋ Bq ，

其中 p满足 BT p ＝ 0 ．显然 ，珚AT p ＝ 0 ，即

Δ hj （珔x）T p ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l ．
　 　现将 uT

Δ
２
x矱（珔x ，瓫

－

，σ）u写成
uT

Δ
２
x 矱（珔x ，瓫

－

，σ）u ＝ （p ＋ Bq）T
（珚Q ＋ σ珚A 珚AT

）（p ＋ Bq）
＝ pT

珚Qp ＋ ２pT
珚QBq ＋ qT BT

珚QBq ＋ σqT CCT q ．

由于 珔x是问题（１３ ．３ ．１）的局部最优解 ，且满足二阶充分条件 ，因此存在数 α＞ ０ ，使得

pT
珚Qp ≥ a‖ p ‖ ２

．

设 b是 珚QB的最大奇异值 ，e ＝ ‖ BT
珚QB ‖ ２ ，又设 μ＞ ０是 CCT 的最小特征值 ，则

uT
Δ

２
x 矱（珔x ，瓫

－

，σ）u ≥ a‖ p ‖ ２
－ ２b ‖ p ‖ ‖ q‖ ＋ （σμ － e） ‖ q‖ ２

．

由于 u≠ 0 ，则 p和 q不同时为零向量 ．因此若取充分大的 σ ，使得

σu － e －
b２
a ＞ ０ ，

即使得

σ ＞
b２ ＋ ae
au ，

则总成立

uT
Δ

２
x矱（珔x ，瓫

－

，σ）u ＞ ０ ， （１３ ．３ ．１２）

由此可知 ，存在

σ′ ＝
b２ ＋ ae
au ．

当罚因子 σ＞ σ′时 ，均有Δ
２
x矱（珔x ，瓫

－

，σ）正定 ．这时 ，由（１３ ．３ ．９）式和（１３ ．３ ．１２）式可知 ，点 珔x
必为 矱（x ，瓫

－

，σ）的严格局部极小点 ．

再证定理后半部 ．由于 x（０）是 矱（x ，瓫
（０）

，σ）的极小点 ，且满足二阶充分条件 ，因此有

Δx 矱（x（０） ，瓫
（０）

，σ） ＝ 0 ， （１３ ．３ ．１３）

以及对每一个非零向量 d ∈ Rn
，成立

dT
Δ

２
x 矱（x（０） ，瓫

（０）
，σ）d ＞ ０ ． （１３ ．３ ．１４）

由（１３ ．３ ．８）式和（１３ ．３ ．１３）式并考虑到

hj （x（０） ） ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l ，
则得到

Δ f （x（０） ） － ∑
l

j ＝ １

v（０）j Δ hj （x（０） ） ＝ 0 ． （１３ ．３ ．１５）
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因此 x（０）是问题（１３ ．３ ．１）的 K唱T 点 ．由（１３ ．３ ．１０）式和（１３ ．３ ．１４）式可知 ，对每一个满足

dT
Δ hj （x（０） ） ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l

的非零向量 d ，有

dT
Δ

２ f （x（０） ） － ∑
l

j ＝ １

v（０）j Δ
２ hj （x（０） ） d ＞ ０ ． （１３ ．３ ．１６）

　 　由于（１３ ．３ ．１５）式和（１３ ．３ ．１６）式成立 ，根据定理 ７ ．２ ．１２ ，x（０）是问题（１３ ．３ ．１）的严格

局部最优解 ．

根据上述定理 ，如果知道最优乘子 瓫
－

，那么只要取充分大的罚因子 σ ，不需趋向无穷

大 ，就能通过极小化 矱（x ，瓫
－

，σ）求出问题（１３ ．３ ．１）的解 ．但是 ，最优乘子 瓫
－

事先未知 ，因此

需要研究怎样确定 瓫
－

和 σ ，特别是 瓫
－

．一般方法是 ，先给定充分大的 σ和 Lagrange乘子的
初始估计 瓫 ，然后在迭代过程中修正 瓫 ，力图使 瓫 趋向 瓫

－

．修正 瓫 的公式不难给出 ．设在第

k次迭代中 ，Lagrange乘子向量的估计为 瓫
（k）

，罚因子取 σ ，得到 矱（x ，瓫
（k）

，σ）的极小点

x（k） ．这时有

Δx矱（x（k） ，瓫
（k）

，σ） ＝ Δ f （x（k） ） － ∑
l

j ＝ １

（v（k）j － σhj （x（k） ）） Δ hj （x（k） ）

＝ 0 ． （１３ ．３ ．１７）

　 　对于问题（１３ ．３ ．１）的最优解 珔x ，当Δ h１ （珔x） ，⋯ ，Δ hl （珔x）线性无关时 ，应有

Δ f （珔x） － ∑
l

j ＝ １

珔v j Δ hj （珔x） ＝ 0 ． （１３ ．３ ．１８）

假如 x（k） ＝ 珔x ，则必有 珔v j ＝ v（k）j － σhj （x（k） ） ，然而 ，一般来说 ，x（k）并非是 珔x ，因此这个等式并

不成立 ．但是 ，由此可以给出修正乘子 瓫 的公式 ，令

v（k＋ １）j ＝ v（k）j － σhj （x（k） ） ，　 j ＝ １ ，⋯ ，l ， （１３ ．３ ．１９）

然后再进行第 k ＋ １次迭代 ，求 矱（x ，瓫
（k ＋ １）

，σ）的无约束极小点 ．这样做下去 ，可望瓫
（k）

→ 瓫
－

，

从而 x（k） → 珔x ．如果｛瓫
（k）
｝不收敛 ，或者收敛太慢 ，则增大参数 σ ，再进行迭代 ．收敛快慢一般

用 ‖ h（x（k） ） ‖ ／‖ h（x（k － １） ） ‖来衡量 ．

13 ．3 ．2 　等式约束问题乘子法计算步骤
乘子法的计算步骤如下 ：

（１）给定初始点 x（０） ，乘子向量初始估计 瓫
（１）

，参数 σ ，允许误差 ε＞ ０ ，常数 α ＞ １ ，

β∈ （０ ，１） ，置 k ＝ １ ．

（２）以 x（k － １）为初点 ，解无约束问题

min 　 矱（x ，瓫
（k）

，σ） ，

得解 x（k） ．
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（３）若 ‖ h（x（k） ） ‖ ＜ ε ，则停止计算 ，得到点 x（k） ；否则 ，进行步骤（４） ．

（４）若

‖ h（x（k） ） ‖
‖ h（x（k －１） ） ‖ ≥ β ，

则置 σ∶＝ ασ ，转步骤（５） ；否则 ，进行步骤（５） ．

（５）用（１３ ．３ ．１９）式计算 珔v（k ＋ １）
j （ j ＝ １ ，⋯ ，l） ，置 k ∶＝ k ＋ １ ，转步骤（２） ．

例 13 ．3 ．1 　用乘子法求解下列问题 ：

min 　 ２ x２１ ＋ x２２ － ２ x１ x２
s ．t ．　 h（x） ＝ x１ ＋ x２ － １ ＝ ０ ．

　 　解 　对于此例 ，增广 Lagrange函数
矱（x ，v ，σ） ＝ ２ x２１ ＋ x２２ － ２ x１ x２ － v（x１ ＋ x２ － １） ＋

σ
２
（x１ ＋ x２ － １）

２
．

取罚因子 σ＝ ２ ，令 Lagrange乘子的初始估计 v（１） ＝ １ ，由此出发求最优乘子及问题的最

优解 ．

下面用解析方法求函数 矱（x ，v ，σ）的极小点 ．

在第 １次迭代中 ，容易求得 矱（x ，v（１） ，σ）的极小点为

x（１） ＝
x（１）
１

x（１）
２

＝

１
２

３
４

．

　 　一般地 ，在第 k次迭代取乘子 v （k）
，增广 Lagrange函数 矱（x ，v（k） ，σ）的极小点为

x（k） ＝
x（k）
１

x（k）
２

＝

１
６
（v（k） ＋ ２）

１
４
（v（k） ＋ ２）

．

现在通过修正 v（k）求 v（k ＋ １）
，由（１３ ．３ ．１９）式 ，有

v（k＋ １） ＝ v（k） － σh（x（k） ）

＝ v（k） － ２
v（k） ＋ ２

６
＋

v（k） ＋ ２
４

－ １

＝
１
６
v（k） ＋

１
３

．

易证当 k → ∞时 ，序列｛v（k） ｝收敛 ，且

lim
k → ∞

v（k） ＝
２
５

．

同时 x（k）
１ →

２
５

，x（k）
２ →

３
５

．得到最优乘子

904倡
１３ ．３ 　乘 　子 　法



v ＝
２
５

，

问题的最优解

珔x ＝
珚x１
珚x２

＝

２
５

３
５

．

　 　在实际计算中 ，还应注意 σ的取值 ．如果 σ太小 ，则收敛减慢 ，甚至出现不收敛的情

形 ；如果 σ太大 ，则会给计算带来困难 ．

13 ．3 ．3 　不等式约束问题的乘子法
先考虑只有不等式约束的问题

min 　 f （x）
s ．t ．　 gj （x） ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，m ． （１３ ．３ ．２０）

　 　为利用关于等式约束问题所得到的结果 ，引入变量 yj ，把不等式约束问题（１３ ．３ ．２０）

化为等式约束问题

min f （x）
s ．t ． gi （x） － y２j ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，m ．

这样 ，可定义增广 Lagrange函数
珘矱（x ，y ，w ，σ） ＝ f （x） － ∑

m

j ＝ １

wj （gj （x） － y２j ） ＋
σ
２ ∑

m

j ＝ １

（gj （x） － y２j ）２ ，

从而把问题（１３ ．３ ．２０）转化为求解

min 　 珘矱（x ，y ，w ，σ） ． （１３ ．３ ．２１）

将 珘矱（x ，y ，w ，σ）关于 y求极小 ，由此解出 y ，并代入（１３ ．３ ．２１）式 ，将其化为只关于 x求极小
的问题 ．为此求解

min
y

　 珘矱（x ，y ，w ，σ） ， （１３ ．３ ．２２）

用配方法将 珘矱（x ，y ，w ，σ）化为

珘矱 ＝ f （x） ＋ ∑
m

j ＝ １

－ w j （gj （x） － y２j ） ＋
σ
２
（gj （x） － y２j ）２

＝ f （x） ＋ ∑
m

j ＝ １

σ
２

y２j －
１
σ
（σg j （x） － wj ）

２

－
w２

j

２σ
． （１３ ．３ ．２３）

为使 珘矱关于 y j 取极小 ，yj 取值如下 ：

当 σg j （x） － wj ≥ ０时 ，

y２j ＝
１
σ
（σg j （x） － wj ） ．
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　 　当 σg j （x） － wj ＜ ０时 ，

yj ＝ ０ ．

　 　综合以上两种情形 ，即

y２j ＝
１
σ
max｛０ ，σg j （x） － wj ｝ ， （１３ ．３ ．２４）

将上式代入（１３ ．３ ．２３）式 ，由此定义增广 Lagrange函数
矱（x ，w ，σ） ＝ f （x） ＋

１
２σ ∑

m

j ＝ １

［max（０ ，wj － σg j （x））］２ － w２
j ， （１３ ．３ ．２５）

将问题（１３ ．３ ．２０）转化为求解无约束问题

min 　 矱（x ，w ，σ） ． （１３ ．３ ．２６）

　 　对于既含有不等式约束又含有等式约束的问题

min 　 f （x）
s ．t ．　 gj （x） ≥ ０ ，　 j ＝ １ ， ⋯ ，m ， （１３ ．３ ．２７）

hj （x） ＝ ０ ，　 j ＝ １ ， ⋯ ， l ．
应定义增广 Lagrange函数

矱（x ，w ，瓫 ，σ） ＝ f （x） ＋
１
２σ ∑

m

j ＝ １

［max（０ ，wj － σg j （x））］２ － w２
j

－ ∑
l

j ＝ １

v j hj （x） ＋
σ
２ ∑

l

j ＝ １

h２j （x） ， （１３ ．３ ．２８）

在迭代中 ，与只有等式约束问题类似 ，也是取定充分大的参数 σ ，并通过修正第 k次迭代
中的乘子 w（k）和 瓫

（k）
，得到第 k＋ １次迭代中的乘子 w（k ＋ １）和 瓫

（k ＋ １）
．修正公式如下 ：

w（k＋ １）
j ＝ max（０ ，w（k）

j － σg j （x（k） ）） ，　 j ＝ １ ， ⋯ ，m ，

v（k＋ １）j ＝ v（k）j － σhj （x（k） ） ，　 j ＝ １ ，⋯ ， l ．
（１３ ．３ ．２９）

计算步骤与等式约束情形相同 ．

例 13 ．3 ．2 　用乘子法求解下列问题 ：

min 　 x２１ ＋ ２ x２２
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ≥ １ ．

　 　解 　此问题的增广 Lagrange函数为
矱（x ，w ，σ） ＝ x２１ ＋ ２ x２２ ＋

１
２σ

［max（０ ，w － σ（x１ ＋ x２ － １））］
２
－ w２

＝

x２１ ＋ ２ x２２ ＋
１
２σ

［w － σ（x１ ＋ x２ － １）］
２
－ w２

， x１ ＋ x２ － １ ≤
w
σ

，

x２１ ＋ ２ x２２ －
w２

２σ
， x１ ＋ x２ － １ ＞

w
σ

，
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抄矱
抄 x１ ＝

２ x１ － ［w － σ（x１ ＋ x２ － １）］ ， x１ ＋ x２ － １ ≤
w
σ

，

２ x１ ， x１ ＋ x２ － １ ＞
w
σ

，

抄矱
抄 x２ ＝

４ x２ － ［w － σ（x１ ＋ x２ － １）］ ， x１ ＋ x２ － １ ≤
w
σ

，

４ x２ ， x１ ＋ x２ － １ ＞
w
σ

．

令

Δx矱（x ，w ，σ） ＝ 0 ，

得到 矱（x ，w ，σ）的无约束极小点

x１ ＝
２（w ＋ σ）
４ ＋ ３σ

，　 x２ ＝
w ＋ σ
４ ＋ ３σ

．

取 σ＝ ２ ，w（１）
＝ １ ，得到 矱（x ，w（１）

，σ）的极小点 ，

x（１） ＝
x（１）
１

x（１）
２

＝

３
５

３
１０

．

修正 w（１）
，令

w（２）
＝ max ０ ，１ － ２

３
５

＋
３
１０

－ １ ＝
６
５

，

求得 矱（x ，w（２）
，σ）的极小点

x（２） ＝
x（２）
１

x（２）
２

＝

１６
２５

８
２５

．

以此类推 ，设在第 k次迭代取乘子 w （k）
，求得 矱（x ，w（k）

，σ）的极小点

x（k） ＝
x（k）
１

x（k）
２

＝

１

５
（２ ＋ w（k）

）

１
１０

（２ ＋ w（k）
）

，

修正 w（k）
，得到

w（k＋ １）
＝ max（０ ，w（k）

－ ２（x（k）
１ ＋ x（k）２ － １）） ＝

１
５
（２w（k）

＋ ４） ．

显然 ，按上式迭代得到的序列｛w（k）
｝是收敛的 ．令 k → ∞ ，则 w（k）

→
４
３
及
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x（k） ＝
x（k）
１

x（k）
２

→

２
３

１
３

．

　 　在乘子法中 ，由于参数 σ不必趋向无穷大就能求得约束问题的最优解 ，因此不出现罚

函数法中的病态 ．计算经验表明 ，乘子法优于罚函数法 ．这种方法已经引起人们的广泛重

视 ，受到广大使用者的欢迎 ．

习 　 　题

１ ．用外点法求解下列问题 ：

　 　 （１） min 　 x２１ ＋ x２２
s ．t ．　 x２ ＝ １ ；

（２） min 　 x２１ ＋ x２２
s ．t ．　 x１ ＋ x２ － １ ＝ ０ ；

　 　 （３） min 　 － x１ － x２
s ．t ．　１ － x２１ － x２２ ＝ ０ ；

（４） min 　 x２１ ＋ x２２
s ．t ．　２ x１ ＋ x２ － ２ ≤ ０ ，

x２ ≥ １ ；

　 　 （５） min 　 － x１ x２ x３
s ．t ．　７２ － x１ － ２ x２ － ２ x３ ＝ ０ ．

２ ．考虑下列非线性规划问题 ：

min 　 x３１ ＋ x３２
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ＝ １ ．

　 　 （１）求问题的最优解 ；

（２）定义罚函数

F（x ，σ） ＝ x３１ ＋ x３２ ＋ σ（x１ ＋ x２ － １）
２
，

讨论能否通过求解无约束问题

min 　 F（x ，σ） ，

来获得原来约束问题的最优解 ？为什么 ？

３ ．用内点法求解下列问题 ：

　 　 （１） min 　 x
s ．t ．　 x ≥ １ ；

（２） min 　 （x ＋ １）
２

s ．t ．　 x ≥ ０ ．

４ ．考虑下列问题 ：

min x１ x２
s ．t ． g（x） ＝ － ２ x１ ＋ x２ ＋ ３ ≥ ０ ．

314习 　 　题



　 　 （１）用二阶最优性条件证明点

珔x ＝

３
４

－
３
２

是局部最优解 ．并说明它是否为全局最优解 ？

（２）定义障碍函数为

G（x ，r） ＝ x１ x２ － r ln g（x） ，

试用内点法求解此问题 ，并说明内点法产生的序列趋向点 珔x ．

５ ．用乘子法求解下列问题 ：

　 　 （１） min 　 x２１ ＋ x２２
s ．t ．　 x１ ≥ １ ；

（２） min 　 x１ ＋ １
３
（x２ ＋ １）

２

s ．t ．　 x１ ≥ ０ ，

　 　 　 　 x２ ≥ １ ．
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第 14章 　二 次 规 划

二次规划是非线性规划中一种特殊情形 ，它的目标函数是二次实函数 ，约束是线性

的 ．由于二次规划比较简单 ，便于求解 ，且一些非线性规划可以转化为求解一系列二次规

划问题 ，因此二次规划算法较早引起人们的重视 ，成为求解非线性规划的一个重要途径 ．

二次规划的算法较多 ，本章介绍其中几个典型的方法 ，它们是 Lagrange方法 ，起作用集方

法 ，Lemke方法和路径跟踪法 ．

14 ．1 　 Lagrange方法
本节介绍等式约束二次规划问题的一种求解方法 ——— Lagrange方法 ．

考虑二次规划问题

min 　 １
２
xT Hx ＋ cT x

s ．t ．　 Ax ＝ b ， （１４ ．１ ．１）

其中 H是 n阶对称矩阵 ，A是 m × n矩阵 ，A的秩为 m ，x ∈ Rn
，b是 m维列向量 ．

问题（１４ ．１ ．１）可用消元法 ，Lagrange乘子法等多种方法求解 ．下面推导用 Lagrange
乘子法求解此类问题的公式 ．

首先定义 Lagrange函数
L（x ，λ） ＝

１
２
xT Hx ＋ cT x － λ

T
（Ax － b） ， （１４ ．１ ．２）

令

Δ xL （x ，λ） ＝ 0 ，　 ΔλL （x ，λ） ＝ 0 ，

得到方程组

Hx ＋ c － AT λ ＝ 0 ，

－ Ax ＋ b ＝ 0 ，

将此方程组写成

H － AT

－ A 0
x
λ

＝
－ c
－ b ， （１４ ．１ ．３）

系数矩阵

H － AT

－ A 0



称为 Lagrange矩阵 ．

设上述 Lagrange矩阵可逆 ，则可表示为

H － AT

－ A 0

－１

＝
Q － RT

－ R S ，

由式

H － AT

－ A 0
Q － RT

－ R S ＝ Im＋ n

推得

HQ ＋ AT R ＝ In ，

－ HRT － AT S ＝ 0n× m ，

－ AQ ＝ 0m× n ，

ART ＝ Im ．

假设逆矩阵 H－ １存在 ，由上述关系得到矩阵 Q ，R ，S的表达式
Q ＝ H－１

－ H－１ AT （AH－１ AT ）－１ AH－１
， （１４ ．１ ．４）

R ＝ （AH－１ AT ）－１ AH－１
， （１４ ．１ ．５）

S ＝ － （AH－１ AT ）－１
． （１４ ．１ ．６）

由（１４ ．１ ．３）式等号两端乘以 Lagrange矩阵的逆 ，则得到问题的解

珔x ＝ － Qc ＋ RT b ， （１４ ．１ ．７）

珔λ ＝ Rc － Sb ． （１４ ．１ ．８）

　 　下面给出 珔x和 珔λ的另一种表达式 ．

设 x（k）是（１４ ．１ ．１）式的任一可行解 ，即 x（k）满足 Ax （k）
＝ b ．在此点目标函数的梯度

gk ＝ Δ f （x（k） ） ＝ Hx（k）
＋ c ，

利用 x（k）和 gk ，可将（１４ ．１ ．７）式和（１４ ．１ ．８）式改写成

珔x ＝ x（k） － Qgk ， （１４ ．１ ．９）

珔λ ＝ Rgk ． （１４ ．１ ．１０）

　 　关于 Lagrange方法的详细分析参见文献［１８］ ．

例 14 ．1 ．1 　用 Lagrange方法求解下列问题 ：

min x２１ ＋ ２ x２２ ＋ x２３ － ２ x１ x２ ＋ x３
s ．t ． x１ ＋ x２ ＋ x３ ＝ ４ ，

２ x１ － x２ ＋ x３ ＝ ２ ．

　 　解 　易知

H ＝

２ － ２ ０

－ ２ ４ ０

０ ０ ２

，　 c ＝

０

０

１

，　 A ＝
１ 　 １ １

２ － １ １
，　 b ＝

４

２
，
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H的逆矩阵为

H－１
＝

１
１
２

０

１
２

１
２

０

０ ０
１
２

．

由公式（１４ ．１ ．４）式至（１４ ．１ ．６）式算得

Q ＝
４
１１

１
２

１
４

－
３
４

１
４

１
８

－
３
８

－
３
４

－
３
８

９
８

，

R ＝
４
１１

３
４

７
４

１
４

３
４

－ １
１
４

，　 S ＝ －
４
１１

３ －
５
２

－
５
２

３

，

把 Q ，R代入（１４ ．１ ．７）式 ，得到问题的最优解

珔x ＝

x１
x２
x３

＝

２１
１１

４３
２２

３
２２

．

14 ．2 　起作用集方法
14 ．2 ．1 　起作用集方法的分析推导
　 　考虑具有不等式约束的二次规划问题

min 　 f （x）
def １

２
xT Hx ＋ cT x

s ．t ．　 Ax ≥ b ， （１４ ．２ ．１）

其中 H是 n阶对称正定矩阵 ，c是 n维列向量 ，A是 m × n矩阵 ，A的秩为 m ，b是 m 维列
向量 ，x ∈ Rn

．

由于不等式约束的出现 ，问题（１４ ．２ ．１）不能直接使用消元法和 Lagrange方法求解 ．
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解决这个问题的策略之一 ，是用起作用集方法将它转化为求解等式约束问题 ．

运用起作用集方法 ，在每次迭代中 ，以已知的可行点为起点 ，把在该点起作用约束作

为等式约束 ，在此约束下极小化目标函数 f （x） ，而其余的约束暂且不管 ．求得新的比较好

的可行点后 ，再重复以上做法 ．下面加以具体分析 ．

设在第 k次迭代中 ，已知可行点 x（k） ，在该点起作用约束指标集用 I（k）表示 ．这时需要

求解等式约束问题

min 　 f （x）
s ．t ．　 aix ＝ bi ，　 i ∈ I（k） ， （１４ ．２ ．２）

其中 ai 是矩阵 A的第 i行 ．也是在 x（k）处起作用约束函数的梯度 ．

为方便起见 ，现将坐标原点移至 x（k） ，令

δ ＝ x － x（k） ，

则

f （x） ＝
１
２
（δ ＋ x（k） ）T H（δ ＋ x（k） ） ＋ cT （δ ＋ x（k） ）

＝
１
２

δ
T Hδ ＋ δ

T Hx（k）
＋

１
２
x（k） T Hx（k）

＋ cT δ ＋ cT x（k）

＝
１
２

δ
T Hδ ＋ Δ f （x（k） ）T δ ＋ f （x（k） ） ， （１４ ．２ ．３）

于是问题（１４ ．２ ．２）转化成求校正量δ
（k）的问题

min 　 １
２

δ
T Hδ ＋ Δ f （x（k） ）T δ

s ．t ．　 ai
δ ＝ ０ ，　 i ∈ I（k） ． （１４ ．２ ．４）

　 　解二次规划（１４ ．２ ．４） ，求出最优解δ
（k）

，然后区别不同情形 ，决定下面应采取的步骤 ．

如果 x（k） ＋ δ
（k）是可行点 ，且δ

（k）
≠ 0 ，则在第 k ＋ １次迭代中 ，已知点取作

x（k＋ １） ＝ x（k） ＋ δ
（k）

．

　 　如果 x（k） ＋ δ
（k）不是可行点 ，则令方向

d（k） ＝ δ
（k）

，

并沿 d（k）搜索 ．令

x ＝ x（k） ＋ αd（k）
．

现在分析怎样确定沿 d（k）方向的步长 αk ．根据保持可行性的要求 ，αk 的取值应使得对于每

个 i 臭 I（k）成立
ai
（x（k） ＋ αkd（k）

） ≥ bi ． （１４ ．２ ．５）

由于 x（k）是可行点 ，aix（k）
≥ bi ，因此由上式可知 ，当 aid（k）

≥ ０ 时 ，对于任意的非负数 αk ，

（１４ ．２ ．５）式总成立 ；当 aid（k）
＜ ０时 ，只要取正数

814 第 １４章 　二次规划



αk ≤ min bi － aix（k）

aid（k） i 臭 I（k） ，aid（k）
＜ ０ ，

对于每个 i 臭 I（k） ，（１４ ．２ ．５）式成立 ．

记

α^k ＝ min bi － aix（k）

aid（k） i 臭 I（k） ，aid（k）
＜ ０ ．

　 　由于δ
（k）是问题（１４ ．２ ．４）的最优解 ，为在第 k次迭代中得到较好可行点 ，应取

αk ＝ min｛１ ，α^k｝ ， （１４ ．２ ．６）

并令

x（k＋ １） ＝ x（k） ＋ αkd（k）
．

如果

αk ＝
bp － ap x（k）

ap d（k） ＜ １ ， （１４ ．２ ．７）

则在点 x（k ＋ １）
，有

ap x（k＋ １）
＝ ap

（x（k） ＋ αkd（k）
） ＝ bp ．

因此 ，在 x（k ＋ １）处 ，ap x ≥ bp 为起作用约束 ．这时 ，把指标 p加入 I（k） ，得到在 x（k ＋ １）处的起作

用约束指标集 I（k ＋ １）
．

如果δ
（k）

＝ 0 ，则 x（k）是问题（１４ ．２ ．２）的最优解 ．这时应判断 x（k）是否为问题（１４ ．２ ．１）

的最优解 ．为此 ，需用（１４ ．１ ．１０）式计算起作用约束的乘子 λ
（k）
i （i ∈ I（k） ） ．如果这些λ

（k）
i ≥ ０ ，

则点 x（k）是问题（１４ ．２ ．１）的 K唱T 点 ．由于（１４ ．２ ．１）式为凸规划 ，因此 x（k）是最优解 ．如果

存在 q ∈ I（k） ，使得 λ
（k）
q ＜ ０ ，则 x（k）不可能是最优解 ．可以验证 ，当 λ

（k）
q ＜ ０时 ，在 x（k）处存在

可行下降方向 ．比如 ，设 A（k）是起作用约束系数矩阵 ，且 A（k）满秩 ，令方向

d ＝ A（k） T
（A（k）A（k） T

）
－１ eq ，

eq 是单位向量 ，对应下标 q的分量为 １ ，则有

dT Δ f （x（k） ） ＝ eTq （A（k） A（k） T
）
－１ A（k） A（k） T

λ
（k）

＝ λ
（k）
q ＜ ０ ，

因此 d是在 x（k）处的下降方向 ．容易验证 d也是可行方向 ．

当 λ
（k）
q ＜ ０时 ，把下标 q从 I（k）中删除 ．如果有几个乘子同时为负数 ，令

λ
（k）
q ＝ min｛λ（k）i | i ∈ I（k） ｝ ，

将对应 λ
（k）
q 的约束从起作用约束集中去掉 ，再解问题（１４ ．２ ．４） ．

14 ．2 ．2 　起作用集方法计算步骤
计算步骤如下 ：

（１）给定初始可行点 x（１） ，相应的起作用约束指标集为 I（１） ，置 k ＝ １ ．

（２）求解问题（１４ ．２ ．４） ，设其最优解为δ
（k）

．若δ
（k）

＝ 0 ，则进行步骤（５） ；否则 ，进行步
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骤（３） ．

（３）令 d（k） ＝ δ
（k）

，由（１４ ．２ ．６）式确定 αk ，令

x（k＋ １） ＝ x（k） ＋ αkd（k）
，

计算Δ f （x（k ＋ １）
） ．

（４）若 αk ＜ １ ，则置 I（k ＋ １）
＝ I（k） ∪ ｛ p｝ ，k ∶＝ k＋ １ ，返回步骤（２） ；若 αk ＝ １ ，记点 x（k ＋ １）处

起作用约束指标集为 I（k ＋ １）
，置 k ∶＝ k ＋ １ ，进行步骤（５） ．

（５）用（１４ ．１ ．１０）式计算对应起作用约束的 Lagrange乘子λ
（k）

，设

λ
（k）
q ＝ min｛λ（k）i | i ∈ I（k） ｝ ，

若 λ
（k）
q ≥ ０ ，则停止计算 ，得到最优解 x（k） ；否则 ，从 I（k）中删除 q ，返回步骤（２） ．

例 14 ．2 ．1 　用起作用集方法求解下列二次规划问题 ：

min f （x）
def

x２１ － x１ x２ ＋ ２ x２２ － x１ － １０ x２
s ．t ． － ３ x１ － ２ x２ ≥ － ６ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

　 　解 　目标函数 f （x）写成

f （x） ＝
１
２
（x１ ，x２ ） ２ － １

－ １ ４

x１
x２

＋ （－ １ ， － １０）
x１
x２

，

由此可知

H ＝
２ － １

－ １ ４
，　 c ＝

－ １

－ １０
．

　 　取初始可行点 x（１） ＝ （０ ，０）
T
，在点 x（１） ，起作用约束指标集 I（１） ＝ ｛２ ，３｝ ．求解相应的

问题（１４ ．２ ．４） ，即

min 　 δ
２
１ － δ１ δ２ ＋ ２δ

２
２ － δ１ － １０δ２

s ．t ．　 δ１ ＝ ０ ，

δ２ ＝ ０ ，

得解δ
（１）

＝ （０ ，０）
T
．因此 x（１）是相应问题（１４ ．２ ．２）的最优解 ．为判断 x（１）是否为本例最优

解 ，需要计算 Lagrange乘子 ．由 I（１） ＝ ｛２ ，３｝知

A ＝
１ ０

０ １
，　 b ＝

０

０
．

利用（１４ ．１ ．１０）式 ，算得乘子 λ
（１）
２ ＝ － １ ，λ

（１）
３ ＝ － １０由此知 x（１）不是问题的最优解 ．

将 λ
（１）
３ 对应的约束 ，即原来问题的第 ３个约束 ，从起作用约束集中去掉 ，置 I（１） ＝ ｛２｝ ，

再解相应问题（１４ ．２ ．４） ，即

min δ
２
１ － δ１ δ２ ＋ ２δ

２
２ － δ１ － １０δ２

s ．t ． δ１ ＝ ０ ，
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得解δ
（１）

＝ ０ ，
５
２

T
．

由于δ
（１）

≠ 0 ，需要计算 α１ ．由（１４ ．２ ．６）式 ，有

α１ ＝ min １ ，
６
５

＝ １ ．

令

x（２） ＝ x（１） ＋ α１ δ
（１）

＝
０

０
＋ １ ·

０

５
２

＝

０

５
２

，

算出Δ f （x（２） ） ＝ －
７
２

，０
T
．

由于 α１ ＝ １ ，置 I（２） ＝ ｛２｝ ，在点 x（２）处 ，计算相应的 Lagrange乘子 ．此时

A ＝ （１ ，０） ，　 b ＝ ０ ．

由（１４ ．１ ．１０）式算得

λ
（２）
２ ＝ －

７
２

，

因此 x（２）不是问题的最优解 ．

将指标 ２从 I（２）中删除 ，于是 I（２） ＝ 矱 ，再解相应的问题（１４ ．２ ．４） ，即

min 　 δ
２
１ － δ１ δ２ ＋ ２δ

２
２ －

７
２
δ１ ，

得解δ
（２）

＝ ２ ，
１
２

T
．

由于δ
（２）

≠ 0 ，需要计算 α２ ．由（１４ ．２ ．６）式 ，有

α２ ＝ min １ ，
１
７

＝
１
７

．

令

x（３） ＝ x（２） ＋ α２ δ
（２）

＝

０

５
２

＋
１
７

２

１
２

＝

２
７

１８
７

，

算出Δ f （x（３） ） ＝ （ － ３ ，０）
T
．

在点 x（３） ，第 １个约束是起作用约束 ，这时有 I（３） ＝ ｛１｝ ，解相应的问题（１４ ．２ ．４） ，即

min δ
２
１ － δ１ δ２ ＋ ２δ

２
２ － ３δ１

s ．t ． － ３δ１ － ２δ２ ＝ ０ ，
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得解δ
（３）

＝
３
１４

， －
９
２８

T
．计算 α３ ：

α３ ＝ min｛１ ，８｝ ＝ １ ．

令

x（４） ＝ x（３） ＋ α３ δ
（３）

＝

２
７

１８
７

＋ １ ·

３
１４

－
９
２８

＝

１
２

９
４

，

计算出Δ f （x（４） ） ＝ －
９
４

， －
３
２

T
．

在点 x（４） ，I（４） ＝ ｛１｝ ，用（１４ ．１ ．１０）式计算相应的 Lagrange乘子 ，得到 λ
（４）
１ ＝

３
４

，因此 ，

点 x（４） ＝ １
２

，
９
４

T
是所求的最优解 ．

14 ．3 　 Lemke方 法
14 ．3 ．1 　 Lemke方法的基本思想
　 　 Lemke方法是求解二次规划的又一种方法 ，它的基本思想是 ，把线性规划的单纯形

方法加以适当修改 ，再用来求二次规划的 K唱T 点 ．最早出现的这种方法 ，大概是 Dantzig唱
Wolfe方法 ，这里不加介绍 ，可参见文献［１８］ ．

现在考虑二次规划问题

min 　 f （x）
def １

２
xT Hx ＋ cT x

s ．t ． Ax ≥ b ，
x ≥ 0 ，

（１４ ．３ ．１）

　

其中 H是 n阶对称矩阵 ，c是 n维列向量 ，A是 m × n矩阵 ，A的秩为 m ，b是 m维列向量 ．

引入乘子 y和 u ，定义 Lagrange函数
L（x ，y ，u） ＝

１
２
xT Hx ＋ cT x － yT （Ax － b） － uT x ， （１４ ．３ ．２）

再引入松弛变量瓫 ≥ 0 ，使

Ax － 瓫 ＝ b ． （１４ ．３ ．３）

这样 ，根据（７ ．２ ．４９）式 ，可将问题（１４ ．３ ．１）的 K唱T 条件写成
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u － Hx ＋ AT y ＝ c ，
瓫 － Ax ＝ － b ，

uT x ＝ ０ ，

瓫
T y ＝ ０ ，

u ，瓫 ，x ，y ≥ 0 ．

（１４ ．３ ．４）

记

w ＝
u
瓫

，　 z ＝
x
y ，　 M ＝

H － AT

A 0 ，　 q ＝
c

－ b ．

于是 ，（１４ ．３ ．４）式可写成下列形式 ：

w － Mz ＝ q ，
w ，z ≥ 0 ，

（１４ ．３ ．５）

wT z ＝ ０ ， （１４ ．３ ．６）

其中 w ，q ，z均为 m ＋ n维列向量 ，M则是 m ＋ n阶矩阵 ．（１４ ．３ ．５）式和（１４ ．３ ．６）式称为

线性互补问题 ，它的每一个解（w ， z）具有这样的特征 ：解的 ２（m ＋ n）个分量中 ，至少有

m ＋ n个取零值 ，而且其中每对变量（wi ， z i ）中至少有一个为零 ，其余分量均是非负数 ．下

面研究怎样求出线性互补问题的解 ．

定义 14 ．3 ．1 　 设 （w ， z）是 （１４ ．３ ．５）式的一个基本可行解 ，且每个互补变量对

（wi ， z i ）中有一个变量是基变量 ，则称（w ，z）是互补基本可行解 ．

这样 ，求二次规划 K唱T 点的问题就转化为求互补基本可行解 ．现在介绍求互补基本

可行解的 Lemke方法 ．分两种情形讨论 ：

（１）如果 q≥ 0 ，则（w ，z）＝ （q ，0）就是一个互补基本可行解 ．

（２）如果不满足 q≥ ０ ，则引入人工变量 z０ ，令

w － Mz － ez ０ ＝ q ， （１４ ．３ ．７）

w ，z ≥ 0 ，　 z０ ≥ ０ ， （１４ ．３ ．８）

wT z ＝ ０ ， （１４ ．３ ．９）

其中 e＝ （１ ， ⋯ ，１）
T 是分量全为 １的 m ＋ n维列向量 ．

在求解（１４ ．３ ．７）式至（１４ ．３ ．９）式之前 ，先引入准互补基本可行解的概念 ．

定义 14 ．3 ．2 　设（w ，z ， z０ ）是（１４ ．３ ．７）式 ，（１４ ．３ ．８）式和（１４ ．３ ．９）式的一个可行解 ，

并满足下列条件 ，则称（w ，z ， z０ ）为准互补基本可行解 ．

（１） （w ，z ， z０ ）是（１４ ．３ ．７）式和（１４ ．３ ．８）式的一个基本可行解 ；

（２）对某个 s ∈ ｛１ ， ⋯ ，m ＋ n｝ ，ws 和 z s 都不是基变量 ；

（３） z０ 是基变量 ，每个互补变量对（wi ，z i ）（i ＝ １ ， ⋯ ，m ＋ n ， i ≠ s）中 ，恰有一个变量

是基变量 ．

下面用主元消去法求准互补基本可行解 ．
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首先 ，令

z０ ＝ max｛ － qi | i ＝ １ ， ⋯ ，m ＋ n｝ ＝ － qs ，

z ＝ 0 ，　 w ＝ q ＋ ez ０ ＝ q － eqs ，

则（w ，z ，z０ ）是一个准互补基本可行解 ，其中 wi （i ≠ s）和 z０ 是基变量 ，其余变量为非基变

量 ．以此解为起始解 ，用主元消去法求新的准互补基本可行解 ，力图用这种方法迫使 z０ 变
为非基变量 ．为保持可行性 ，选择主元时要遵守两条规则 ：

（１）若 wi （或 z i ）离基 ，则 z i （或 wi ）进基 ；

（２）按照单纯形方法中的最小比值规则确定离基变量 ．

这样就能实现从一个准互补基本可行解到另一个准互补基本可行解的转换 ，直至得

到互补基本可行解 ，即 z０ 变为非基变量 ，或者得出由（１４ ．３ ．７）式 ，（１４ ．３ ．８）式和（１４ ．３ ．９）

式所定义的可行域无界的结论 ．

14 ．3 ．2 　 Lemke方法的计算步骤
计算步骤如下 ：

（１）若 q≥ 0 ，则停止计算 ，（w ，z）＝ （q ，0）是互补基本可行解 ；否则 ，用表格形式表示

方程组（１４ ．３ ．７） ，设

－ qs ＝ max｛ － qi | i ＝ １ ， ⋯ ，m ＋ n｝ ，

取 s行为主行 ，z０ 对应的列为主列 ，进行主元消去 ，令 ys ＝ zs ．
（２）设在现行表中变量 ys 下面的列为 ds ．若 ds ≤ 0 ，则停止计算 ，得到（１４ ．３ ．７）式和

（１４ ．３ ．８）式的可行域的极方向 ；否则 ，按最小比值规则确定指标 r ，使
珔qr

drs
＝ min 珔qi

dis
d is ＞ ０ ．

如果 r行的基变量是 z ０ ，则转步骤（４） ；否则 ，进行步骤（３） ．

（３）设 r行的基变量为 w l 或 z l （对于某个 l ≠ s） ，变量 ys 进基 ，以 r行为主行 ，ys 对应

的列为主列 ，进行主元消去 ．如果离基变量是 wl ，则令 ys ＝ z l ；如果离基变量是 z l ，则令

ys ＝ wl ．转步骤（２） ．

（４）变量 ys 进基 ，z０ 离基 ．以 r行为主行 ，ys 对应的列为主列 ，进行主元消去 ．得到互

补基本可行解 ，停止计算 ．

例 14 ．3 ．1 　用 Lemke方法求解例 １４ ．２ ．１ ：

min 　 x２１ － x１ x２ ＋ ２ x２２ － x１ － １０ x２
s ．t ．　 － ３ x１ － ２ x２ ≥ － ６ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

　 　解 　在此例中 ，有
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H ＝
２ － １

－ １ ４
，　 c ＝

－ １

－ １０
，　 A ＝ ［－ ３ ， － ２］ ，　 b ＝ － ６ ，

M ＝
H － AT

A ０
＝

２ － １ ３

－ １ ４ ２

－ ３ － ２ ０

，　 q ＝
c

－ b ＝

－ １

－ １０

６

．

线性互补问题为

w１ 　 　 　 　 － ２ z１ ＋ z２ － ３ z３ ＝ － １ ，

　 　 w２ ＋ 　 　 z１ － ４ z２ － ２ z３ ＝ － １０ ，

　 　 　 　 w３ ＋ ３ z１ ＋ ２ z２ 　 　 　 ＝ ６ ，

wi ≥ ０ ，z i ≥ ０ ，　 i ＝ １ ，２ ，３ ，

wi z i ＝ ０ ，　 i ＝ １ ，２ ，３ ．

引入人工变量 z０ ，建立下表 ：

w１  w２ 揶w３ �z１ sz２ Dz３  z０ 骀q
w１ 父１ 痧０ 亮０ 拻－ ２ 拻　 １ c－ ３ 4－ １  － １ 铑
w２ 父０ 痧１ 亮０ 拻　 １ 拻－ ４ c－ ２ 4－ １ － １０ 铑
w３ 父０ 痧０ 亮１ 拻　 ３ 拻　 ２ c　 ０ 4－ １  　 ６ 铑

qs ＝ － １０ ，主元 d２７ ＝ － １ ，已用圈号表示 ，经主元消去 ，得到

w１  w２ 揶w３ �z１ sz２ Dz３  z０ 骀珔q
w１ 父１ 痧－ １ 痧０ 拻－ ３ 拻５ － １ 4０ 种９ 揪
z０ 父０ 痧－ １ 痧０ 拻－ １ 拻４ 4　 ２ 4１ 种１０ 揪
w３ 父０ 痧－ １ 痧１ 拻　 ２ 拻６ 4　 ２ 4０ 种１６ 揪

ys ＝ z２ ，r ＝ １ ，主元 d１５ ＝ ５ ，经主元消去 ，得到

w１  w２ 滗w３ 档z１ yz２ Jz３  z０ 祆珔q

z２ 揪　
１ %
５

－
１ 鲻
５

０ 槝－
３ 槝
５

１ :－
１ :
５

０ 苘９ �
５

z０ 揪－
４ %
５

－
１ 鲻
５

０ 槝　
７ 槝
５

０ :　
１４ Q
５

１ 苘１４ 哪
５

w３ 揪
－

６ %
５

　
１ 鲻
５

１ 槝　
２８ �
５

０ :　
１６ Q
５

０ 苘２６ 哪
５

ys ＝ z１ ，r ＝ ３ ，主元 d３４ ＝ ２８
５

，经主元消去 ，得到
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w１  w２ 滗w３ 档z１ yz２ Jz３  z０ 祆珔q

z２ 揪　
１ %
１４

－
５ 鲻
２８

　
３ 乔
２８

０ i１ :１  
７

０ 苘３３ 哪
１４

z０ 揪－
１ %
２

－
１ 鲻
４

－
１ 乔
４

０ i０ :２ １ 苘３ �
２

z１ 揪－
３ %
１４

　
１ 鲻
２８

　
５ 乔
２８

１ i０ :４  
７

０ 苘１３ 哪
１４

ys ＝ z３ ，r ＝ ２ ，主元 d２６ ＝ ２ ，经主元消去 ，得到下表 ：

w１  w２ 滗w３ 档z１ yz２ Jz３  z０ 祆珔q
z２ 揪　

３ %
２８

－
９ 鲻
５６

　
７ 乔
５６

０ i１ :０  －
１  
１４

９ �
４

z３ 揪－
１ %
４

－
１ 鲻
８

－
１ 乔
８

０ i０ :１  　
１  
２

３ �
４

z１ 揪－
１ %
１４

　
３ 鲻
２８

　
１ 乔
４

１ i０ :０  －
２  
７

１ �
２

　 　由于 z０ ＝ ０ ，得到互补基本可行解

（w１ ，w２ ，w３ ，z１ ，z２ ，z３ ） ＝ ０ ，０ ，０ ，
１
２

，
９
４

，
３
４

，

因此得到 K唱T 点
（x１ ，x２ ） ＝

１
２

，
９
４

．

由于此例是凸规划 ，因此 K唱T 点也是最优解 ．

14 ．4 　路径跟踪法
14 ．4 ．1 　松弛 KKT条件
　 　考虑二次规划

min 　 f （x）
def １

２
xT Hx ＋ cT x

s ．t ．　 Ax ≥ b ，
（１４ ．４ ．１）

其中 H是 n阶对称正定矩阵 ，A是 m × n矩阵 ，b是 m维列向量 ．根据假设 ，（１４ ．４ ．１）式是

凸二次规划 ，x为最优解的充分必要条件是存在 Lagrange乘子 y ＝ （y１ ，y２ ，⋯ ，ym ）
T
，使

KKT 条件成立 ，即

Hx ＋ c － AT y ＝ 0 ，

Ax － b ≥ 0 ，

（Ax － b）iy i ＝ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ，

y ≥ 0 ，

（１４ ．４ ．２）
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其中（Ax － b）i 是 Ax － b的第 i个分量 ．如果记作 Ax － b － w＝ 0 ，w＝ （w１ ，⋯ ，wm ）
T
≥ 0 ，可

将条件（１４ ．４ ．２）写作

Hx － AT y ＋ c ＝ 0 ，

Ax － w － b ＝ 0 ，

yiw i ＝ ０ ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ，

y ，w ≥ 0 ．

现将条件 yiw i ＝ ０（i ＝ １ ，⋯ ，m）改为 YWe ＝ μe ，得到松弛 KKT 条件
Hx － AT y ＋ c ＝ 0 ，

Ax － w － b ＝ 0 ，

YWe ＝ μe ，

y ，w ≥ 0 ，

（１４ ．４ ．３）

其中Y ＝ diag（y１ ，y２ ，⋯ ，ym ） ，W ＝ diag（w１ ，w２ ，⋯ ，wm ） ，e＝ （１ ，１ ，⋯ ，１）
T
．对于每个实数

μ＞ ０ ，（１４ ．４ ．３）式存在惟一解 x（μ） ，y（μ） ，w（μ） ，称集合 x（μ） ，y（μ） ，w（μ） ｜μ＞ ０ 为中

心路径 ．

14 ．4 ．2 　求解方法
下面介绍怎样用迭代法求最优解 ．先任取一点（x ，y ，w） ，其中 y ＞ 0 ，w ＞ 0 ．再求方向

（Δ x ，Δ y ，Δw） ，使（x＋ Δ x ，y ＋ Δ y ，w＋ Δw）满足条件（１４ ．４ ．３） ，即满足

H（x ＋ Δ x） － AT （y ＋ Δ y） ＋ c ＝ 0 ，

A（x ＋ Δ x） － （w ＋ Δw） － b ＝ 0 ，

（Y ＋ ΔY）（W ＋ ΔW）e ＝ μe ，

其中 ΔY ＝ diag（Δ y１ ，Δ y２ ，⋯ ，Δ ym ） ，ΔW ＝ diag（Δ w１ ，Δ w２ ，⋯ ，Δwm ） ．经整理 ，忽略增量的

二次项 ，得到

－ HΔ x ＋ AT Δ y ＝ c ＋ Hx － AT y ， （１４ ．４ ．４）

AΔ x － Δw ＝ b － Ax ＋ w ， （１４ ．４ ．５）

WΔ y ＋ YΔw ＝ μe － YWe ． （１４ ．４ ．６）

由（１４ ．４ ．６）式可知

Δw ＝ Y －１
（μe － YWe － WΔ y） ， （１４ ．４ ．７）

代入（１４ ．４ ．５）式 ，用矩阵形式 ，则有

－ H AT

A Y －１W
Δ x
Δ y ＝

c ＋ Hx － AT y
b － Ax ＋ μY －１ e ． （１４ ．４ ．８）

解（１４ ．４ ．８）式和（１４ ．４ ．７）式 ，求出搜索方向（Δ x ，Δ y ，Δw） ，再作一维搜索 ，求得新的内点

解 ．对于凸二次规划 ，计算步骤如下（参见 ６ ．３节） ：

（１）取初始点（x（１） ，y（１） ，w（１）
） ，其中 y（１） ＞ 0 ，w（１）

＞ 0 ，取小于 １且接近 １的正数 p和
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０ ＜ δ＜ １ ．

（２）计算下式（初始 k ＝ １） ：

ρ ＝ b － Ax（k）
＋ w（k）

，　 σ ＝ c ＋ Hx（k）
－ AT y（k） ，

γ ＝ y（k） T w（k）
，　 μ ＝ δ

γ
m ．

　 　 （３）解方程

－ H AT

A Y －１W
Δ x
Δ y ＝

c ＋ Hx（k）
－ AT y（k）

b － Ax（k）
＋ μY －１ e

及

Δw ＝ Y －１
（μe － YWe － WΔ y） ，

求得搜索方向（Δ x（k） ，Δ y（k） ，Δw（k）
） ．

（４）求沿方向（Δ x（k） ，Δ y（k） ，Δw（k）
）搜索的步长参数 λ ：

λ ＝ min p max
i ，j

－
Δ y（k）i

y（k）
i

，－
Δw（k）

j

w（k）
j

－１

，１ ．

　 　 （５）令

x（k＋ １） ＝ x（k） ＋ λΔ x（k） ，　 y（k＋ １） ＝ y（k） ＋ λΔ y（k） ，　 w（k＋ １）
＝ w（k）

＋ λΔw（k）
．

用 k ＋ １取代 k ，继续按上述步骤迭代 ．当 ‖ ρ ‖ １ ，‖ σ ‖ １ 和 γ足够小时停止计算 ，得到满

足精度要求的最优解 ．

关于算法的收敛性分析 ，可参见文献［１６］ ．

例 14 ．4 ．1 　给定二次规划
min 　 x２１ ＋ x２２ － ２ x１ ＋ ２ x２ ＋ ２

s ．t ． － x１ ＋ x２ ≥ － １ ，

　 　 　 x２ ≥ － ２ ，

取初始点 x（１） ＝
－ １

　 １
，y（１） ＝

１

１
，w（１）

＝
１

１
，令 δ＝ ０ ．１ ，p ＝ ０ ．９ ．试用路径跟踪法迭代

２次 ．

解 　第 １次迭代 ．根据已知条件 ，有

H ＝
２ ０

０ ２
，　 c ＝

－ ２

２
，　 A ＝

－ １ １

０ １
，　 b ＝

－ １

－ ２
，　 m ＝ ２ ．

经计算得到

ρ ＝ b － Ax（１）
＋ w（１）

＝
－ １

－ ２
－

－ １ １

０ １

－ １

１
＋

１

１
＝

－ ２

－ ２
，

σ ＝ c ＋ Hx（１）
－ AT y（１） ＝

－ ２

２
＋

２ ０

０ ２

－ １

１
－

－ １ ０

１ １

１

１
＝

－ ３

２
，
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γ ＝ y（１） T w（１）
＝ （１ ，１）

１

１
＝ ２ ，　 μ ＝ δ

γ
m ＝ ０ ．１ ×

２
２

＝ ０ ．１ ．

　 　解方程

－ H AT

A Y －１W
Δ x
Δ y

＝
c ＋ Hx（１）

－ AT y（１）

b － Ax（１）
＋ μY －１ e

和

Δw ＝ Y －１
（μe － YWe － WΔ y） ，

经计算 ，即

－ ２ ０ － １ ０

０ － ２ １ １

－ １ １ １ ０

０ １ ０ １

Δ x１
Δ x２
Δ y１
Δ y２

＝

－ ３

　 ２

－ ２ ．９

－ ２ ．９

及

Δ w１

Δ w２

＝
－ ０ ．９

－ ０ ．９
－

Δ y１
Δ y２

．

解得 Δ x（１）
１ ＝ １ ．４４ ，Δ x（１）

２ ＝ － １ ．５９ ，Δ y（１）
１ ＝ ０ ．１３ ，Δ y（１）

２ ＝ － １ ．３１ ，Δ w（１）
１ ＝ － １ ．０３ ，Δ w（１）

２ ＝

０ ．４１ ．于是有

λ ＝ min ０ ．９ max －
Δ y（１）

１

y（１）
１

，－
Δ y（１）

２

y（１）
２

，－
Δ w（１）

１

w（１）
１

，－
Δw（１）

２

w（１）
２

－１

，１

＝ ０ ．６９ ，

x（２） ＝ x（１） ＋ λΔ x（１） ＝
－ １

１
＋ ０ ．６９

１ ．４４

－ １ ．５９
＝

－ ０ ．０１

－ ０ ．１
，

y（２） ＝ y（１） ＋ λΔ y（１） ＝
１

１
＋ ０ ．６９

０ ．１３

－ １ ．３１
＝

１ ．０９

０ ．１
，

w（２）
＝ w（１）

＋ λΔw（１）
＝

１

１
＋ ０ ．６９

－ １ ．０３

０ ．４１
＝

０ ．２９

１ ．２８
．

　 　第 ２次迭代 ．

ρ ＝ b － Ax（２）
＋ w（２）

＝
－ １

－ ２
－

－ １ １

０ １

－ ０ ．０１

－ ０ ．１
＋

０ ．２９

１ ．２８
＝

－ ０ ．６２

－ ０ ．６２
，

σ ＝ c ＋ Hx（２）
－ AT y（２） ＝

－ ２

２
＋

２ ０

０ ２

－ ０ ．０１

－ ０ ．１
－

－ １ ０

１ １

１ ．０９

０ ．１
＝

－ ０ ．９３

０ ．６１
，

γ ＝ y（２） T w（２）
＝ （１ ．０９ ，０ ．１）

０ ．２９

１ ．２８
＝ ０ ．４５ ，　 μ ＝ δ

γ
m ＝ ０ ．１ ×

０ ．４５
２

＝ ０ ．０２ ．
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解方程

－ H AT

A Y －１W
Δ x
Δ y

＝
c ＋ Hx（２）

－ AT y（２）

b － Ax（２）
＋ μY －１ e

及

Δw ＝ Y －１
（μe － YWe － WΔ y） ，

经计算 ，即

－ ２ ０ － １ ０

０ － ２ 　 １ １

－ １ １ 　 ０ ．２７ ０

０ １ 　 ０ １２ ．８

Δ x１
Δ x２
Δ y１
Δ y２

＝

－ ０ ．９３

　 ０ ．６１

－ ０ ．８９

－ １ ．７

和

Δ w１

Δ w２

＝

１
１ ．０９

０

０ １０

－ ０ ．３

－ ０ ．１１
－

０ ．２９Δ y１
１ ．２８Δ y２

，

得到 Δ x（２）
１ ＝ ０ ．４３ ，Δ x（２）

２ ＝ － ０ ．４２ ，Δ y（２）
１ ＝ － ０ ．１３ ，Δ y（２）

２ ＝ － ０ ．１０ ，Δ w（２）
１ ＝ － ０ ．２４ ，

Δ w（２）
２ ＝ ０ ．２０ ．

计算步长参数 λ ：

λ ＝ min ０ ．９ max －
Δ y（２）

１

y（２）
１

，－
Δ y（２）

２

y（２）
２

，－
Δ w（２）

１

w（２）
１

，－
Δ w（２）

２

w（２）
２

－１

，１

＝ min ０ ．９ max －
－ ０ ．１３
１ ．０９

，－
－ ０ ．１０
０ ．１

，－
－ ０ ．２４
０ ．２９

，－
０ ．２
１ ．２８

－１

，１

＝ ０ ．９ ，

x（３） ＝ x（２） ＋ λΔ x（２） ＝
－ ０ ．０１

－ ０ ．１
＋ ０ ．９

０ ．４３

－ ０ ．４２
＝

０ ．３８

－ ０ ．４８
，

y（３） ＝ y（２） ＋ λΔ y（２） ＝
１ ．０９

０ ．１
＋ ０ ．９

－ ０ ．１３

－ ０ ．１０
＝

０ ．９７

０ ．０１
，

w（３）
＝ w（２）

＋ λΔw（２）
＝

０ ．２９

１ ．２８
＋ ０ ．９

－ ０ ．２４

０ ．２０
＝

０ ．０７

１ ．４６
．

经 ２次迭代 ，得到近似解 x（３） ＝ （０ ．３８ ，－ ０ ．４８）
T
．

事实上 ，这个问题的最优解 x倡
＝ （０ ．５ ，－ ０ ．５）

T
．
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习 　 　题

１ ．用 Lagrange方法求解下列问题 ：

（１） min 　 ２ x２１ ＋ x２２ ＋ x１ x２ － x１ － x２
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ＝ １ ．

（２） min 　 ３
２

x２１ － x１ x２ ＋ x２２ － x２ x３ ＋ １
２

x２３ ＋ x１ ＋ x２ ＋ x３

s ．t ．　 x１ ＋ ２ x２ ＋ x３ ＝ ４ ．

２ ．用起作用集方法求解下列问题 ：

　 　

（１） min 　 ９ x２１ ＋ ９ x２２ － ３０ x１ － ７２ x２
s ．t ．　 － ２ x１ － x２ ≥ － ４ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ，

取初始可行点 x（１） ＝ （０ ，０）
T
．

　 　

（２） min 　 x２１ － x１ x２ ＋ x２２ － ３ x１
s ．t ．　 － x１ － x２ ≥ － ２ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ，

取初始可行点 x（１） ＝ （０ ，０）
T
．

３ ．用 Lemke方法求解下列问题 ：

（１） min 　 ２ x２１ ＋ x２２ － ２ x１ x２ － ６ x１ － ２ x２
s ．t ．　 － x１ － x２ ≥ － ２ ，

－ ２ x１ ＋ x２ ≥ － ２ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ；

（２） min 　 ２ x２１ ＋ ２ x２２ ＋ x２３ ＋ ２ x１ x２ ＋ ２ x１ x３ － ８ x１ － ６ x２ － ４ x３ ＋ ９

s ．t ．　 － x１ － x２ － x３ ≥ － ３ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．
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倡第 15章 　整数规划简介

数学规划中 ，根据实际问题所建立的数学模型 ，往往遇到这种情形 ，除目标函数和约

束函数是线性函数外 ，还要求决策变量取整数值 ，这类问题称为线性整数规划 ，简称为整

数规划 ．其中 ，如果要求所有变量取整数值 ，则称为纯整数规划 ；如果要求部分变量取整数

值 ，则称为混合整数规划 ；如果要求变量只取 ０或 １ ，则称为 ０唱１规划 ．一般表示为

min 　 cx
s ．t ．　 Ax ＝ b ， （P０ ）

x ≥ 0 ，　 xj 为整数 ，　 橙 j ∈ IN ．

其中 IN 是取整数的变量的下标集 ，A为 m × n矩阵 ，c是 n维行向量 ，b是 m维列向量 ．

整数规划是最优化学科中一个重要分支 ，数学模型类似线性规划 ，只是多了整数性限

制 ．在求解整数规划时 ，容易想到先解相应的线性规划 ，得到最优解后再四舍五入 ，作为整

数规划的最优解 ．其实 ，这种作法一般不可取 ．经四舍五入得到的解不一定是整数规划的

可行解 ；即使是可行解 ，也不一定是整数规划的最优解 ．例如下列整数规划 ：

min 　 － １３ x１ － ３ x２
s ．t ．　 － ８ x１ ＋ １１ x２ ≤ ８２ ，

９ x１ ＋ ２ x２ ≤ ４０ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ，　 x１ ，x２ 取整数值 ．

去掉整数限制后 ，用单纯形方法求得线性规划的最优解（x１ ，x２ ） ＝ （２ ．４ ，９ ．２）
T
，目标函数

最优值 f ＝ － ５８ ．８ ．去掉尾数 ０ ．４和 ０ ．２以后 ，得到的整数点（x１ ，x２ ） ＝ （２ ，９） ，不满足第 １

个约束条件 ，因此不是整数规划的可行点 ，当然不是整数规划的最优解 ．事实上 ，整数规划

存在最优解 ，其最优解就是 x１ ＝ ４ ，x２ ＝ ２ ，目标函数的最优值 f ＝ － ５８ ．因此 ，一般来说 ，不

宜用线性规划最优解的整数部分作为整数规划的最优解 ．整数规划的求解方法 ，需要专门

加以研究 ．下面介绍几种求解方法 ．

15 ．1 　分支定界法

15 ．1 ．1 　方法简介
　 　分支定界法是求解整数规划广泛使用的一种方法 ，计算过程涉及三个基本概念 ．



1 ．松弛

将整数规划（P０ ）去掉整数性约束 ，得到线性规划

min 　 cx
s ．t ．　 Ax ＝ b ， （珚P０ ）

x ≥ 0 ．

称（珚P０ ）为整数规划（P０ ）的松弛问题 ．

整数规划（P０ ）与它的松弛问题（珚P０ ）之间有下列关系 ：

（１）若（珚P０ ）没有可行解 ，则（P０ ）无可行解 ；

（２） （珚P０ ）的最小值给出（P０ ）的最小值的下界 Fl ；

（３）若（珚P０ ）的最优解是（P０ ）的可行解 ，则也是（P０ ）的最优解 ．

2 ．分解

设整数规划问题 （P０ ）的可行集为 S （P０ ） ，子问题 （P１ ） ，⋯ ，（Pk ）的可行集分别为

S（P１ ） ，⋯ ，S（Pk ） ，每个子问题与（P０ ）有相同的目标函数 ，满足条件 ∪
k

i ＝ １

S（P i ） ＝ S（P０ ）及
S（P i ） ∩ S（P j ） ＝ 碬 ，橙 i ≠ j ，则称（P０ ）分解成子问题（P１ ） ，⋯ ，（Pk ）之和 ．

下面给出一种分解方法 ：

设松弛问题（珚P０ ）的最优解不满足（P０ ）中整数性要求 ．任选一个不满足整数性要求的

变量 xj ，设其取值为 珔bj ，用［珔bj ］表示小于 珔bj 的最大整数 ，将约束 xj ≤ ［珔bj ］和 xj ≥ ［珔bj ］ ＋ １

分别置于问题（P０ ）中 ，则将（P０ ）分解成下列两个子问题 ：

min 　 cx
s ．t ．　 Ax ＝ b ， （P１ ）

xj ≤ ［珔bj ］ ，

x ≥ 0 ，　 xj 为整数 ，橙 j ∈ IN
和

min 　 cx
s ．t ．　 Ax ＝ b ， （P２ ）

xj ≥ ［珔bj ］ ＋ １ ，

x ≥ 0 ，　 xj 为整数 ，橙 j ∈ IN ．

3 ．探测

设整数规划（P０ ）已分解成（P１ ） ，⋯ ，（Pk ）之和 ，各自的松弛问题分别记作（珚P１ ） ，⋯ ，
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（珚P k ） ，又知（P０ ）的一个可行解 珔x ，则有下列探测结果（i ≠ ０） ：

（１）若松弛问题（珚P i ）没有可行解 ，则探明相应的子问题（P i ）没有可行解 ，可将（P i ）

删去 ．

（２）若（珚P i ）的最小值不小于 c珔x ，则探明子问题（P i ）没有比 珔x更好的可行解 ，因此可以

删去 ．

（３）若松弛问题（珚P i ）的最优解是（P i ）的可行解 ，则也是（P i ）的最优解 ．因此 ，在以后的

分解或探测中 ，子问题（P i ）不必再考虑 ．若（P i ）的最优值 cx（ i） ＜ c珔x ，则令 c珔x ＝ cx（ i） ，即将

（P i ）的最优值 cx（ i）作为（P０ ）的最优值的一个新的上界 ．

（４）如果各个松弛问题（珚P i ）的最小值均不小于问题（P０ ）最优值的已知上界 ，则整数

规划（P０ ）达到最优解 ．

用分支定界法求解问题（P０ ）时 ，首先要给定一个最优值上界 c珔x ，如果还未求出（P０ ）
的一个可行解 珔x ，可令目标函数值的上界 c珔x ＝ ＋ ∞ ．然后将（P０ ）分解成若干个子问题 ，并

按一定顺序 ，依次用单纯形方法求解各个松弛子问题 ，确定子问题目标函数值的下界 ，根

据计算结果 ，决定现行子问题是否作进一步分解 ，并逐步更新（P０ ）的最优值的上界 ，使之

越来越小 ．这个过程进行到所有需要探测的子问题均已探明 ，给出了（P０ ）的最优解 ，或得

到无界的结论 ．在列出具体步骤之前 ，先约定一些符号 ．令 Fu 为整数规划（P０ ）最优值的
上界 ，S（P０ ） ，S（P i ）（i ≠ ０）同前面规定 ，S（珚P i ）为松弛线性规划（珚P i ）的可行集 ，珔x为 S（P０ ）的
可行解 ，NF为待探测问题（P i ）的下标集 ．

计算步骤 ：

（１）置 NF ＝ ０ ，珚x ＝ 碬 ，Fu ＝ ＋ ∞ ．

（２）选择下标 k ∈ NF ，用单纯形方法解松弛问题（珚P k ） ．设最优解为 x（k） ，最优值为 f k

（ f k 是子问题（Pk ）的最优值的下界） ；如果不存在最优解 ，则置 f k ＝ ＋ ∞ ．

（３）若 f k ＝ ＋ ∞ ，则置 NF ∶＝ NF＼｛k｝ ，转步骤（７） ；否则执行步骤（４） ．

（４）若 f k ≥ Fu ，则置 NF ∶＝ NF＼｛k｝ ，转步骤（７） ；否则执行步骤（５） ．

（５）若 f k ＜ Fu ，x（k） ∈ S（P０ ） ，则置 Fu ＝ f k ，珔x ＝ x（k） ，NF ∶ ＝ NF＼｛k｝ ，转步骤（７） ；否则

执行步骤（６） ．

（６）若 f k ＜ Fu ，x（k） 臭 S （P０ ） ，则将 S （Pk ）分解成二个子集 S （Pk
１
）和 S （Pk

２
） ．置

NF ∶＝ （NF＼｛k｝） ∪ ｛k１ ，k２ ｝ ，转步骤（２） ．

（７）若 NF ≠ 碬 ，则转步骤（２） ．若 NF ＝ 碬 ，则终止 ，珔x为（P０ ）的最优解 ，Fu 为最优值 ，

如果 珔x ＝ 碬 ，则（P０ ）不存在最优解 ．

15 ．1 ．2 　举例
例 15 ．1 ．1 　用分支定界法求解整数规划（P） ：
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min 　 ２ x１ － x２
s ．t ．　 ５ x１ ＋ ４ x２ ≤ ２０ ，

－ ３ x１ ＋ x２ ≤ ３ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ，　 x１ ，x２ 为整数 ．

　 　解 　由于（０ ，０）为可行解 ，知目标函数值一个上界 Fu ＝ ０ ．用单纯形方法解松弛问题

min 　 ２ x１ － x２
s ．t ．　 ５ x１ ＋ ４ x２ ≤ ２０ ，

－ ３ x１ ＋ x２ ≤ ３ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

求得最优解 珚x１ ＝
８
１７

，珚x２ ＝
７５
１７

，最小值 f ＝ －
５９
１７

，由此知整数规划（P）的最优值的一个下界
Fl ＝ －

５９
１７

．因此（P）的最优值 F倡
∈ －

５９
１７

，０ ．由于松弛问题的解不满足整数性要求 ，引进

条件 x１ ≤ ［珚x１ ］和 x１ ≥ ［珚x１ ］＋ １ ，即 x１ ≤ ０及 x１ ≥ １ ，将整数规划（P）分解成 ２个子问题 ，一

个记作（P１ ） ：

min 　 ２ x１ － x２
s ．t ．　 ５ x１ ＋ ４ x２ ≤ ２０ ，

－ ３ x１ ＋ x２ ≤ ３ ，

x１ ≤ ０ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ，　 x１ ，x２ 为整数 ．

另一个记作（P２ ） ：

min 　 ２ x１ － x２
s ．t ．　 ５ x１ ＋ ４ x２ ≤ ２０ ，

－ ３ x１ ＋ x２ ≤ ３ ，

x１ ≥ １ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ，　 x１ ，x２ 为整数 ．

　 　用单纯形方法求解相应的松弛问题（珚P１ ）和（珚P２ ）（即去掉整数限制后得到的线性规
划） ．

对于（珚P１ ） ，易知最优解为 珚x１ ＝ ０ ，x２ ＝ ３ ，最优值 f１ ＝ － ３ ．这个解是整数规划（P）的可
行解 ，因此令（P）的最优值的一个新上界 Fu ＝ － ３ ．整数规划（P１ ）不需再分解 ．整数规划

（P）的最优值 F倡
∈ －

５９
１７

，－ ３ ．

再用单纯形方法求解松弛问题（珚P２ ） ，得最优解 珚x１ ＝ １ ，珚x２ ＝
１５
４

，最优值 f２ ＝ －
７
４

．由于
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x２ 取值非整数 ，所以这个解不是子问题（P２ ）的可行解 ．但是 ，它给出（P２ ）最优值的下界
－
７
４

，这个值大于（P）的最优值的上界 Fu ＝ － ３ ．因此不必再分解 ，已经得到整数规划的最

优解 x 倡
１ ＝ ０ ，x 倡

２ ＝ ３ ，最优值 F倡
＝ － ３ ．

15 ．2 　割 平 面 法

15 ．2 ．1 　方法简介
　 　 １９５８年 ，R ．E ．Gomory 创立了解整数规划的割平面算法 ．这种方法的基本思想是 ，首

先求解整数规划的线性松弛问题 ．如果得到的最优解满足整数要求 ，则为整数规划的最优

解 ；否则 ，选择一个不满足整数要求的基变量 ，定义一个新约束 ，增加到原来的约束集中 ．

这个约束的作用是 ，切掉一部分不满足整数要求的可行解 ，缩小可行域 ，而保留全部整数

可行解 ．然后 ，解新的松弛线性规划 ．重复以上过程 ，直至求出整数最优解 ．这种方法中 ，关

键是如何定义切割约束 ，下面给予简要介绍 ．

　 　考虑整数规划

min 　 cx （１５ ．２ ．１）

s ．t ．　 Ax ＝ b ，

x ≥ 0 ，　 x的分量为整数 ．

松弛问题为

min 　 cx
s ．t ．　 Ax ＝ b ， （１５ ．２ ．２）

x ≥ 0 ，

其中 A＝ （p１ ，p２ ，⋯ ，pn ）为 m × n矩阵 ，pj 是 A的第 j 列 ．假设（１５ ．２ ．２）式的最优基为 B ，

最优解

x倡
＝

xB

xN
＝

B－１ b
0 ＝

珔b
0 ≥ 0 ．

若 x倡的分量均为整数 ，则 x倡 是整数规划（１５ ．２ ．１）的最优解 ；否则选择一个不满足整数要

求的基变量 ，比如 xBi ，用包含这个基变量的约束方程（称为源约束）定义切割约束 ，方法

如下 ：

假设含有 xBi的约束方程为

xBi ＋ ∑
j ∈ R

y ij x j ＝ 珔bi ， （１５ ．２ ．３）

其中 R为非基变量下标集 ，yij是 B － １ pj 的第 i个分量 ，珔bi 是 珔b的第 i个分量 ．记作

yij ＝ ［yij ］ ＋ f ij ，　 j ∈ R ，
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珔bi ＝ ［珔bi ］ ＋ f i ，

式中［yij ］是不大于 yij的最大整数 ，［珔bi ］是不大于 珔bi 的最大整数 ，f ij和 f i 是相应的小数部

分 ．（１５ ．２ ．３）式写作

xBi ＋ ∑
j ∈ R

［yij ］xj － ［珔bi ］ ＝ f i － ∑
j ∈ R

f ij x j ， （１５ ．２ ．４）

由于 ０ ＜ f i ＜ １ ，０ ≤ f ij ＜ １ ，xj ≥ ０ ，由（１５ ．２ ．４）式得到

f i － ∑
j ∈ R

f ij x j ＜ １ ．

对于任意的整数可行解 ，由于（１５ ．２ ．４）式左端为整数 ，则右端为小于 １的整数 ，得到整数

解的必要条件为

f i － ∑
j ∈ R

f ij x j ≤ ０ ， （１５ ．２ ．５）

将上式作为切割条件 ，增加到（１５ ．２ ．２）式的约束中 ，得到线性规划

min 　 cx
s ．t ．　 Ax ＝ b ，

f i － ∑
j ∈ R

f ij x j ≤ ０ ， （１５ ．２ ．６）

x ≥ 0 ．

再用对偶单纯形方法求解 ．

易知原来的非整数最优解 x倡
＝

B－ １ b
0 必不是 （１５ ．２ ．６）式的可行解 ；否则 ，由于

xj ＝ ０ ，橙 j ∈ R以及 f i ＞ ０ ，必然得到（１５ ．２ ．５）式的左端大于 ０ ，矛盾 ．因此 ，条件（１５ ．２ ．５）

切掉非整数最优解 ．另一方面 ，（１５ ．２ ．５）式的引入并不切掉整数可行解 ．对于任何整数可

行解 ，代入（１５ ．２ ．４）式 ，左端为整数 ，因此右端也为整数 ，必满足（１５ ．２ ．５）式 ．

15 ．2 ．2 　举例
下面以例说明割平面法的求解过程 ．

例 15 ．2 ．1 　用割平面法求解下列整数规划 ：

min 　 x１ － ２ x２
s ．t ．　 － x１ ＋ ３ x２ ≤ ２ ，

x１ ＋ x２ ≤ ４ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ，　 x１ ，x２ 为整数 ．

　 　解 　先用单纯形方法解松弛问题
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min 　 x１ － ２ x２
s ．t ．　 － x１ ＋ ３ x２ ≤ ２ ，

x１ ＋ x２ ≤ ４ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ．

最优单纯形表如下 ：

x２  

x４  

x１ Px２ ~x３ �x４ 谮

－
１ j
３

１ j　
１ 破
３

０ 破　
２ P
３

　
４ j
３

０ j－
１ 破
３

１ 破　
１０ g
３

－
１ j
３

０ j－
２ 破
３

０ 破－
４ P
３

松弛问题的最优解为 x１ ＝ ０ ，x２ ＝ ２
３

，不满足整数要求 ，任选一个取值非整数的基变量 ，比

如 x２ ，由上表知 ，源约束为

－
１
３

x１ ＋ x２ ＋
１
３

x３ ＝
２
３

，

将非基变量 x１ 和 x３ 的系数以及常数项分别分解为 －
１
３

＝ － １ ＋
２
３

，
１
３
＝ ０ ＋

１
３

，
２
３
＝ ０ ＋

２
３

，根据（１５ ．２ ．５）式 ，得到切割条件

２
３

－
２
３

x１ －
１
３

x３ ≤ ０ ，

即

－ ２ x１ － x３ ≤ － ２ ．

引进松弛变量 x５ ，将此条件置入上面的最优表 ，得到

x２  

x４  

x５  

x１ �x２ 9x３ 哪x４ Ox５ 谮

－
１ 热
３

１ $　
１ 揶
３

０ :０ 排　
２ �
３

　
４ 热
３

０ $－
１ 揶
３

１ :０ 排　
１０ 枛
３

－ ２ 热０ $－ １ 揶０ :１ 排－ ２ �

－
１ 热
３

０ $－
２ 揶
３

０ :０ 排－
４ �
３

834 倡 第 １５章 　整数规划简介



　 　上表中的判别数均非正 ，显然是对偶可行的 ．因此可用对偶单纯形方法求解 ，经一次

迭代得到最优表 ：

x２  

x４  

x１  

x１ �x２ 9x３ 哪x４ Ox５ 谮

０ 櫃１ $　
１ 揶
２

０ :－
１ 趑
６

　 １ �
０ 櫃０ $－ １ 揶１ :　

２ 趑
３

　 ２ �
１ 櫃０ $　

１ 揶
２

０ :－
１ 趑
２

　 １ �
０ 櫃０ $－

１ 揶
２

０ :－
１ 趑
６

－ １ �
最优解 x１ ＝ １ ，x２ ＝ １ ，最优值 fmin ＝ － １ ，这个解也是整数规划的最优解 ．

15 ．3 　 0唱1规划的隐数法
15 ．3 ．1 　探测规则
　 　考虑 0唱1规划（P） ：

min 　 ∑
n

j ＝ １

cj x j

s ．t ．　 ∑
n

j ＝ １

aij x j ≥ bi ，　 i ＝ １ ，⋯ ，m ， （１５ ．３ ．１）

xj 取 ０或 １ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，n ，

其中 cj ，aij ，bi 均为整数 ．

记

x ＝ （x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）
T
，　 c ＝ （c１ ，c２ ，⋯ ，cn ） ，

A ＝

a１１ a１２ ⋯ a１ n
a２１ a２２ ⋯ a２ n
… … …

am１ am２ ⋯ amn

＝

A１

A２

…

Am

，　 b ＝

b１
b２
…

bm

．

（P）可写成下列形式 ：

min 　 cx
s ．t ．　 Aix ≥ bi ， i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m ， （１５ ．３ ．２）

xj 取 ０或 １ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，n ．

为便于计算 ，不失一般性 ，特做两点假设 ：

（１） cj ≥ ０（ j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n） ．如果某个 cj ＜ ０ ，则作变量替换 ，令 x′j ＝ １ － xj ，对变换后的
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x′j ，必有系数 － cj ＞ ０ ．

（２） c１ ≤ c２ ≤ ⋯ ≤ cn ．如果此项规定不满足 ，则更改变量下标 ，使假设成立 ．

下面介绍 ０唱１规划的求解方法 ．

由于变量有 ０唱１限制 ，可行解的数量不超过 ２
n 个 ，对于仅有少数几个变量的情形 ，不

妨采用穷举法 ，检查变量取值为 ０或 １的每一种组合 ，从中选出最优解 ．但对变量个数比

较多的情形 ，２
n 是个很大的数 ，穷举法显然不可取 ．因此需要设计一种方法 ，使得只要检

查变量取值为 ０或 １的部分组合 ，就能求得最优解 ．隐数法正是这样一种方法 ．

隐数法的基本思路是 ，把问题（P）分解成若干个子问题 ，按一定规则检查各子问题 ，

直至找到最优解 ．具体地 ，先按 x１ 取 １或 ０把（P）分解成两个子问题（P１ ）和（P２ ） ．（P１ ）记
作｛ ＋ １｝ ，（P２ ）记作｛ － １｝ ，x１ 称为固定变量 ，x２ ，x３ ，⋯ ，xn 称为自由变量 ．再按 x２ 取 １或

０分解每个子问题 ．约定 x２ 取 １记作｛ ＋ ２｝ ，取 ０记作｛ － ２｝ ．若取 x１ 和 x２ 作为固定变量 ，

x３ ，x４ ，⋯ ，xn 作为自由变量 ，则得到 ４个子问题 ，分别记作｛ ＋ １ ，＋ ２｝ ，｛ ＋ １ ，－ ２｝ ，｛ － １ ，

＋ ２｝ ，｛ － １ ，－ ２｝ ．一般地 ，若 xi ，xj ，⋯ ，xk 为固定变量 ，分别取值 １ ，０ ，⋯ ，１ ，用｛σ｝表示相

应的子问题 ，则记作｛σ｝ ＝ ｛ ＋ i ，－ j ，⋯ ，＋ k｝ ，其他变量为自由变量 ，在｛σ｝中不作记录 ，按

上述方法 ，有 ３ 个变量的 ０唱１ 规划完全分解成子问题后 ，可得到下列树枝形式 ，如

图 １５ ．３ ．１所示 ．

图 　 １５ ．３ ．１

隐数法是从问题（P）（也记作｛ 碬 ｝）出发 ，沿各树枝 ，从左到右依次探测各子问题 ，直

至给出最优解 ，或得出原问题无可行解的结论 ．

在探测过程中 ，对于每个子问题｛σ｝ ，取自由变量等于 ０的点作为探测点 ，记作 σ０ ．例

如 ，对子问题｛σ｝ ＝ ｛ ＋ １ ，－ ２ ，＋ ３｝ ，取σ０ ＝ （１ ，０ ，１ ，０ ，⋯ ，０）
T 作为本子问题的探测点 ．显

然 ，由于 ０ ≤ c１ ≤ c２ ≤ ⋯ ≤ cn ，若σ０是可行点 ，则必是子问题｛σ｝的最小点 ，子问题在可行点

处目标函数值不可能小于 cσ０ ．下面介绍几条探测规则 ．

设已知整数规划（P）的一个可行点 珔x ，它的目标函数值 珚f ＝ c珔x ．现在考虑（P）的任一个
子问题｛σ｝ ，相应的探测点记作σ０ ．设 xj 是｛σ｝中具有最小下标的自由变量 ，则依次有下列

探测结果 ：
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（１）若 cσ０ ≥ 珚f ，则子问题｛σ｝中没有比 珔x更好的可行解 ．

（２）若 cσ０ ＜ 珚f ，且σ０是（P）的可行解 ，则σ０是比原来的 珔x更好的可行解 ，因此置 珔x ＝ σ０ ，

珚f ＝ cσ０ ．

（３）若 cσ０ ＜ 珚f ，σ０不是｛σ｝的可行解 ，且 cσ０ ＋ cj ≥ 珚f ，则｛σ｝中没有比 珔x更好的可行解 ．

（４）设自由变量有 x j
１
，xj

２
，⋯ ，xj k ，满足不等式 cσ０ ＋ cj

１
≤ ⋯ ≤ cσ０ ＋ cj r ＜ 珚f ≤ cσ０ ＋

cj r ＋ １
≤ ⋯ ≤ cσ０ ＋ cj k ，记作 J ＝ ｛ j１ ，j２ ，⋯ ，j r｝ ，称 J为可选集 ．

令 si ＝ Aiσ ０ － bi （i ＝ １ ，⋯ ，m） ，si 为第 i个约束的松弛变量 ．若所有的 si ≥ ０ ，则σ０是比

现行的 珔x更好的可行解 ，置 珔x ＝ σ０ ，珚f ＝ cσ０ ．

（５）若σ０不是可行解 ，置 I ＝ ｛ i｜si ＜ ０｝ ，称 I为违背约束集 ．置

Ji ＝ ｛ j | j ∈ J ，aij ＞ ０｝ ，　 i ∈ I ，
qi ＝ ∑

j ∈ J i
aij ， i ∈ I ，

式中 aij是系数矩阵 A的第 i行第 j 列元素 ．

计算 si ＋ qi ，橙 i ∈ I ．若对某个 i ∈ I ，有 si ＋ qi ＜ ０ ，则本子问题没有更好的可行解 ．

15 ．3 ．2 　计算步骤
利用上面介绍的探测规则 ，给出下列计算过程 ．

（１）给定一个可行解 珔x ，置 珚f ＝ c珔x（或令 珔x ＝ 碬 ，珚f ＝ ＋ ∞ ） ，置子问题｛σ｝ ＝ ｛ 碬 ｝ ，探测

点σ０ ＝ （０ ，０ ，⋯ ，０）
T
，执行步骤（２） ．

（２）若 cσ０ ≥ 珚f ，本子问题没有比 珔x好的可行解 ，则转步骤（７） ；否则执行步骤（３） ．

（３）计算 si ＝ Aiσ０ － bi （Ai 是 A的第 i行）（i＝ １ ，⋯ ，m） ．若 si ≥ ０（i ＝ １ ，⋯ ，m） ，σ０是可

行解 ，置 珔x＝ σ０ ，珚f ＝ cσ０ ，则转步骤（７） ；否则 ，置违背约束集 I ＝ ｛ i｜si ＜ ０｝ ，执行步骤（４） ．

（４）若无自由变量则转步骤（７） ．当存在自由变量时 ，设自由变量为 xj
１
，xj

２
，⋯ ，xj k

（ j１ ＜ j２ ＜ ⋯ ＜ j k ） ．若 cσ０ ＋ cj
１
≥ 珚f ，本子问题没有比 珔x好的可行解 ，则转步骤（７） ；否则执

行步骤（５） ．

（５）置可选集

J ＝ j t | cσ ０ ＋ cj t ＜ 珚f ，t ∈ ｛１ ，２ ，⋯ ，k｝ ，

对每个违背约束 i ∈ I ，置带有正系数的部分自由变量下标集
Ji ＝ ｛ j | j ∈ J ，aij ＞ ０｝ ，　 i ∈ I ．

对每个违背约束 i ∈ I ，令
qi ＝ ∑

j ∈ J i
aij ，　 i ∈ I 　 （若 Ji ＝ 碬 ，则置 qi ＝ ０） ，

计算 si ＋ qi ，橙 i ∈ I ．若对某个 i ∈ I ，有 si ＋ qi ＜ ０ ，本子问题没有更好的可行解 ，则转步骤

（７） ；否则执行步骤（６） ．

（６）检验每个指标 j ∈ J ，若存在约束指标 i ∈ I ，使得 j 臭 Ji ，且 si ＋ qi ＋ aij ＜ ０ ，则置
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J ∶＝ J＼｛ j｝ ．检查完毕时 ，若 J＝ 碬 ，则转步骤（７） ；若 J ≠ 碬 ，则令 l＝ min｛ j｜j ∈ J｝ ．置子问题

｛σ ，＋ l｝ → ｛σ｝ ，置探测点σ０ ∶＝ σ０ ＋ el ，其中 el 是第 l个分量为 １的单位向量 ．转步骤（２） ．

（７）当｛σ｝中固定变量均取 ０时 ，探测完毕 ．此时 ，若 珔x ≠ 碬 ，珔x就是最优解 ；否则无可

行解 ．

当｛σ｝中固定变量不全为 ０时 ，不妨假设｛σ｝ ＝ ｛ ⋯ ，＋ u ，－ v ，⋯ ｝ ，即 xu 是最后一个固

定为 １的变量 ，则置子问题｛ ⋯ ，－ u｝ → ｛σ｝ ，并置探测点σ０ ∶ ＝ σ０ － eu （eu 是第 u个分量为
１的单位向量） ，然后转步骤（２） ．

15 ．3 ．3 　举例
例 15 ．3 ．1 　用隐数法求解下列 ０唱１规划 ：

min 　 x１ ＋ ３ x２ ＋ ４ x３ ＋ ６ x４ ＋ ７ x５
s ．t ．　 x１ －５ x２ ＋ ３ x３ －４ x４ ＋ ６ x５ ≥ ２ ，

４ x１ ＋ x２ －２ x３ ＋ ３ x４ ＋ x５ ≥ １ ，

－ ２ x１ ＋ ２ x２ ＋ ４ x３ － x４ ＋ ４ x５ ≥ １ ，

xj 取 ０或 １ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，５ ．

　 　解 　记 x＝ （x１ ，x２ ，x３ ，x４ ，x５ ）T ，c＝ （c１ ，c２ ，c３ ，c４ ，c５ ） ＝ （１ ３ ４ ６ ７） ，

A ＝

A１

A２

A３

＝

１ － ５ ３ － ４ ６

４ １ － ２ ３ １

－ ２ ２ ４ － １ ４

，　 b ＝

b１
b２
b３

＝

２

１

１

．

　 　 （１）置初始可行解 珔x＝ （０ ０ ０ ０ １）
T
，在 珔x处的函数值 珚f ＝ c珔x ＝ ７ ，置子问题｛σ｝ ＝ ｛ 碬 ｝ ，

取探测点σ０ ＝ （０ ０ ０ ０ ０）
T
．

（２） cσ０ ＝ ０ ＜ 珚f ＝ ７ ．

（３） s１ ＝ A１ σ０ － b１ ＝ － ２ ，s２ ＝ A２ σ０ － b２ ＝ － １ ，s３ ＝ A３ σ０ － b３ ＝ － １ ，置违背约束集

I ＝ ｛１ ，２ ，３｝ ．

（４）自由变量有 x１ ，x２ ，x３ ，x４ ，x５ ．

cσ０ ＋ c１ ＝ １ ＜ 珚f ＝ ７ ．

（５）根据条件 cσ０ ＋ cj ＜ 珚f ，求得可选集 J ＝ ｛１ ，２ ，３ ，４｝ ．

J１ ＝ ｛１ ，３｝ ，J２ ＝ ｛１ ，２ ，４｝ ，J３ ＝ ｛２ ，３｝ ．

q１ ＝ ４ ，　 q２ ＝ ８ ，　 q３ ＝ ６ ；　 s１ ＋ q１ ＝ ２ ，　 s２ ＋ q２ ＝ ７ ，　 s３ ＋ q３ ＝ ５ ．

（６）检查 J中每个指标 ，修改 J ，置可选集 J ＝ ｛１ ，３｝ ．

取 l＝ min｛ j ｜j ∈ J｝ ＝ １ ．

置｛σ｝ ＝ ｛ ＋ １｝ ，置探测点σ０ ＝ （１ ０ ０ ０ ０）
T
．

（２） cσ０ ＝ １ ＜ 珚f ＝ ７ ．

（３） s１ ＝ A１ σ０ － b１ ＝ － １ ，s２ ＝ A２ σ ０ － b２ ＝ ３ ，s３ ＝ A３ σ ０ － b３ ＝ － ３ ，置 I ＝ ｛１ ，３｝ ．
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（４）自由变量有 x２ ，x３ ，x４ ，x５ ．

cσ０ ＋ c２ ＝ ４ ＜ 珚f ＝ ７ ．

（５）置可选集 J ＝ ｛２ ，３｝ ．

J１ ＝ ｛３｝ ，　 J３ ＝ ｛２ ，３｝ ；　 q１ ＝ ３ ，　 q３ ＝ ６ ；　 s１ ＋ q１ ＝ ２ ，　 s３ ＋ q３ ＝ ３ ．

（６）检查 J中每个指标 ，置 J ＝ ｛３｝ ．

取 l＝ ３ ；置 ｛σ｝ ＝ ｛ ＋ １ ，＋ ３｝ ；取σ０ ＝ （１ ０ １ ０ ０ ）
T
．

（２） cσ０ ＝ ５ ＜ 珚f ＝ ７ ．

（３） s１ ＝ A１ σ０ － b１ ＝ ２ ，　 s２ ＝ A２ σ０ － b２ ＝ １ ，　 s３ ＝ A３ σ０ － b３ ＝ １ ．

σ０是可行解 ，置 珚x ＝ σ０ ＝ （１ ０ １ ０ ０）
T
．

置 珚f ＝ ５ ．

（７）置子问题｛σ｝ ＝ ｛ ＋ １ ，－ ３｝ ．

置探测点σ０ ＝ （１ ０ ０ ０ ０）
T
．

（２） cσ０ ＝ １ ＜ 珚f ＝ ５ ．

（３） s１ ＝ A１ σ０ － b１ ＝ － １ ，　 s２ ＝ A１ σ０ － b２ ＝ ３ ，　 s３ ＝ A３ σ０ － b３ ＝ － ３ ．

I ＝ ｛１ ，３｝ ．

（４）自由变量有 x２ ，x４ ，x５ ．

cσ ０ ＋ c２ ＝ ４ ＜ 珚f ＝ ５ ．

（５）置可选集 J ＝ ｛２｝ ．

J１ ＝ ｛ 碬 ｝ ，置 q１ ＝ ０ ．

J３ ＝ ｛２｝ ，　 q３ ＝ ２ ；　 s１ ＋ q１ ＝ － １ ，　 s３ ＋ q３ ＝ － １ ．

（７）置子问题｛σ｝ ＝ ｛ － １｝ ．

置探测点 σ０ ＝ （０ ０ ０ ０ ０）
T
．

（２） cσ０ ＝ ０ ＜ 珚f ＝ ５ ．

（３） s１ ＝ A１ σ０ － b１ ＝ － ２ ，　 s２ ＝ A２ σ０ － b２ ＝ － １ ，　 s３ ＝ A３ σ０ － b３ ＝ － １ ．

I ＝ ｛１ ，２ ，３｝ ．

（４）自由变量有 x２ ，x３ ，x４ ，x５ ．

cσ０ ＋ c２ ＝ ３ ＜ 珚f ＝ ５ ．

（５）置可选集 J ＝ ｛２ ，３｝ ，

J１ ＝ ｛３｝ ，J２ ＝ ｛２｝ ，J３ ＝ ｛２ ，３｝ ．

q１ ＝ ３ ，　 q２ ＝ １ ，　 q３ ＝ ６ ；　 s１ ＋ q１ ＝ １ ，　 s２ ＋ q２ ＝ ０ ，　 s３ ＋ q３ ＝ ５ ．

（６）检查 J中指标 ，修改 J ，置 J ＝ ｛ 碬 ｝ ．

（７） ｛σ｝中固定变量均取 ０ ，因此探测完毕 ．最优解 珔x ＝ （１ ０ １ ０ ０）
T
，最优值 珚f ＝ ５ ．
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15 ．4 　指 派 问 题
15 ．4 ．1 　数学模型
　 　运输问题中 ，若令 m ＝ n ，ai ＝ bj ＝ １ ，限定变量只取 ０ 或 １ ，则得到一种重要的特殊情

形 ，称为指派问题 ．其含义可作如下解释 ：设有 n项任务 ，指派 n个人去完成 ，每人均承担

一项任务 ，每项任务各由一个人来完成 ．由于劳动者的素质 、效率及劳动质量等各不相同 ，

劳务费用自然有别 ，设第 i个人完成第 j 项任务的劳务费用为 cij ．试确定使总劳务费最小
的分派方案 ．这类问题就是指派问题 ．

指派问题中 ，决策变量为第 i个人完成第 j 项任务的劳动量 ，记作 xij （i ，j ＝ １ ，２ ，⋯ ，

n） ．若第 i个人分配到第 j 项任务 ，则 xij ＝ １ ；否则 xij ＝ ０ ．因此决策变量是 ０唱１变量 ．问题
的数学模型如下 ：

min 　 ∑
n

i ＝ １
∑
n

j ＝ １

cij x ij

s ．t ．　 ∑
n

j ＝ １

xij ＝ １ ，　 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ， （１５ ．４ ．１）

∑
n

i ＝ １

xij ＝ １ ，　 j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ，

xij 取 ０或 １ ，　 i ，j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ．

用矩阵形式 ，可表达为
min 　 cx
s ．t ．　 Ax ＝ e ， （１５ ．４ ．２）

xij 取 ０或 １ ，　 i ，j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ，

其中
x ＝ （x１１ ，x１２ ，⋯ ，x１ n ，x２１ ，x２２ ，⋯ ，x２ n ，⋯ ，xn１ ，xn２ ，⋯ ，xnn ）

T
，

c ＝ （c１１ ，c１２ ，⋯ ，c１ n ，c２１ ，c２２ ，⋯ ，c２ n ，⋯ ，cn１ ，cn２ ，⋯ ，cnn ） ，

A是（２n） × n２ 矩阵 ，A中对应 x ij的列 p ij ＝ ei ＋ en＋ j ，ei ，en＋ j ∈ R２ n ，是单位向量 ，ei 的第 i个
分量是 １ ，en＋ j的第 n ＋ j个分量是 １ ，其他分量均为 ０ ．e＝ （１ １ ⋯ １）

T
∈ R２ n ．

由于矩阵 A具有特殊性质及 e的分量全是 １ ，则有 Ax＝ e ，x ≥ 0的基本可行解中每个
xij均为非负整数 ，且只能等于 ０或 １ ，从而可用下列线性规划取代 （１５ ．４ ．２）式 ：

min 　 cx
s ．t ．　 Ax ＝ e ， （１５ ．４ ．３）

x ≥ 0 ．
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（１５ ．４ ．３）式的对偶问题为

max 　 ∑
n

i ＝ １

ui ＋ ∑
n

j ＝ １

v j （１５ ．４ ．４）

s ．t ．　 ui ＋ v j ≤ cij ，　 i ，j ＝ １ ，⋯ ，n ．

　 　对于指派问题 ，线性规划的各种求解方法均适用 ，也可用运输问题的表上作业法 ，以

上这些方法 ，这里不再重复 ．由于指派问题的高度退化性 ，基本可行解中仅有 n个基变量
取值为 １ ，其他 n － １个基变量取值均为 ０ ，因此存在更加简便有效的特殊解法 ，下面介绍

这种特殊解法 ．

15 ．4 ．2 　原始唱对偶算法

算法要点是 ，先给定对偶问题一个可行解 ，由此出发 ，设法求出原问题一个满足互补

松弛条件的可行解 ，即满足下列条件的可行解 ：

（cij － ui － v j ）xij ＝ ０ ，　 i ，j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ， （１５ ．４ ．５）

这样的可行解当然就是最优解 ．

下面分析怎样求满足条件（１５ ．４ ．５）的可行解 ．首先 ，将费用系数向量 c排成矩阵形
式 ，令

（cij ）n× n ＝

c１１ c１２ ⋯ c１ n
c２１ c２２ ⋯ c２ n
… … …

cn１ cn２ ⋯ cnn

． （１５ ．４ ．６）

利用这个矩阵求对偶问题（１５ ．４ ．４）的一个可行解 ．比如 ，令

ui ＝ min
１ ≤ j ≤ n

｛cij ｝ ，　 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ，

v j ＝ min
１ ≤ i ≤ n

｛cij － ui｝ ，　 j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ，
（１５ ．４ ．７）

则必有

ui ＋ v j ≤ cij ，　 橙 i ，j ．
因此 ，（u１ ，u２ ，⋯ ，un ，v１ ，v２ ，⋯ ，vn ）是（１５ ．４ ．４）式的可行解 ．然后 ，计算对偶松弛变量的取

值 c^ij ，令
c^ij ＝ cij － ui － v j ，　 i ，j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ． （１５ ．４ ．８）

实际上 ，这个计算可利用矩阵（１５ ．４ ．６）来完成 ．先从每一行减去本行的最小数（第 i行最
小数记作 ui） ，在得到的矩阵中 ，再从每一列减去本列的最小数（第 j列的最小数取作 v j ） ，

这样便得到由对偶松弛变量取值 c^ij构成的 n阶矩阵
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（^cij ）n× n ＝

c^１１ c^１２ ⋯ c^１ n
c^２１ c^２２ ⋯ c^２ n
… … …

c^n１ c^n２ ⋯ c^nn

， （１５ ．４ ．９）

通常称为约化费用系数矩阵 ，简称为约化矩阵 ，它的元素 c^ij均为非负数 ．

例 15 ．4 ．1 　设指派问题的费用系数矩阵为

（cij ）４× ４ ＝

２ ５ ６ ４

７ ４ ８ ９

６ ２ ５ ６

１ ５ ４ ３

．

试求一个约化矩阵（c^ij ）４ × ４ ．

解 　先从（cij ）４ × ４的每一行减去本行的最小数（分别是 ２ ，４ ，２ ，１） ，得到

０ ３ ４ ２

３ ０ ４ ５

４ ０ ３ ４

０ ４ ３ ２

．

再从每一列减去本列的最小数（分别是 ０ ，０ ，３ ，２） ，得到约化矩阵

（c^ij ）４× ４ ＝

０ ３ １ ０

３ ０ １ ３

４ ０ ０ ２

０ ４ ０ ０

．

　 　 为了利用约化矩阵求原问题的最优解 ，先分析最优解的表上特征 ．一个解

x＝ （x１１ ，⋯ ，x１ n ，⋯ ，xn１ ，⋯ xnn ）
T 若是可行的 ，则它对应的约化矩阵第 i（ i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n）行

的 n个变量｛ xij ｜j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n｝中 ，恰有一个取值为 １ ，其他取值为 ０ ；它对应的约化矩阵第

j（ j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n）列的 n个变量｛ xij ｜i＝ １ ，２ ，⋯ ，n｝中 ，也恰有一个取值为 １ ，其他取值为 ０ ．

非如此必将破坏可行性 ．一个可行解是否为最优解 ，可用是否满足互补松弛条件来判别 ，

也就是由每个原变量 xij与相应的对偶松弛变量（约化矩阵中的 c^ij ）之积是否为 ０来确定 ．

因此 ，求指派问题（１５ ．４ ．１）的最优解归根结底就是在约化矩阵上 ，求出任何两个均不同行

又不同列的 n个 ０元素（即 n个取值为 ０的对偶松弛变量） ，令与这些 ０元素对应的 xij ＝

１ ，其他 xij ＝ ０ ．显然 ，这样一组｛xij ｝是可行的 ，且满足互补松弛条件 ，因此是最优解 ．

这里应着重指出 ，上面所谓任何两个均不同行又不同列的 n个 ０元素 ，通常称为 n个
独立 ０元素 ，这个概念后面将经常使用 ．求指派问题的最优解归结为在约化矩阵上求 n个
独立 ０元素 ．那么 ，对任意的 n阶约化矩阵 ，是否存在 n个独立 ０元素呢 ？答案并不确定 ．
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例 15 ．4 ．2 　给定指派问题费用系数矩阵

（cij ）３× ３ ＝

１ ４ ２

７ ２ ５

５ ２ ６

．

试求一个对偶问题的可行解 ．

解 　令 ui ＝ min
１ ≤ j ≤ ３

｛ cij ｝ ，则 u１ ＝ １ ，u２ ＝ ２ ，u３ ＝ ２ ．再令 v j ＝ min
１ ≤ i ≤ ３

｛ cij － ui｝ ，则 v１ ＝ ０ ，

v２ ＝ ０ ，v３ ＝ １ ．得到一个对偶问题的可行解
（u１ ，u２ ，u３ ，v１ ，v２ ，v３ ） ＝ （１ ，２ ，２ ，０ ，０ ，１） ，

这时 ，约化矩阵为

（^cij ）３× ３ ＝

０ ３ ０

５ ０ ２

３ ０ ３

． （１５ ．４ ．１０）

显然 ，上述约化矩阵中 ，独立 ０元素最大个数是 ２ ，小于矩阵的阶数 ３ ．一般而言 ，约化矩阵
给定后 ，未必具有 n个独立 ０元素 ．因此需要解决两个问题 ：

（１）如何确定约化矩阵中独立 ０元素的最大个数 ．

（２）当独立 ０元素的最大个数小于 n时 ，如何变换约化矩阵 ，以便求出 n个独立 ０

元素 ．

第一个问题可用划线方法来确定 ．比如约化矩阵（１５ ．４ ．１０）中 ，共有 ４个 ０元素 ，最少
可用 ２ 条直线将其全部覆盖 ．这个矩阵独立 ０ 元素最大个数恰为 ２ ．这种现象具有普
遍性 ．

定理 15 ．4 ．1 　指派问题的约化矩阵中 ，独立 ０元素的最大个数等于覆盖全部 ０元素
的最小直线数 ．

定理的证明从略 ．

关于第二个问题 ，当独立 ０元素的个数小于 n时 ，还没有得到满足互补松弛条件的可
行解（即最优解） ，同时也表明 ，现行对偶问题的可行解也不是对偶问题的最优解 ．因此需
要给出一个新的有所改进的对偶问题的可行解 ．办法如下 ：

考虑已用最少直线覆盖了全部 ０ 元素的约化矩阵 ．未被覆盖的行集记作 Sr ，已被覆
盖的行集记作 珚Sr ，未被覆盖的列集记作 Sc ，已被覆盖的列集记作 珚Sc ．设未被覆盖元素的最
小值为 l ，即

l ＝ min
i ∈ S r
j ∈ Sc

｛c^ij ｝ ．

令
珔ui ＝ ui ＋ l ，　 i ∈ Sr ，

珔ui ＝ ui ，　 i ∈ 珚Sr ，

珔v j ＝ v j ，　 j ∈ Sc ，

珔v j ＝ v j － l ，　 j ∈ 珚Sc ，

（１５ ．４ ．１１）
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对偶松弛变量取值为

珋cij ＝ cij － 珔ui － 珔v j ． （１５ ．４ ．１２）

将（１５ ．４ ．１１）式代入（１５ ．４ ．１２）式 ，得到

珋cij ＝

c^ij － l ，　 i ∈ Sr ，j ∈ Sc

c^ij ，　 i ∈ Sr ，j ∈ 珚Sc

c^ij ，　 i ∈ 珚Sr ，j ∈ Sc

c^ij ＋ l ，　 i ∈ 珚Sr ，j ∈ 珚Sc ．

（１５ ．４ ．１３）

（１５ ．４ ．１３）式表明 ，珔ui ，珔v j （i ，j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n）是对偶问题（１５ ．４ ．４）的新的可行解 ．同时也表

明 ，新的约化矩阵（珋cij ）n × n可用原来的约化矩阵（^cij ）n × n进行计算 ，方法十分简单 ，就是把未

被覆盖元素减去它们之中的最小数 l ，二次覆盖元素加上 l ．新的约化矩阵中 ，原来具有 ０

元素的行与列仍然具有 ０元素 ，未被覆盖的非 ０元素中 ，至少有一个变成 ０元素 ．这样 ，通

过改进约化矩阵 ，使独立 ０元素最大个数逐步增加 ，直至得到 n个独立 ０元素 ．

例如约化矩阵（１５ ．４ ．１０） ，还没有达到最优解 ，按上述方法再进行变换 ．用两条直线

覆盖全部 ０元素后 ，未被覆盖的最小元素是 ２ ．按（１５ ．４ ．１３）式修改原来的约化矩阵 ，得到

（珋cij ）３× ３ ＝

０ ５ ０

３ ０ ０

１ ０ １

，

新的约化矩阵已含 ３个独立 ０元素 珋c１１ ，珋c２３ ，珋c３２ ．令 x１１ ＝ x２３ ＝ x３２ ＝ １ ，其他 xij ＝ ０ ．这个解

是可行解 ，且满足互补松弛条件 ，因此是最优解 ．

上述求解指派问题的方法 ，称为匈牙利算法 ．计算步骤概括如下 ：

（１）变换费用系数矩阵 ，按照（１５ ．４ ．７）式 ～ （１５ ．４ ．９）式建立约化矩阵（c^ij ）n × n ．

（２）运用最少直线覆盖约化矩阵所有 ０元素 ．若最小直线数等于 n ，则从 ０元素中选

择 n个独立 ０元素 ，令相应的 xij ＝ １ ，其他 xij ＝ ０ ，从而得到一个最优解 ；否则 ，进行步骤（３） ．

（３）变换约化矩阵 ，选择未被覆盖元素的最小数 ，每个未被覆盖的元素减去这个最小

数 ，被二次覆盖的元素加上这个最小数 ．返回步骤（２） ．

例 15 ．4 ．3 　给定指派问题 ：

min 　 cx
s ．t ．　 Ax ＝ e ，

xij 取 ０或 １ ，　 i ，j ＝ １ ，２ ，⋯ ，５ ，

其中 A＝ （p１１ ，⋯ ，p１５ ，p２１ ，⋯ ，p２５ ，⋯ ，p５１ ，⋯ ，p５５ ） ，pij ＝ ei ＋ e５ ＋ j ，e＝ （１ ，１ ，⋯ ，１）
T
∈ R１０

，

将费用系数向量 c排成矩阵形式 ，有
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（cij ）５× ５ ＝

４ － ２ ０ ３ ５

３ １ ４ ４ １

１ ７ ２ ２ １

３ ２ ４ ５ １

１ － １ ２ ３ ６

． （１５ ．４ ．１４）

试确定最优指派方案 ，使总费用最小 ．

解 　先求一个约化矩阵 ，令 u＝ （ － ２ １ １ １ － １） ，其中每个分量 ui 是（cij ）５ × ５的第 i行
中最小元素 ．从（cij ）５ × ５的每一行减去相应的 ui ，得到

６ ０ ２ ５ ７

２ ０ ３ ３ ０

０ ６ １ １ ０

２ １ ３ ４ ０

２ ０ ３ ４ ７

．

再令 瓫 ＝ （０ ０ １ １ ０） ，从每列减去相应的 v j ，得到约化矩阵

用最少直线 ，即通过（１５ ．４ ．１５）式的第 ３行 、第 ２列和第 ５列的 ３ 条直线覆盖全部 ０

元素 ．未被覆盖的元素中最小数是 １ ．按（１５ ．４ ．１３）式修改约化矩阵 ，得到新的约化矩阵

再用最少直线 ，即通过第 １行 、第 ３行 、第 ２列和第 ５列的 ４条直线覆盖全部 ０元素 ．

由此可和 ，（１５ ．４ ．１６）式中独立 ０元素的最大个数等于 ４ ，还不能给出原问题的最优解 ．

未被覆盖的元素中最小数是 １ ．未被覆盖的元素减少 １ ，两次覆盖元素增加 １ ，得到

下列约化矩阵
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对于约化矩阵（１５ ．４ ．１７） ，最少用 ５条直线覆盖全部 ０元素 ，因此达到最优解 ．从中选择 ５

个独立 ０ 元素 ，令对应的变量取值为 １ ，其他变量取值为 ０ ．如令 x１３ ＝ x２５ ＝

x３４ ＝ x４１ ＝ x５２ ＝ １ ，其他 xij ＝ ０ ，这就是最优解 ．最优值

f ＝ ０ × １ ＋ １ × １ ＋ ２ × １ ＋ ３ × １ ＋ （－ １） × １ ＝ ５ ．

习 　 　题

１ ．用分支定界法解下列问题 ：

　 　 （１） min 　 ２ x１ ＋ x２ － ３ x３
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ＋ ２ x３ ≤ ５ ，

２ x１ ＋ ２ x２ － x３ ≤ １ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ，　且为整数 ．

（２） min 　 ４ x１ ＋ ７ x２ ＋ ３ x３
s ．t ．　 x１ ＋ ３ x２ ＋ x３ ≥ ５ ，

３ x１ ＋ x２ ＋ ２ x３ ≥ ８ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ，　且为整数 ．

２ ．用割平面法解下列问题 ：

　 　 （１） min 　 x１ － ２ x２
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ≤ １０ ，

－ x１ ＋ x２ ≤ ５ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ，　且为整数 ．

（２） min 　 ５ x１ ＋ ３ x２
s ．t ．　 ２ x１ ＋ x２ ≥ １０ ，

x１ ＋ ３ x２ ≥ ９ ，

x１ ，x２ ≥ ０ ，　且为整数 ．

３ ．求解下列 ０唱１规划 ：

（１） min 　 ２ x１ ＋ ３ x２ ＋ ４ x３
s ．t ．　 － ３ x１ ＋ ５ x２ － ２ x３ ≥ － ４ ，

３ x１ ＋ x２ ＋ ４ x３ ≥ ３ ，

x１ ＋ x２ ≥ １ ，

x１ ，x２ ，x３ 取 ０或 １ ．

（２） min 　 x１ ＋ ２ x２ ＋ ３ x３ ＋ ４ x４ ＋ ５ x５
s ．t ．　 ２ x１ ＋ ３ x２ ＋ ５ x３ ＋ ４ x４ ＋ ７ x５ ≥ ８ ，

x１ ＋ x２ ＋ ４ x３ ＋ ２ x４ ＋ ２ x５ ≥ ５ ，

x j 取 ０或 １ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，５ ．
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（３） min 　 x１ ＋ x２ ＋ ２ x３ ＋ ４ x４ ＋ ６ x５
s ．t ．　 － ２ x１ ＋ x２ ＋ ３ x３ ＋ x４ ＋ ２ x５ ≥ ２ ，

３ x１ － ２ x２ ＋ ４ x３ ＋ ２ x４ ＋ ３ x５ ≥ ３ ，

x j 取 ０或 １ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，５ ．

（４） min 　 x１ ＋ ３ x２ ＋ ４ x３ ＋ ６ x４ ＋ ７ x５
s ．t ．　 x１ － ５ x２ ＋ ３ x３ － ４ x４ ＋ x５ ≥ ３ ，

４ x１ ＋ x２ － ２ x３ ＋ ３ x４ － x５ ≥ ２ ，

－ ２ x１ ＋ ２ x２ ＋ ４ x３ － x４ ＋ x５ ≥ １ ，

x j 取 ０或 １ ，　 j ＝ １ ，⋯ ，５ ．

４ ．假设分派甲 、乙 、丙 、丁 、戊等 ５人去完成 A ，B ，C ，D ，E等 ５ 项任务 ，每人必须完成

一项 ，每项任务必须由 １人完成 ．每个人完成各项任务所需时间 cij如下表所示 ，问怎样分

派任务才能使完成 ５项任务的总时间最少 ？

A B C D E
甲 １６ 5１４ 览１８ K１７ 种２０ g
乙 １４ 5１３ 览１６ K１５ 种１７ g
丙 １８ 5１６ 览１７ K１９ 种２０ g
丁 １９ 5１７ 览１５ K１６ 种１９ g
戊 １７ 5１５ 览１９ K１８ 种２１ g
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第 16章 　动态规划简介

动态规划是运筹学的一个分支 ，是解决多阶段决策过程最优化的一种数学方法 ，主要

用于以时间或地域划分阶段的动态过程的最优化 ．

16 ．1 　动态规划的一些基本概念

16 ．1 ．1 　动态规划举例
　 　例 16 ．1 ．1（最短路线问题） 　设有一个路网（如图 １６ ．１ ．１） ，其中圈号表示地址 ，连线

上的数字表示两地间的距离（或运费） ，从 A 到 E 需经过 ３个中间站 ，第 １ 站在 B１ 和 B２

中选择一个 ，第 ２站在 C１ 、C２ 和 C３ 中选择一个 ，第 ３站在 D１ 和 D２ 中选择一个 ．试确定

一条由 A 到 E路程最短的路线 ．

图 　 １６ ．１ ．１

上述问题中将整个过程分成 ４个阶段 ，要求在每个阶段做出选择 ，使从 A 到 E 的全
过程达到最优化 ，即使总路程最短（或费用最小） ．这种多阶段决策过程最优化就是典型的

动态规划问题 ．

16 ．1 ．2 　几个术语
下面介绍动态规划中一些常用术语 ．

1 ．阶段

阶段是整个过程的自然划分 ．通常按时间顺序或空间特征划分阶段 ．



表示阶段序号的变量称为阶段变量 ，一般用字母 k表示 ．例 １６ ．１ ．１中 ，k ＝ １表示第 １

阶段 ，k ＝ ２表示第 ２阶段 ，k ＝ ３表示第 ３阶段 ，k ＝ ４表示第 ４阶段 ．

2 ．状态

在整个过程中 ，每个阶段开始所处的自然状况或客观条件称为状态 ，是不可控因素 ．

在例 １６ ．１ ．１中 ，每个阶段的状态为该阶段初始点的集合 ．描述每个阶段状态的变量称为

状态变量 ．以下用 sk 表示第 k阶段的状态变量 ．sk 的全体可取值组成的集合 ，称为第 k阶
段允许状态集合 ，用大写的 Sk 表示 ．例 １６ ．１ ．１中 ，S１ ＝ ｛A｝ ，S２ ＝ ｛B１ ，B２ ｝ ，S３ ＝ ｛C１ ，C２ ，

C３ ｝ ，S４ ＝ ｛D１ ，D２ ｝ ．

动态规划中定义的状态应具有下列性质 ：某个阶段的状态给定（即状态变量赋值）后 ，

这个阶段以后过程的发展不受这个阶段以前各阶段状态的影响 ，这种性质称为无后效性 ．

3 ．决策

一个阶段的状态确定后 ，可以作出不同的选择 ，从而演变到下一阶段的某个状态 ，如

在例 １６ ．１ ．１中 ，若第 ２阶段状态变量 s２ 取值 B１ ，则接下去可以选择 C１ 和 C２ ，这种选择

称为决策 ．描述决策的变量称为决策变量 ．这里用 uk （sk ）表示第 k阶段状态变量取值 sk 时
的决策变量 ．给定状态变量的取值 sk 后 ，决策变量 uk （sk ）全体可取值组成的集合称为第 k
阶段从 sk 出发的允许决策集合 ，用 Dk （sk ）表示 ．例 １６ ．１ ．１中从 B１ 出发的允许决策集合

D２ （B１ ）＝ ｛C１ ，C２ ｝ ．

4 ．策略

由决策组成的序列称为策略 ．从初始状态 s１ 开始 ，由各阶段的决策 uk （ sk ）
（k ＝ １ ，２ ，⋯ ，n）组成的序列称为全过程策略 ，简称为策略 ，一般记作 p１ ，n （s１ ） ，即 p１ ，n （s１ ） ＝
｛u１ （s１ ） ，u２ （s２ ） ，⋯ ，un （sn）｝ ．从第 k阶段开始到终止状态的过程称为后部子过程（或称 k
子过程） ．由 k子过程各阶段的决策组成的序列称为 k 子过程策略 ，简称为子策略 ，记作

pk ，n （sk ） ，即 pk ，n （sk ）＝ ｛uk （sk ） ，uk ＋ １ （sk ＋ １ ） ，⋯ ，un （sn ）｝ ．实际问题中 ，可供选择的策略有一

定范围 ，称此范围为允许策略集合 ，记作 Pk ，n （sk ）（k ＝ １ ，２ ，⋯ ，n － １） ．允许策略集合中达

到最优效果的策略称为最优策略 ．

5 ．状态转移方程

若第 k阶段的状态 sk 和决策 uk 给定 ，则第 k ＋ １阶段的状态 sk ＋ １随之而定 ，sk ＋ １与 sk ，
uk 之间存在函数关系 ，记作

sk＋ １ ＝ T（sk ，uk ） ，

称此关系为状态转移方程 ．
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例 １６ ．１ ．１中 ，状态转移方程为 sk ＋ １ ＝ uk （sk ） ．

6 ．指标函数

指标函数是衡量过程优劣的数量指标 ，它是定义在全过程和所有后部子过程上的数
量函数 ．下面用 V １ ，n （s１ ，p１ ，n）表示初始状态为 s１ 采取策略 p１ ，n时全过程的指标函数值 ．用

V k ，n （sk ，pk ，n ）表示在第 k阶段状态为 sk 采用策略 p k ，n时 ，后部子过程的指标函数值 ．显然 ，

对于给定的状态 sk ，指标函数值随策略改变 ，采用不同的策略可以得出不同的指标函数

值 ．指标函数取得最优值（最大值或最小值）时 ，相应的策略称为最优策略 ．最优指标函数

记作 f k （sk ） ，它与指标函数 V k ，n （sk ，pk ，n ）间的关系为
f k （sk ） ＝ opt

pk ，n ∈ Pk ，n（sk）
V k ，n（sk ，pk ，n ） ，

其中 Pk ，n （sk ）表示以 sk 为起始状态的允许子策略集合 ，opt表示取最优值 ．

指标函数应具有可分离性 ，并满足递推关系 ，即 V k ，n可表示成 sk ，uk 和 V k ＋ １ ，n的函数 ，

常见的指标函数的形式有下面两种 ，其中 v j （sj ，uj ）是第 j阶段的阶段指标 ．

（１） V k ，n ＝ ∑
n

j ＝ k
v j （sj ，uj ） ，

（２） V k ，n ＝ ∏
n

j ＝ k
v j （sj ，uj ） ．

7 ．最优策略和最优轨线

使指标函数 V k ，n （sk ，pk ，n ）达到最优值的策略 p 倡
k ，n称为第 k后部子过程中的最优策略 ，

使指标函数 V １ ，n （s１ ，p１ ．n ）达到最优值的策略 p 倡
１ ，n称为全过程中的最优策略 ，简称为最优

策略 ．

按最优策略 p 倡
１ ，n和状态转移方程 s 倡

k ＋ １ ＝ T（s倡k ，u倡
k ）得出的状态序列 s倡１ ，s倡２ ，⋯ ，s倡n＋ １称

为最优轨线 ．

16 ．2 　动态规划的基本定理和基本方程

16 ．2 ．1 　基本定理
　 　首先介绍动态规划的最优性定理 ．

定理 16 ．2 ．1 　对于给定的初始状态 s１ ，策略 p 倡
１ ，n ＝ u倡

１ ，u倡
２ ，⋯ ，u倡

n ∈ P１ ，n （s１ ）是最
优策略的充分必要条件是 ，对于任意的 k（１ ＜ k ＜ n） ，有

V １ ．n （s１ ，p 倡
１ ，n ） ＝ opt

p
１ ，k－１ ∈ P

１ ，k－１ （s１ ）
V １ ，k－１ （s１ ，p１ ，k－１ ） ＋ opt

p k ，n ∈ Pk ，n（珋sk ）
V k ，n（珋sk ，pk ，n ） ，
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其中 p１ ，n ＝ （p１ ，k － １ ，pk ，n ） ，珋sk 是由初始状态 s１ 和子策略 p１ ，k － １确定的第 k阶段状态 ．

证明 　先证必要性 ．设 p 倡
１ ，n是最优策略 ，由于指标函数有可分离性 ，对任一个 k有

V １ ，n （s１ ，p 倡
１ ，n ）＝ opt

p
１ ，n ∈ P

１ ，n（s１ ）
V １ ，n （s１ ，p１ ，n）

＝ opt
p
１ ，n ∈ P

１ ，n（s１ ）
｛V １ ，k－１ （s１ ，p１ ，k－１ ） ＋ V k ，n （珋sk ，pk ，n ）｝ ，

其中 珋sk 与前部子策略 p１ ，k － １对应 ．每个子策略 p１ ，k － １对应一个确定的 珋sk ，以此 珋sk 为起始点
有一个允许子策略集合 ，记作 Pk ，n（珋sk ） ．在集合 P１ ，n （s１ ）上求最优解 ，等价于先在与某一允

许子策略 p１ ，k － １ ∈ P１ ，k － １ （s１ ）对应的子策略集合 Pk ，n （珋sk ）上求最优解 ，然后再求这些子最

优解在集合 P１ ，k － １ （s１ ）上的最优解 ，否则将产生矛盾 ．因此上式可以写成

V １ ，n（s１ ，p 倡
１ ，n）＝ opt

p
１ ，k－１ ∈ P

１ ，k－１ （s１ ）
opt

pk ，n ∈ Pk ，n（珋sk ）
V １ ，k－１ （s１ ，p１ ，k－１ ） ＋ V k ，n （珋sk ，pk ，n ）

＝ opt
p
１ ，k－１ ∈ P

１ ，k－１ （s１ ）
V １ ，k－１ （s１ ，p１ ，k－１ ） ＋ opt

pk ，n ∈ Pk ，n（珋sk）
V k ，n （珋sk ，pk ，n） ．

　 　再证充分性 ．设允许策略 p 倡
１ ，n使定理中条件成立 ，下面证明 p 倡

１ ，n是最优策略 ．

设 p１ ，n ＝ （p１ ，k － １ ，pk ，n ） ∈ P１ ，n （s１ ）是任一个允许策略 ，对极大化问题则有

V １ ，n （s１ ，p１ ，n） ＝ V １ ，k－１ （s１ ，p１ ，k－１ ） ＋ V k ，n （珋sk ，pk ，n ）

≤ V １ ，k－１ （s１ ，p１ ，k－１ ） ＋ max
pk ，n ∈ Pk ，n（珋sk）

V k ，n （珋sk ，pk ，n ）

≤ max
p
１ ，k－１ ∈ P

１ ，k－１ （s１ ）
V １ ，k－１ （s１ ，p１ ，k－１ ） ＋ max

pk ，n ∈ Pk ，n（珋sk ）
V k ，n （珋sk ，pk ，n） ．

根据假设 ，上式右端正是 V １ ，n（s１ ，p 倡
１ ，n ） ，因此 p 倡

１ ，n是最优策略 ．

在充分性的证明中 ，若为极小化问题 ，只需把不等号的方向改变 ．

定理 16 ．2 ．2 　若允许策略 p 倡
１ ，n是最优策略 ，则对任意的 k（１ ＜ k ＜ n） ，子策略 p 倡

k ，n对以

s倡k ＝ T（s倡k － １ ，u倡
k － １ ）为起点的 k到 n子过程来说 ，必是最优策略 ．

显然 ，定理 １６ ．２ ．２是定理 １６ ．２ ．１的必要性命题 ．这个定理实际上就是 R ．Bellman等
人于 ２０世纪 ５０年代提出的最优性原理 ，即一个最优策略的子策略总是最优的 ．

16 ．2 ．2 　基本方程
根据最优指标函数的定义及定理 １６ ．２ ．１ ，必有

f k （sk ）＝ opt
pk ，n ∈ Pk ，n（sk）

V k ，n （sk ，pk ，n ）

＝ opt
pk ，n ∈ Pk ，n（sk）

vk （sk ，uk ） ＋ V k＋ １ ，n （sk＋ １ ，pk＋ １ ，n ）

＝ opt
uk ∈ Dk（sk）

vk （sk ，uk ） ＋ opt
pk＋ １ ，n ∈ Pk＋ １ ，n（sk＋ １ ）

V k＋ １ ，n（sk＋ １ ，pk＋ １ ，n）
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＝ opt
uk ∈ Dk（sk ）

vk （sk ，uk ） ＋ f k＋ １ （sk＋ １ ） ．

　 　根据以上分析 ，得到基本方程

f k （sk ） ＝ opt
uk ∈ Dk（sk）

vk （sk ，uk ） ＋ f k＋ １ （sk＋ １ ） ，　 k ＝ n ，n － １ ，⋯ ，１ ，

终端条件为 f n＋ １ （sn＋ １ ） ＝ ０ ．

16 ．3 　逆推解法和顺推解法
下面介绍运用基本方程求最优策略的逆推解法 ．

16 ．3 ．1 　逆推解法
假设初始状态为 s１ ，状态转移方程 sk ＋ １ ＝ T（sk ，uk ） ．逆推解法的计算步骤是 ，利用已

知条件 ，从 k ＝ n开始由后向前推算 ，求得各阶段的最优决策和最优指标函数 ，最后算出

f １ （s１ ）时便得到最优指标函数值 ．然后 ，再从 k ＝ １ 开始 ，利用状态转移方程 sk ＋ １ ＝ T（sk ，
uk ）确定最优轨线 s倡１ ，s倡２ ，⋯ ，s倡n＋ １和最优策略 u倡

１ ，u倡
２ ，⋯ ，u倡

n ．

下面举例说明逆推解法 ．

例 16 ．3 ．1 　用逆推解法求解例 １６ ．１ ．１ ．

解 　初始状态 s１ ＝ A ，状态转移方程 sk ＋ １ ＝ uk （sk ） ．s２ 有两个可取值 B１ 和 B２ ，s３ 有 ３

个可取值 C１ 、C２ 和 C３ ，s４ 有两个可取值 D１ 和 D２ ，s５ ＝ E ．最优指标函数是各地到 E的最
小路程 ．用 k表示阶段变量 ．

当 k ＝ ４时 ，有

f４ （D１ ） ＝ ８ ，　 u４ （D１ ） ＝ E ；　 f４ （D２ ） ＝ ４ ，　 u４ （D２ ） ＝ E ；

　 　当 k ＝ ３时 ，有

f３ （C１ ） ＝ min ６ ＋ f４ （D１ ） ，５ ＋ f ４ （D２ ） ＝ min ６ ＋ ８ ，５ ＋ ４ ＝ ９ ，　 u３ （C１ ） ＝ D２ ；

f３ （C２ ） ＝ min ２ ＋ f４ （D１ ） ，３ ＋ f ４ （D２ ） ＝ min ２ ＋ ８ ，３ ＋ ４ ＝ ７ ，　 u３ （C２ ） ＝ D２ ；

f３ （C３ ） ＝ min ８ ＋ f４ （D１ ） ，５ ＋ f ４ （D２ ） ＝ min ８ ＋ ８ ，５ ＋ ４ ＝ ９ ，　 u３ （C３ ） ＝ D２ ；

　 　当 k ＝ ２时 ，有

f２ （B１ ） ＝ min ２ ＋ f３ （C１ ） ，３ ＋ f３ （C２ ） ＝ min ２ ＋ ９ ，３ ＋ ７ ＝ １０ ，　 u２ （B１ ） ＝ C２ ；

f２ （B２ ） ＝ min ４ ＋ f３ （C１ ） ，５ ＋ f３ （C３ ） ＝ min ４ ＋ ９ ，５ ＋ ９ ＝ １３ ，　 u２ （B２ ） ＝ C１ ；

　 　当 k ＝ １时 ，有

f１ （A） ＝ min ５ ＋ f２ （B１ ） ，３ ＋ f２ （B２ ） ＝ min ５ ＋ １０ ，３ ＋ １３ ＝ １５ ，　 u１ （A） ＝ B１ ．
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　 　于是 ，由 A 到 E的最短路程 f １ （A）＝ １５ ．

利用最优决策序列 u１ （A） ＝ B１ ，u２ （B１ ） ＝ C２ ，u３ （C２ ） ＝ D２ ，u４ （D２ ） ＝ E得出最优轨
线 ，即最短路线是

A → B１ → C２ → D２ → E ．

　 　例 16 ．3 ．2（资源分配问题） 　 设某单位将 ６套设备分配给 A 、B 、C 三个用户 ，每个用

户分配设备数量与可获利润（单位 ：万元）如表 １６ ．３ ．１所示 ．

　 　表 　 16 ．3 ．1

设备数 A B C
０ 櫃０ 槝０ 棗０ 枛
１ 櫃４ 槝３ 棗５ 枛
２ 櫃９ 槝８ 棗１０ 枛
３ 櫃１２ 槝１１ 棗１２ 枛
４ 櫃１４ 槝１５ 棗１４ 枛
５ 櫃１６ 槝１７ 棗１６ 枛
６ 櫃１９ 槝１８ 棗１７ 枛

试问怎样分配 ６套设备才能使总利润最大 ？

解 　问题可归结为多阶段决策过程最优化 ，按用户划分为 ３个阶段 ，A ，B ，C三个用
户分别编号为 １ ，２ ，３ ．状态变量 sk 表示分配给第 k 个用户到第 n（n＝ ３）个用户的设备数 ．

决策变量 uk 表示分配给第 k个用户的设备数 ．

基本方程为

f k （sk ） ＝ max
０ ≤ uk ≤ sk
uk是整数

［vk （uk ） ＋ f k＋ １ （sk＋ １ ）］ ，　 k ＝ ３ ，２ ，１ ，

f４ （s４ ） ＝ ０ ．

　 　状态转移方程为

sk＋ １ ＝ sk － uk ．

　 　下面用逆推解法 ，分 ３个阶段求解 ，阶段指标 vk （uk ）如表 １６ ．３ ．１所示 ．

表 　 16 ．3 ．2

s３ F０ 乔１ 槝２ i３ :４  ５ 苘６ �
u倡
３ @０ 乔１ 槝２ i３ :４  ５ 苘６ �

f３ （s３ ） ０ 乔５ 槝１０ �１２ Q１４ "１６ 篌１７ 哪
　 　当 k ＝ ３时 ，f ３ （s３ ） ＝ max ［v３ （u３ ） ＋ f４ （s４ ）］ ＝ v３ （u３ ） ，u３ ＝ s３ ，由表 １６ ．３ ．２给出 ，u倡

３
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是分配给第 ３个用户的设备套数 ．

当 k ＝ ２时 ，f ２ （s２ ） ＝ max［v２ （u２ ） ＋ f ３ （s３ ）］ ，状态转移方程是 s３ ＝ s２ － u２ ，计算结果列

于表 １６ ．３ ．３ ．

　 　 表 　 16 ．3 ．3

u２
s２ )

v２ （u２ ）＋ f３ （s３ ）

０ 摀１ d２ 5３  ４ 鬃５ è６ yf２ （s２ ） u倡
２  

０  ０ 摀０ 眄０  
１  ０ ＋ ５ 儋３ ＋ ０ *５ 眄０  
２  ０ ＋ １０ 痧３ ＋ ５ *８ ＋ ０ {１０  ０  
３  ０ ＋ １２ 痧３ ＋ １０ 亮８ ＋ ５ {１１ ＋ ０ c１３  １ ，２ 8
４  ０ ＋ １４ 痧３ ＋ １２ 亮８ ＋ １０ 拻１１ ＋ ５ c１５ ＋ １０ K１８  ２  
５  ０ ＋ １６ 痧３ ＋ １４ 亮８ ＋ １２ 拻１１ ＋ １０ z１５ ＋ ５ 4１７ ＋ ０  ２１  ３  
６  ０ ＋ １７ 痧３ ＋ １６ 亮８ ＋ １４ 拻１１ ＋ １２ z１５ ＋ １０ K１７ ＋ ５  １８ ＋ ０ 种２５  ４  

　 　当 k ＝ １时 ，f １ （s１ ） ＝ max［v１ （u１ ） ＋ f ２ （s２ ）］ ，s２ ＝ s１ － u１ ，计算结果列于表 １６ ．３ ．４ ．

表 　 16 ．3 ．4

u１
s１ )

v１ （u１ ）＋ f２ （s２ ）

０ 摀１ d２ 5３  ４ 鬃５ è６ yf１ （s１ ） u倡
１  

６  ０ ＋ ２５ 痧４ ＋ ２１ 亮９ ＋ １８ 拻１２ ＋ １３ z１４ ＋ １０ K１６ ＋ ５  １９ ＋ ０ 种２７  ２  
　 　再由前向后顺推 ，确定分配方案 ．由表 １６ ．３ ．４知 ，u倡

１ ＝ ２ ，s１ ＝ ６ ，因此 s２ ＝ s１ － u倡
１ ＝

６ － ２ ＝ ４ ；当 s２ ＝ ４ 时 ，由表 １６ ．３ ．３ 知 ，u倡
２ ＝ ２ ，s３ ＝ s２ － u倡

２ ＝ ４ － ２ ＝ ２ ；当 s３ ＝ ２ 时 ，由

表 １６ ．３ ．２知 ，u倡
３ ＝ ２ ．综上所述 ，当 u倡

１ ＝ ２ ，u倡
２ ＝ ２ ，u倡

３ ＝ ２时 ，即 ６套设备分配给每个用户

各 ２套时 ，总利润最大 ．最大利润为 ２７万元 ．

16 ．3 ．2 　顺推解法
设阶段变量 k和状态变量 sk 的定义不变 ．顺推解法与逆推解法的递推顺序正好相

反 ，在顺推解法中 ，从第一阶段开始 ，利用状态转移方程

sk ＝ 珦T（sk＋ １ ，uk ） ，　 k ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ，

由前向后推算 ．递推方程是

f k （sk＋ １ ） ＝ opt
uk ∈ 珦Dk（sk＋ １ ）

｛vk （sk＋ １ ，uk ） ＋ f k－１ （sk ）｝ ，　 k ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ，

始端条件 ：f ０ （s１ ） ＝ ０ ，
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最优指标函数 f k （sk ＋ １ ）表示第 k阶段末的结束状态为 sk ＋ １ ，从第 １阶段到第 k阶段的最优
值 ．集合 珦Dk （sk ＋ １ ）是由 sk ＋ １确定的允许决策集合 ，即在第 k阶段中可将状态 sk 转移到状态
sk ＋ １的允许决策集合 ．vk （sk ＋ １ ，uk ）是在第 k阶段的阶段指标 ．

例 16 ．3 ．3 　用顺推解法求解例 １６ ．１ ．１（参见图 １６ ．１ ．１） ．

解 　始端条件是 f０ （A）＝ ０ ，下面给出推算过程 ．

当 k ＝ １时 ，有

f１ （B１ ） ＝ ５ ，　 u１ （B１ ） ＝ A ；

f１ （B２ ） ＝ ３ ，　 u１ （B２ ） ＝ A ．

　 　当 k ＝ ２时 ，有

f２ （C１ ） ＝ min ２ ＋ f １ （B１ ） ，４ ＋ f １ （B２ ）

＝ min ２ ＋ ５ ，４ ＋ ３ ＝ ７ ，　 u２ （C１ ） ＝ B１ 或 B２ ．

f２ （C２ ） ＝ ３ ＋ f１ （B１ ） ＝ ３ ＋ ５ ＝ ８ ，　 u２ （C２ ） ＝ B１ ，

f２ （C３ ） ＝ ５ ＋ f１ （B２ ） ＝ ５ ＋ ３ ＝ ８ ，　 u２ （C３ ） ＝ B２ ．

　 　当 k ＝ ３时 ，有

f３ （D１ ） ＝ min ６ ＋ f２ （C１ ） ，２ ＋ f２ （C２ ） ，８ ＋ f ２ （C３ ）

＝ min ６ ＋ ７ ，２ ＋ ８ ，８ ＋ ８ ＝ １０ ，　 u３ （D１ ） ＝ C２ ，

f３ （D２ ） ＝ min ５ ＋ f２ （C１ ） ，３ ＋ f２ （C２ ） ，５ ＋ f ２ （C３ ）

＝ min ５ ＋ ７ ，３ ＋ ８ ，５ ＋ ８ ＝ １１ ，　 u３ （D２ ） ＝ C２ ．

　 　当 k ＝ ４时 ，有

f４ （E） ＝ min ８ ＋ f３ （D１ ） ，４ ＋ f３ （D２ ） ＝ min ８ ＋ １０ ，４ ＋ １１ ＝ １５ ，　 u４ （E） ＝ D２ ．

　 　最优决策序列为 u４ （E）＝ D２ ，u３ （D２ ） ＝ C２ ，u２ （C２ ） ＝ B１ ，u１ （B１ ） ＝ A ．所以 ，最优路线

为 A → B１ → C２ → D２ → E ．

16 ．4 　动态规划与静态规划的关系
动态规划和静态规划研究的对象 ，本质上都是条件极值问题 ．两种规划在很多情况下

可以互相转化 ．

一方面 ，动态规划可以看作求决策变量 u１ ，u２ ，⋯ ，un ，使指标函数 V １ ，n （s１ ，u１ ，⋯ ，sn ，

un）达到最优的极值问题 ，把状态转移方程 ，端点条件 ，允许状态集合 ，允许决策集合等作

为约束条件 ，从而用静态规划的方法来求解 ．另一方面 ，一些静态规划只要适当引入阶段

变量 ，状态变量 ，决策变量等 ，就可以用动态规划方法来求解 ．

动态规划法能够求出全局最优解 ，有时可以得到一族最优解 ，而且能够利用经验提高
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求解效率 ．下面给出几例 ，说明如何用动态规划法求解静态规划问题 ．

例 16 ．4 ．1 　用动态规划的逆推解法求解下列非线性规划 ：

max 　 ８ x２１ ＋ ４ x２２ ＋ x３３
s ．t ．　 ２ x１ ＋ x２ ＋ １０ x３ ＝ １０ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

　 　解 　先划分阶段 ，确定状态变量 ，决策变量和状态转移方程 ，将非线性规划改写成多

阶段决策过程最优化 ．按变量个数划分阶段 ，把上述规划看作 ３ 阶段决策过程最优化问

题 ．设状态变量为 s１ ，s２ ，s３ ，s４ ．如果把约束条件看作资源限制 ，则 sk 表示分配给第 k 阶段
到最后阶段的资源数量 ，显然 s１ ＝ １０ ．原有变量 x１ ，x２ ，x３ 作为决策变量 ．状态转移方程

为 ：０ ＝ s４ ＝ s３ － １０ x３ ，s３ ＝ s２ － x２ ，s２ ＝ s１ － ２ x１ ，指标函数 V k ，３ ＝ ∑
３

i ＝ k
v i （xi） ，其中 v１ （x１ ） ＝

８ x２１ ，v２ （x２ ）＝ ４ x２２ ，v３ （x３ ）＝ x３３ ．基本方程为

f k （sk ） ＝ max
xk ∈ Dk（sk）

｛vk （xk ） ＋ f k＋ １ （sk＋ １ ）｝ ，　 k ＝ ３ ，２ ，１ ，

f４ （s４ ） ＝ ０ ，

其中 Dk （sk ）是从 sk 出发的允许决策集合 ．

当 k ＝ ３时 ，有

f３ （s３ ） ＝ max
x
３
＝

１
１０

s
３

｛v３ （x３ ） ＋ f ４ （s４ ）｝ ＝ max
x
３
＝

１
１０

s
３

x３３ ＝
１

１０
３ s３３ ，　 x 倡

３ ＝
１
１０

s３ ．

　 　当 k ＝ ２时 ，有

f２ （s２ ）＝ max
０ ≤ x

２
≤ s

２

｛v２ （x２ ） ＋ f３ （s３ ）｝ ＝ max
０ ≤ x

２
≤ s

２

｛４ x２２ ＋
１

１０
３ s３３ ｝

＝ max
０ ≤ x

２
≤ s

２

４ x２２ ＋
１

１０
３ （s２ － x２ ）３ ，

记 g（x２ ） ＝ ４ x２２ ＋ １

１０
３ （s２ － x２ ）３ ，则有 g′（x２ ） ＝ ８ x２ －

３

１０
３ （s２ － x２ ）２ ，g″（x２ ） ＝ ８ ＋

６

１０
３ （s２ －

x２ ）＞ ０ ，所以 g（x２ ）是凸函数 ，极大值必在［０ ，s２ ］的区间端点达到 ．显然 ，极大点 x 倡
２ ＝ s２ ，

f ２ （s２ ） ＝ ４ s２２ ．

当 k ＝ １时 ，有

f１ （s１ ） ＝ max
０ ≤ x

１
≤

１
２
s
１

｛v１ （x１ ） ＋ f２ （s２ ）｝ ＝ max
０ ≤ x

１
≤

１
２
s
１

｛８ x２１ ＋ ４（s１ － ２ x１ ）２ ｝ ，

最大值点 x 倡
１ ＝ ０ ，最大值 f １ （s１ ）＝ ４ s２１ ＝ ４００ ．

再由前向后推 ．由 s１ ＝ １０ ，x 倡
１ ＝ ０ ，得到 s２ ＝ s１ － ２ x 倡

１ ＝ １０ ．由 s２ ＝ １０ ，x 倡
２ ＝ s２ ＝ １０ ，利

用状态转移方程得到 s３ ＝ s２ － x 倡
２ ＝ １０ － １０ ＝ ０ ，x 倡

３ ＝
１
１０

s３ ＝ ０ ．问题的最优解是 ：x 倡
１ ＝ ０ ，

x 倡
２ ＝ １０ ，x 倡

３ ＝ ０ ，最优值 f１ （s１ ） ＝ ４００ ．

064 第 １６章 　动态规划简介



例 16 ．4 ．2 　用动态规划的顺推解法求解例 １６ ．４ ．１ ：

max 　 ８ x２１ ＋ ４ x２２ ＋ x３３
s ．t ．　 ２ x１ ＋ x２ ＋ １０ x３ ＝ １０ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

　 　解 　将非线性规划转化为 ３ 阶段决策过程最优化 ．设状态变量为 s１ ，s２ ，s３ ，s４ ，其中

s４ ＝ １０ ，表示分配给 ３个阶段的总资源 ．状态转移方程是 ：s１ ＝ s２ － ２ x１ ，s２ ＝ s３ － x２ ，s３ ＝
１０ － １０ x３ ．顺推解法的基本方程是

f k （sk＋ １ ） ＝ max
xk ∈ 珦Dk（sk＋ １ ）

｛vk （xk ） ＋ f k－１ （sk ）｝ ，　 k ＝ １ ，２ ，３ ，

f０ （s１ ） ＝ ０ ．

　 　当 k ＝ １时 ，有

f１ （s２ ） ＝ max
０ ≤ x

１
≤

１
２
s
２

｛８ x２１ ＋ f０ （s１ ）｝ ＝ max
０ ≤ x

１
≤

１
２
s
２

８ x２１ ＝ ２s２２ ，　 x 倡
１ ＝

１
２
s２ ．

　 　当 k ＝ ２时 ，有

f ２ （s３ ） ＝ max
０ ≤ x

２
≤ s

３

｛４ x２２ ＋ f１ （s２ ）｝ ＝ max
０ ≤ x

２
≤ s

３

｛４ x２２ ＋ ２（s３ － x２ ）２ ｝

＝ ４s２３ ，　 x 倡
２ ＝ s３ ．

　 　当 k ＝ ３时 ，有

f３ （s４ ）＝ max
０ ≤ x

３
≤ １
｛ x３３ ＋ f２ （s３ ）｝ ＝ max

０ ≤ x
３
≤ １
｛ x３３ ＋ ４（１０ － １０ x３ ）２ ｝

＝ ４００ ，　 x 倡
３ ＝ ０ ．

　 　再由后向前推 ，

s３ ＝ １０ － １０ x 倡
３ ＝ １０ ，x 倡

２ ＝ s３ ＝ １０ ，s２ ＝ s３ － x 倡
２ ＝ ０ ，x 倡

１ ＝
１
２
s２ ＝ ０ ．

最优解为 x 倡
１ ＝ ０ ，x 倡

２ ＝ １０ ，x 倡
３ ＝ ０ ，最大值为 f３ （s４ ） ＝ ４００ ．

例 16 ．4 ．3 　设有一辆汽车 ，最多可装载 ７t ，今欲装载甲 、乙 、丙 ３种货物 ，每件货物的

重量和价值如表 １６ ．４ ．１所示 ，问如何装载可使总价值最大 ．

表 　 16 ．4 ．1

甲 乙 丙

每件重量／t １ 槝２ 棗３ 枛
每件价值 ２ 槝５ 棗８ 枛

　 　解 　设甲 、乙 、丙的装载量分别为 x１ ，x２ ，x３ 件 ．问题可表达为下列整数规划 ：

max 　 ２ x１ ＋ ５ x２ ＋ ８ x３
s ．t ．　 x１ ＋ ２ x２ ＋ ３ x３ ≤ ７ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ，　 且为整数 ．
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　 　下面用动态规划方法来求解 ．按货物种类甲 、乙 、丙划分为 ３个阶段 ．用逆推解法 ．状

态变量 sj 表示装载第 j 种至第 ３ 种货物总重量 ，决策变量为 x１ ，x２ ，x３ ．状态转移方程有
s１ ≤ ７ ，s２ ＝ s１ － x１ ，s３ ＝ s２ － ２ x２ ．最优值函数 f k （s）是总重量不超过 s（单位 ：t）时装载第 k
种至第 ３种货物的最大价值 ．显然 ，f１ （７）是所求的最大总价值 ．

f１ （７）＝ max
x
１
＋ ２ x

２
＋ ３ x

３
≤ ７

x
１
，x
２
，x
３
≥ ０且为整数

｛２ x１ ＋ ５ x２ ＋ ８ x３ ｝ ＝ max
２ x

２
＋ ３ x

３
≤ ７ － x

１

x
１
，x
２
，x
３
≥ ０且为整数

｛２ x１ ＋ ５ x２ ＋ ８ x３ ｝

＝ max
７ － x

１
≥ ０

x
１
≥ ０且为整数

｛２ x１ ＋ max
２ x

２
＋ ３ x

３
≤ ７ － x

１

x
２
，x
３
≥ ０且为整数

（５ x２ ＋ ８ x３ ）｝ ＝ max
０ ≤ x

１
≤ ７

x
１
为整数

｛２ x１ ＋ f２ （７ － x１ ）｝

＝ max｛０ ＋ f２ （７） ，２ ＋ f２ （６） ，４ ＋ f ２ （５） ，６ ＋ f２ （４） ，

　 　 　 ８ ＋ f２ （３） ，１０ ＋ f２ （２） ，１２ ＋ f ２ （１） ，１４ ＋ f２ （０）｝ ， （１６ ．４ ．１）

其中

f２ （７）＝ max
２ x

２
＋ ３ x

３
≤ ７

x
２
，x
３
≥ ０ ，整数

｛５ x２ ＋ ８ x３ ｝ ＝ max
３ x

３
≤ ７ －２ x

２

x
２
，x
３
≥ ０ ，整数

｛５ x２ ＋ ８ x３ ｝

＝ max
７ －２ x

２
≥ ０

x
２
≥ ０ ，整数

｛５ x２ ＋ f ３ （７ － ２ x２ ）｝

＝ max｛０ ＋ f ３ （７） ，５ ＋ f３ （５） ，１０ ＋ f３ （３） ，１５ ＋ f３ （１）｝ ， （１６ ．４ ．２）

f２ （６）＝ max
２ x

２
＋ ３ x

３
≤ ６

x
２
，x
３
≥ ０ ，整数

｛５ x２ ＋ ８ x３ ｝ ＝ max
３ x

３
≤ ６ －２ x

２

x
２
，x
３
≥ ０ ，整数

｛５ x２ ＋ ８ x３ ｝

＝ max
６ －２ x

２
≥ ０

x
２
≥ ０ ，整数

｛５ x２ ＋ f ３ （６ － ２ x２ ）｝

＝ max｛０ ＋ f ３ （６） ，５ ＋ f３ （４） ，１０ ＋ f３ （２） ，１５ ＋ f３ （０）｝ ， （１６ ．４ ．３）

依此类推 ，可以得到
f２ （５） ＝ max｛０ ＋ f３ （５） ，５ ＋ f ３ （３） ，１０ ＋ f３ （１）｝ ， （１６ ．４ ．４）

f２ （４） ＝ max｛０ ＋ f３ （４） ，５ ＋ f ３ （２） ，１０ ＋ f３ （０）｝ ， （１６ ．４ ．５）

f２ （３） ＝ max｛０ ＋ f３ （３） ，５ ＋ f ３ （１）｝ ， （１６ ．４ ．６）

f２ （２） ＝ max｛０ ＋ f３ （２） ，５ ＋ f ３ （０）｝ ， （１６ ．４ ．７）

f２ （１） ＝ ０ ＋ f ３ （１） ， （１６ ．４ ．８）

f２ （０） ＝ ０ ． （１６ ．４ ．９）

　 　从以上分析中可知 ，应先计算出 f３ （s）各值 ，再计算 f２ （s） ，最后求出 f １ （s） ．f３ （s）计
算如下 ：

f３ （７） ＝ max
３ x

３
≤ ７

x
３
≥ ０ ，整数

８ x３ ＝ １６ ，　 x３ ＝
７
３

＝ ２ ， （１６ ．４ ．１０）

f３ （６） ＝ max
３ x

３
≤ ６

x
３
≥ ０ ，整数

８ x３ ＝ １６ ，　 x３ ＝ ２ ， （１６ ．４ ．１１）

264 第 １６章 　动态规划简介



f３ （５）＝ max
３ x

３
≤ ５

x
３
≥ ０ ，整数

８ x３ ＝ ８ ，　 x３ ＝
５
３

＝ １ ， （１６ ．４ ．１２）

f３ （４）＝ max
３ x

３
≤ ４

x
３
≥ ０ ，整数

８ x３ ＝ ８ ，　 x３ ＝
４
３

＝ １ ， （１６ ．４ ．１３）

f３ （３）＝ max
３ x

３
≤ ３

x
３
≥ ０ ，整数

８ x３ ＝ ８ ，　 x３ ＝ １ ， （１６ ．４ ．１４）

f３ （２）＝ f３ （１） ＝ f３ （０） ＝ ０ ，　 x３ ＝ ０ ． （１６ ．４ ．１５）

　 　将上面求出的 f ３ （s）代入 f２ （s）各式 ，即代入（１６ ．４ ．２）式 ～ （１６ ．４ ．８）式 ，则有

f２ （７） ＝ max｛０ ＋ １６ ，５ ＋ ８ ，１０ ＋ ８ ，１５ ＋ ０｝ ＝ １８ ，　 x２ ＝ ２ ，

f２ （６） ＝ max｛０ ＋ １６ ，５ ＋ ８ ，１０ ＋ ０ ，１５ ＋ ０｝ ＝ １６ ，　 x２ ＝ ０ ，

f２ （５） ＝ max｛０ ＋ ８ ，５ ＋ ８ ，１０ ＋ ０｝ ＝ １３ ，　 x２ ＝ １ ，

f２ （４） ＝ max｛０ ＋ ８ ，５ ＋ ０ ，１０ ＋ ０｝ ＝ １０ ，　 x２ ＝ ２ ，

f２ （３） ＝ max｛０ ＋ ８ ，５ ＋ ０｝ ＝ ８ ，　 x２ ＝ ０ ，

f２ （２） ＝ ５ ，　 f２ （１） ＝ f ２ （０） ＝ ０

（１６ ．４ ．１６）

（１６ ．４ ．１７）

（１６ ．４ ．１８）

（１６ ．４ ．１９）

（１６ ．４ ．２０）

（１６ ．４ ．２１）

　 　最后 ，将（１６ ．４ ．１６）式 ～ （１６ ．４ ．２１）式求得的 f２ （s）代入 f１ （７）的表达式（１６ ．４ ．１） ：

f１ （７）＝ max｛０ ＋ １８ ，２ ＋ １６ ，４ ＋ １３ ，６ ＋ １０ ，８ ＋ ８ ，１０ ＋ ５ ，１２ ＋ ０ ，１４ ＋ ０｝

＝ １８ ，　 x１ ＝ ０或 x１ ＝ １ ． （１６ ．４ ．２２）

　 　由（１６ ．４ ．２２）式知 ，最优值为 １８ ，x 倡
１ ＝ ０或 １ ．

当 x 倡
１ ＝ ０时 ，s２ ＝ s１ － x 倡

１ ＝ s１ ≤ ７ ，由（１６ ．４ ．１６）式知 x 倡
２ ＝ ２ ；s３ ＝ s２ － ２ x 倡

２ ≤ ７ － ４ ＝ ３ ，

由（１６ ．４ ．１４）式知 ，f ３ （３） ＝ ８ ，x 倡
３ ＝ １ ．最优解（x 倡

１ ，x 倡
２ ，x 倡

３ ） ＝ （０ ，２ ，１） ．

若 x 倡
１ ＝ １ ，则 s２ ＝ s１ － x 倡

１ ≤ ７ － １ ＝ ６ ，由（１６ ．４ ．１７）式知 f２ （６） ＝ １６ ，x 倡
２ ＝ ０ ；s３ ＝ s２ －

x 倡
２ ≤ ６ － ０ ＝ ６ ，由（１６ ．４ ．１１）式知 ，f ３ （６）＝ １６ ，x 倡

３ ＝ ２ ．最优解（x 倡
１ ，x 倡

２ ，x 倡
３ ）＝ （１ ，０ ，２） ．

两组不同的装载方案 ，总价值均为 １８ ．

16 ．5 　函数迭代法
前面介绍的阶段数为 n的多阶段决策问题 ，称为定期多阶段决策问题 ．在实践中有些

决策问题阶段数不确定 ．从一个结点到另一个结点的最优子策略经过多少个弧段是未知

的 ，直到求解过程完毕才能确定 ．求解这类问题可用函数迭代法 ．这种方法用到下列基本

方程 ：

f （i）＝ min
１ ≤ j ≤ n

｛cij ＋ f （ j）｝ ，　 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n － １ ，

f （n）＝ ０ ，
（１６ ．５ ．１）
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其中 f （i）表示结点 i到结点 n的最小距离 ，f （ j）表示结点 j到结点 n的最小距离 ，cij是连
接结点 i和 j 的弧长度（费用） ．含义是 ，为求结点 i到结点 n的最小距离 ，先对每个结点

j ，计算结点 i到结点 j 的距离 ，加上结点 j 到结点 n的最小距离 ，计算结果中数值最小者

就是结点 i到结点 n的最小距离 ．参见图 １６ ．５ ．１ ．

图 　 １６ ．５ ．１

由于方程（１６ ．５ ．１）中 f （i）和 f （ j）都是未知量 ，

因此需要从已知条件出发 ，利用迭代方法逐步求出

最优解 ．下面介绍具体过程 ．

考虑具有 n个结点 １ ，２ ，⋯ ，n的网络 ，设结点 i
到结点 j 有弧段时 ０ ≤ cij ＜ ＋ ∞ ，当结点 i到结点 j
无弧段时 cij ＝ ＋ ∞ ．

迭代的基本思想是 ，先计算各结点经 １步（即经

一个弧段）到达结点 n的最短距离 ，再计算各结点经

２步（经两个弧段）到达结点 n的最短距离 ，依此类推 ．结点 i经 k 步（k个弧段）到达结点 n
的最短距离记作 f k （i） ．具体步骤如下 ：

（１）取初始函数 f１ （i）为各结点 i经 １步到达结点 n的最短距离 ，即

f１ （i） ＝
cin ，　 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n － １ ，

０ ，　 i ＝ n ．

　 　 （２）对于 k ＝ ２ ，３ ，⋯ ，求 f k （i） ：

f k （i） ＝
min
１ ≤ j ≤ n

｛cij ＋ f k－１ （ j）｝ ，　 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n － １ ，

０ ，　 i ＝ n ．
（１６ ．５ ．２）

　 　 （３）当计算到对所有 i＝ １ ，２ ，⋯ ，n ，均成立 f k ＋ １ （i）＝ f k （i）时停止 ．这时 ，f k （i）＝ f （i）

图 　 １６ ．５ ．２

满足方程（１６ ．５ ．１） ．迭代次数 k不会超过 n － １ ．达到最

优后 ，确定由各结点出发的最优决策 u倡
（i） ，从而得出各

结点到结点 n的最短路线 ．

理论上可以证明 ，用函数迭代法确定的函数序列

｛ f k （i）｝单调非增地收敛于 f （i） ．这里 ，证明从略 ．

例 16 ．5 ．1 　 设有 ５ 上结点连接成的一个线路网

（如图 １６ ．５ ．２） ，结点 i与结点 j 之间的距离 cij如图所

示 ，求各结点到结点 ５的最短距离和最短路线 ．

解 　当 k ＝ １时 ，初始函数 f１ （１）＝ ７ ，f１ （２）＝ ４ ，f１ （３）＝ １ ，f１ （４）＝ ５ ，f１ （５）＝ ０ ．

当 k ＝ ２时 ，求 f ２ （i） ：
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f２ （１）＝ min
j
｛c１ j ＋ f １ （ j）｝

＝ min｛c１１ ＋ f１ （１） ，c１２ ＋ f１ （２） ，c１３ ＋ f１ （３） ，c１４ ＋ f１ （４） ，c１５ ＋ f１ （５）｝
＝ min｛０ ＋ ７ ，１ ＋ ４ ，＋ ∞ ＋ １ ，３ ＋ ５ ，７ ＋ ０｝ ＝ ５ ，

f２ （２）＝ min
j
｛c２ j ＋ f １ （ j）｝

＝ min｛１ ＋ ７ ，０ ＋ ４ ，２ ＋ １ ，３ ＋ ５ ，４ ＋ ０｝ ＝ ３ ，

f２ （３）＝ min
j
｛c３ j ＋ f １ （ j）｝

＝ min｛＋ ∞ ＋ ７ ，２ ＋ ４ ，０ ＋ １ ，３ ＋ ５ ，１ ＋ ０｝ ＝ １ ，

f２ （４）＝ min
j
｛c４ j ＋ f １ （ j）｝

＝ min｛３ ＋ ７ ，３ ＋ ４ ，３ ＋ １ ，０ ＋ ５ ，５ ＋ ０｝ ＝ ４ ，

　 　当 k ＝ ３时 ，求 f ３ （i） ：

f ３ （１）＝ min
j
｛c１ j ＋ f２ （ j）｝

＝ min｛０ ＋ ５ ，１ ＋ ３ ，＋ ∞ ＋ １ ，３ ＋ ４ ，７ ＋ ０｝ ＝ ４ ，

f ３ （２）＝ min
j
｛c２ j ＋ f２ （ j）｝

＝ min｛１ ＋ ５ ，０ ＋ ３ ，２ ＋ １ ，３ ＋ ４ ，４ ＋ ０｝ ＝ ３ ，

f ３ （３）＝ min
j
｛c３ j ＋ f２ （ j）｝

＝ min｛＋ ∞ ＋ ５ ，２ ＋ ３ ，０ ＋ １ ，３ ＋ ４ ，１ ＋ ０｝ ＝ １ ，

f ３ （４）＝ min
j
｛c４ j ＋ f２ （ j）｝

＝ min｛３ ＋ ５ ，３ ＋ ３ ，３ ＋ １ ，０ ＋ ４ ，５ ＋ ０｝ ＝ ４ ．

　 　当 k ＝ ４时 ，求 f ４ （i） ：

f ４ （１）＝ min
j
｛c１ j ＋ f３ （ j）｝

＝ min｛０ ＋ ４ ，１ ＋ ３ ，＋ ∞ ＋ １ ，３ ＋ ４ ，７ ＋ ０｝ ＝ ４ ，

f ４ （２）＝ min
j
｛c２ j ＋ f３ （ j）｝

＝ min｛１ ＋ ４ ，０ ＋ ３ ，２ ＋ １ ，３ ＋ ４ ，４ ＋ ０｝ ＝ ３ ，

f ４ （３）＝ min
j
｛c３ j ＋ f３ （ j）｝

＝ min｛＋ ∞ ＋ ７ ，２ ＋ ３ ，０ ＋ １ ，３ ＋ ４ ，１ ＋ ０｝ ＝ １ ，

f ４ （４）＝ min｛c４ j ＋ f３ （ j）｝
＝ min｛３ ＋ ４ ，３ ＋ ３ ，３ ＋ １ ，０ ＋ ４ ，５ ＋ ０｝ ＝ ４ ．

　 　计算结果表明 ，结点 i到结点 ５的最短距离 f （i）分别是
f （１） ＝ ４ ，　 f （２） ＝ ３ ，　 f （３） ＝ １ ，　 f （４） ＝ ４ ．

　 　当 k ＝ ４时 ，在各结点的最优决策分别是

u倡
（１） ＝ ２ ，　 u倡

（２） ＝ ３ ，　 u倡
（３） ＝ ５ ，　 u倡

（４） ＝ ３ ．
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　 　从各结点 i出发到达终点 ５的最短路线是 ：① → ② → ③ → ⑤ ， ② → ③ → ⑤ ， ③ → ⑤ ，

④ → ③ → ⑤ ．

习 　 　题

１ ．假设有一个路网如下图所示 ，图中数字表示该路段的长度 ，求从 A 到 E的最短路
线及其长度 ．

２ ．分别用逆推解法及顺推解法求解下列各题 ：

　 　 （１） max 　 ２ x２１ ＋ ３ x２ ＋ ５ x３
s ．t ．　 ２ x１ ＋ ４ x２ ＋ x３ ＝ ８ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ；

（２） max 　 x２１ ＋ ８ x２ ＋ ３ x２３
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ＋ ２ x３ ≤ ６ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ；

　 　 （３） min 　 x１ ＋ x２２ ＋ ２ x３
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ＋ x３ ≥ １０ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ；

（４） max 　 x１ x２ x３
s ．t ．　 x１ ＋ x２ ＋ ２ x３ ≤ ６ ，

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０ ．

３ ．假设某种机器可在高低两种不同负荷下运行 ，在高负荷下运行时 ，每台机器每年

产值 ２０万元 ，机器年损坏率 ２０％ ，在低负荷下运行时 ，每台机器每年产值 １７万元 ，机器

年损坏率 １０％ ，开始生产时 ，完好机器数量为 １００台 ，试问如何安排机器在高低负荷下的

生产 ，才能使 ３年内总产值最高 ？ （提示 ：可取第 k年度初完好机器数 sk 作为状态变量） ．

４ ．假设旅行者携带各种货物总重量不得超过 ８０kg ．现有 A 、B 、C 三种货物 ，每件的
重量及价值如下表所示 ，试问 A 、B 、C各携带多少件才能使总价值最大 ？

货物种类 A B C
每件重／kg 　 １５ ┅２４ è３０ �
每件价值／元 ２００ 览３４０ 靠４２０ 哪
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